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1. �¢¥¤¥­¨¥

�® ¬­®£¨å á«ãç ïå ¬­®£®á¥â®ç­ë¥ ¨ ¬­®£®ãà®¢­¥¢ë¥ ¬¥â®¤ë ®¡« ¤ îâ ®¯â¨¬ «ì­®© áª®à®-
áâìî áå®¤¨¬®áâ¨, ¨ ®¡ê¥¬ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© à ¡®âë, ­¥®¡å®¤¨¬ë© ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï «î¡®© § ¤ ­­®©
â®ç­®áâ¨, ¯à®¯®àæ¨®­ «¥­ ª®«¨ç¥áâ¢ã ­¥¨§¢¥áâ­ëå. �à¨­æ¨¯¨ «ì­ ï ¨¤¥ï ¬­®£®ãà®¢­¥¢ëå ¬¥-
â®¤®¢, ®áâ ¢è ïáï ¢ áãé¥áâ¢¥­­®¬ ­¥¨§¬¥­­®© á® ¢à¥¬¥­¨ ¯¨®­¥àáª¨å à ¡®â �¥¤®à¥­ª® [1], [2] ¨
� å¢ «®¢  [3] § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ®¡ë ­ ©â¨ ¢ëá®ª®ç áâ®â­ë¥ à¥ ªæ¨¨ á¨áâ¥¬ë ¯®áà¥¤áâ¢®¬
á£« ¦¨¢ îé¨å ¨â¥à æ¨© ­  ¬¥«ª®© á¥âª¥, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ­¨§ª®ç áâ®â­ë¥ à¥ ªæ¨¨ ­ å®¤ïâáï
­  ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®© £àã¡®© á¥âª¥. �¥á¬®âàï ­  â®, çâ® ¬­®£®ãà®¢­¥¢ë¥ ¬¥â®¤ë ¨ ¬­®£®ãà®¢-
­¥¢ë¥ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ â¥«¨ ¢ ¬¥â®¤¥ á®¯àï¦¥­­ëå £à ¤¨¥­â®¢ (���) ¨ ¢ ¤àã£¨å ¨â¥à æ¨®­-
­ëå ¬¥â®¤ å,   â ª¦¥ à §«¨ç­ë¥  á¯¥ªâë, ¢«¨ïîé¨¥ ­  ¨å íää¥ªâ¨¢­®áâì, ¤®¢®«ì­® å®à®è®
¨áá«¥¤®¢ ­ë, ®­¨ ¨á¯®«ì§ãîâáï ¢ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© ¨­¦¥­¥à­®© ¯à ªâ¨ª¥ ­¥ â ª è¨à®ª®, ª ª
¬®¦­® ¡ë«® ¡ë ®¦¨¤ âì. �à¨ç¨­  íâ®£® å®à®è® ¨§¢¥áâ­ : ¤«ï íää¥ªâ¨¢­®£® ¯à¨¬¥­¥­¨ï ª« á-
á¨ç¥áª¨å ¬­®£®á¥â®ç­ëå ¬¥â®¤®¢ ­¥®¡å®¤¨¬® ¨á¯®«ì§®¢ âì â ª¨¥ ¯ ª¥âë ¯à®£à ¬¬, ª®â®àë¥
á¯®á®¡­ë ¡ë«¨ ¡ë ¯à®¨§¢¥áâ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ëå ¤¨áªà¥â¨§ æ¨©, ¯®áâ¥¯¥­­®
¯¥à¥å®¤ïé¨å ®â ¨áå®¤­®© ª ­ ¨¡®«¥¥ £àã¡®© ¤¨áªà¥â¨§ æ¨¨. �®«¥¥ â®£®, £« ¤ª¨¥ ­  ¨áå®¤­®©
¤¨áªà¥â¨§ æ¨¨ ª®¬¯®­¥­âë à¥è¥­¨ï ¤®«¦­ë ¡ëâì å®à®è®  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ ­ë ­  ¡®«¥¥ £àã¡ëå
¤¨áªà¥â¨§ æ¨ïå. �«ï ¬­®£¨å á®¢à¥¬¥­­ëå ª®­áâàãªæ¨© ¢ëá®ª¨å â¥å­®«®£¨© íâ® ¬®¦¥â ¡ëâì
¯à®¡«¥¬®©, ¯®áª®«ìªã ç áâ® ¢ á®¢à¥¬¥­­®© ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© ¯à ªâ¨ª¥ ª ¦¤ë© ª®­áâàãªâ¨¢­ë©
¡«®ª ã¤ ¥âáï ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢á¥£® «¨èì ®¤­¨¬ ¨«¨ ­¥áª®«ìª¨¬¨ ª®­¥ç­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨.

�â¨ âàã¤­®áâ¨ ¯®á«ã¦¨«¨ áâ¨¬ã«®¬ ª à §¢¨â¨î ¬­®£®- ¨ ¤¢ãåãà®¢­¥¢ëå ¬¥â®¤®¢, ®á­®¢ ­-
­ëå ­  ¡®«¥¥ ¯à¨á¯®á®¡«¥­­ëå ª ¨­¦¥­¥à­ë¬ ¯à¨«®¦¥­¨ï¬ ¯à®æ¥¤ãà å ãªàã¯­¥­¨ï á¥âª¨, ¨, ¢
ç áâ­®áâ¨, ¬¥â®¤®¢  £à¥£ æ¨¨ [4]{[16]. � â® ¢à¥¬ï ª ª ª« áá¨ç¥áª¨©, ­ §ë¢ ¥¬ë© â ª¦¥ £¥®¬¥-
âà¨ç¥áª¨¬, ¬­®£®á¥â®ç­ë© ¯®¤å®¤ á®§¤ ¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¤¨áªà¥â¨§ æ¨© ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¯®-
áâà®¥­¨ï ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ëå âà¨ ­£ã«ïæ¨©, ¯à¨  £à¥£ æ¨¨ ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¯®¯ëâª  ¤®áâ¨çì â®© ¦¥
æ¥«¨ ­  ®á­®¢¥ ¨­ä®à¬ æ¨¨ ® ¬ âà¨æ¥ ¨áå®¤­®© á¨áâ¥¬ë  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨©. �® ¬­®£¨å
á«ãç ïå ¬¥â®¤ë, ®á­®¢ ­­ë¥ ­  ¢â®à®¬ ¯®¤å®¤¥, ®ª § «¨áì §­ ç¨â¥«ì­® ¡®«¥¥ íää¥ªâ¨¢­ë¬¨,
ç¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ ¢è¨¥áï à ­¥¥ ¯àï¬ë¥ ¬¥â®¤ë à¥è¥­¨ï, ­ ¯à¨¬¥à, [15], [16]. �®§¬®¦­®áâì ®à£ -
­¨§ æ¨¨  £à¥£ â®¢ ¢ à ¬ª å ¬­®£®ãà®¢­¥¢®£® ¯®¤å®¤  ¨ á ¬  ¯® á¥¡¥ ¢¥áì¬  ¯®«¥§­ , ¯®áª®«ìªã
¢ ¯à¨«®¦¥­¨ïå ç áâ® ¢áâà¥ç îâáï ¬ «ë¥ ¯®¤®¡« áâ¨ á å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¬¨ ¦¥áâª®áâ¨, §­ ç¨-
â¥«ì­® ®â«¨ç îé¨¬¨áï ®â å à ªâ¥à¨áâ¨ª ®áâ «ì­®© áâàãªâãàë, ¨ íâ¨ ¯®¤®¡« áâ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì
¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬¨ ¥¤¨­¨æ ¬¨ ¤«ï § ¤ ­¨ï  £à¥£ â®¢.

� ¯à®áâ¥©è¥© ä®à¬¥, ª®â®à ï ­ §ë¢ ¥âáï §¤¥áì ¯à®áâ®©  £à¥£ æ¨¥©, ¢á¥ ã§«ë ¬¥«ª®© á¥âª¨
¯®¤à §¤¥«ïîâáï ­  ®â¤¥«ì­ë¥ á¢ï§­ë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  |  £à¥£ âë | ¨ â ª¨¬ ®¡à §®¬  £à¥£ âë
à §¤¥«¥­ë ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ á«®¥¬ í«¥¬¥­â®¢. �  ª ¦¤®¬  £à¥£ â¥ ¤®¯ãáª ¥âáï â®«ìª® ¯®áâ®ï­­®¥
¯®«¥, ¨«¨ ¢ ¡®«¥¥ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ | ¯®«ï á ­ã«¥¢®© í­¥à£¨¥©, ª ª, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ [9], [10] ¨ ¤à.
�®âï ¬¥â®¤ ¯à®áâ®©  £à¥£ æ¨¨ ç áâ® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ­  ¯à ªâ¨ª¥, ¥¬ã ¯à¨áãé¨ ¤¢  ®ç¥¢¨¤­ëå
¢§ ¨¬®á¢ï§ ­­ëå ­¥¤®áâ âª :  ) ®­ ­¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â  ¤¥ª¢ â­®£® á­¨¦¥­¨ï ¬ ªá¨¬ «ì­®£® á®¡-
áâ¢¥­­®£® §­ ç¥­¨ï ¨ ¡) ®­ ­¥ ¯®§¢®«ï¥â  ¤¥ª¢ â­®  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ âì á ¬ë¥ ­¨§ª¨¥ ç áâ®âë ­ 
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¡®«¥¥ £àã¡ëå ãà®¢­ïå. �á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®£® ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì â®«ìª® á¢®©áâ¢® á« ¡®©  ¯¯à®ªá¨¬ -
æ¨¨ ¨ á« ¡ë¥ ®æ¥­ª¨ áå®¤¨¬®áâ¨, á¬. à §¤¥« 4.

�¤­¨¬ ¨§ ¨§¢¥áâ­ëå á¯®á®¡®¢ ãáâà ­¥­¨ï íâ¨å ­¥¤®áâ âª®¢ ï¢«ï¥âáï á£« ¦¨¢ ­¨¥ ª®®à¤¨-
­ â­ëå äã­ªæ¨©, ¯®«ãç¥­­ëå á ¯®¬®éìî ¯à®áâ®©  £à¥£ æ¨¨. � ¯à¨¬¥à, ¢ ¬¥â®¤¥ á£« ¦¥­­®©
 £à¥£ æ¨¨, ¯à¥¤«®¦¥­­®¬ ¢ [11], íâ® ¤®áâ¨£ ¥âáï á ¯®¬®éìî ¤®¯®«­¨â¥«ì­®© ¨â¥à æ¨®­­®© ¯à®-
æ¥¤ãàë, ª®â®à ï ­ §ë¢ ¥âáï á£« ¦¨¢ ­¨¥¬ ®¯¥à â®à  ¯à®¤®«¦¥­¨ï, [11]{[14]. �¯ëâ ¯à¨¬¥­¥-
­¨ï íâ®© ¯à®æ¥¤ãàë ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ®­  ¬®¦¥â áãé¥áâ¢¥­­® ¯®¢ëá¨âì íää¥ªâ¨¢­®áâì. �¤­ ª®,
­ áª®«ìª® ¨§¢¥áâ­®  ¢â®à ¬, ¤«ï â ª¨å ¤¢ãåãà®¢­¥¢ëå ¬¥â®¤®¢ ®æ¥­ª¨ áª®à®áâ¨ áå®¤¨¬®áâ¨,
áà ¢­¨¬ë¥ á £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨ (á¬., ­ ¯à., [17]{[20]), ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë â®«ìª® ¢ á¯¥-
æ¨ «ì­®© ­®à¬¥, § ¢¨áïé¥© ®â ®â­®è¥­¨ï H=h ¨ ¢ëà®¦¤ îé¥©áï á à®áâ®¬ íâ®£® ®â­®è¥­¨ï
[12].

� íâ®© áâ âì¥ à §¢¨¢ ¥âáï ¯®¤å®¤ ®¡®¡é¥­­®©  £à¥£ æ¨¨, ¯à¥¤«®¦¥­­ë© ¢ à ¡®â å �¨è  ¨
¤à. [15], [16], ¢ ª®â®àëå ­  ª ¦¤®¬  £à¥£ â¥ ¢¢®¤ïâáï ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ª®®à¤¨­ â­ë¥ äã­ªæ¨¨
¤«ï ®¡¥á¯¥ç¥­¨ï ¡®«¥¥ â®ç­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ í­¥à£¨¨. �à®¬¥ â®£®, ¬ë ¯®§ ¡®â¨«¨áì ® â®¬, çâ®-
¡ë ¢ ¨­â¥àä¥©á­ëå ®¡« áâïå ¬¥¦¤ã  £à¥£ â ¬¨ £à ¤¨¥­âë ­¥ ¡ë«¨ á«¨èª®¬ ¡®«ìè¨¬¨. �«ï
íâ®£® à ááâ®ï­¨¥ ¬¥¦¤ã  £à¥£ â ¬¨ áç¨â ¥âáï áà ¢­¨¬ë¬ á à §¬¥à ¬¨  £à¥£ â®¢, ¨ §­ ç¥­¨ï
äã­ªæ¨© ­  £àã¡®¬ ãà®¢­¥ ¢ ã§« å ¨­â¥àä¥©á­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯ãâ¥¬ ¨­â¥à¯®-
«ïæ¨¨. �â¨ ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨ ¯®§¢®«ïîâ ¤®¡¨âìáï ¢ë¯®«­¥­¨ï á¢®©áâ¢  á¨«ì­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨
¨ ã¡ëáâàïîâ áå®¤¨¬®áâì, ¯à¨ç¥¬ ®æ¥­ª¨ áª®à®áâ¨ áå®¤¨¬®áâ¨, ª ª ¨ ¢ ª« áá¨ç¥áª®¬ ¬­®£®-
á¥â®ç­®¬ ¬¥â®¤¥, ã«ãçè îâáï á à®áâ®¬ ç¨á«  á£« ¦¨¢ ­¨©. �ãé¥áâ¢¥­­®, çâ® ®­¨ ¯®§¢®«ïîâ
®¯â¨¬¨§¨à®¢ âì ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ãî à ¡®âã ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¯à ¢¨«ì­®£® ¢ë¡®à  ¯ à ¬¥âà  H á¥âª¨
£àã¡®£® ãà®¢­ï.

� ª ¨§¢¥áâ­®, ¤¢ãåãà®¢­¥¢ë¥ ¨â¥à æ¨¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ¢ ��� ¨ ¤àã£¨å ¨â¥à æ¨®­-
­ëå ¬¥â®¤ å ¤«ï ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ­¨ï. �ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ â ª®© ¢ à¨ ­â ®¡®¡é¥­­®©  £à¥£ æ¨¨
¤«ï § ¤ ç ¢ ®¡« áâïå, ¢ ª®â®àëå ­¥ ®¡¥á¯¥ç¥­  H2-à¥£ã«ïà­®áâì, ¨ ¤®ª §ë¢ ¥¬ ¥£® íää¥ªâ¨¢-
­®áâì. �«ï â ª®£® ª« áá  § ¤ ç ¯®ª § ­®, çâ® áâ®¨¬®áâì ¬¥â®¤  ®áâ ¥âáï â ª®© ¦¥, ª ª áâ®¨-
¬®áâì ­ è¥£® ®á­®¢­®£®  «£®à¨â¬  ¨«¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å  «£®à¨â¬®¢ ¤«ï H2-à¥£ã«ïà­ëå § ¤ ç.
� âà¥å¬¥à­®¬ á«ãç ¥ ®¡é ï ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ ï à ¡®â  ®æ¥­¨¢ ¥âáï ª ª O(n4k=(3k+1)), £¤¥ n | ç¨-
á«® ­¥¨§¢¥áâ­ëå, ¯à¨ ®¡é¥¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨, çâ® áâ®¨¬®áâì à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë £àã¡®£® ãà®¢­ï
à ¢­  O(H�3k), 1 � k � 3.

�­®£®ãà®¢­¥¢ë¥ ¯à®æ¥¤ãàë  £à¥£ æ¨¨ à §à ¡ âë¢ «¨áì ¢ ª ç¥áâ¢¥  «ìâ¥à­ â¨¢ë £¥®¬¥âà¨-
ç¥áª¨¬ ¬­®£®á¥â®ç­ë¬ ¬¥â®¤ ¬ ¢ ¯®¯ëâª¥ á®ªà â¨âì ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ¤ ­­ëå.
�¤­ ª® ¥á«¨ äã­ªæ¨¨ á ­ã«¥¢®© í­¥à£¨¥© á®¤¥à¦ â ­¥¯®áâ®ï­­ë¥ ¯®«ï, ª ª, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ â¥®-
à¨¨ ã¯àã£®áâ¨, â¥®à¨¨ ®¡®«®ç¥ª ¨ í««¨¯â¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨ïå ¢ëá®ª¨å ¯®àï¤ª®¢ ¡¥§ ¬« ¤è¨å
ç«¥­®¢, â® ¨­â¥à¯®«ïæ¨ï áâ ­®¢¨âáï ­¥¨§¡¥¦­®©, ¨ ¢ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢®¢«¥ª îâáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥
ª®®à¤¨­ âë ã§«®¢. �¥®¬¥âà¨ç¥áª ï ¨­ä®à¬ æ¨ï ¯à¨¢«¥ª ¥âáï â ª¦¥ ¨ ¤«ï ¤àã£¨å æ¥«¥©, ª ª,
­ ¯à¨¬¥à, ¢ [12]. �á«¨ ­¥ ¯à¥á«¥¤®¢ âì æ¥«ì á®§¤ ­¨ï ¬¥â®¤  ç¥à­®£® ïé¨ª , ®á­®¢ ­­®£® â®«ìª®
­   «£¥¡à ¨ç¥áª®© ¨­ä®à¬ æ¨¨, â® ¡ « ­á ¬¥¦¤ã  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ ¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ ¤ ­­ë-
¬¨ ¯®¤ç¨­ï¥âáï á®®¡à ¦¥­¨ï¬ áâ®¨¬®áâ¨. � ­ è¨å  «£®à¨â¬ å ¬ë á®åà ­ï¥¬ £« ¢­®¥ ¯®«®-
¦¨â¥«ì­®¥ ª ç¥áâ¢®  £à¥£ æ¨¨, â.¥. ¢®§¬®¦­®áâì á®§¤ ­¨ï £àã¡®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¯®áà¥¤áâ¢®¬
 £à¥£ æ¨¨. �­®, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¯®§¢®«ï¥â ¨§¡¥¦ âì ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ¡®«¥¥ £àã¡ëå
âà¨ ­£ã«ïæ¨©, ¤®áâ â®ç­® å®à®è® ¯à¨¡«¨¦ îé¨å £à ­¨æã. �® ¯® áà ¢­¥­¨î á âà ¤¨æ¨®­­®©
¬¥â®¤¨ª®©  £à¥£ æ¨¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï ¨­ä®à¬ æ¨ï ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤®¯®«­¨â¥«ì­® ¤«ï ¨­â¥à¯®«ï-
æ¨¨ ¢ ¨­â¥àä¥©á­ëå ã§« å. � ¤¢ãåãà®¢­¥¢ëå ¬¥â®¤ å, £¤¥ à §¬¥àë  £à¥£ â®¢ ¬®£ãâ ¡ëâì §­ -
ç¨â¥«ì­ë¬¨, ¨­â¥à¯®«ïæ¨ï ¬®¦¥â ¡ëâì ¬¥­¥¥ âàã¤®¥¬ª®©, ç¥¬ ¤àã£¨¥ ¬¥â®¤ë á£« ¦¨¢ ­¨ï, ¨
®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ­ ¨«ãçè¨¥ ®æ¥­ª¨ áå®¤¨¬®áâ¨. � è á¯®á®¡ ®à£ ­¨§ æ¨¨ ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ¡«¨§®ª ª
â®¬ã, ª®â®àë© ¨á¯®«ì§®¢ «áï ¢ [21] ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï å®à®è® ®¡ãá«®¢«¥­­ëå ¬¥â®¤®¢ ­  à¥£ã«ïà-
­ëå á¥âª å ¤«ï § ¤ ç �¥©¬ ­  ¢ ¯à®¨§¢®«ì­ëå ¤®áâ â®ç­® £« ¤ª¨å ®¡« áâïå. �­ ¢¥áì¬  £¨¡®ª
¨ ¯à¥¤¯®« £ ¥â à §«¨ç­ë¥ á¯®á®¡ë à¥ «¨§ æ¨¨.

�â âìï ¯®áâà®¥­  á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. � à §¤¥«¥ 2 ®¯¨áë¢ îâáï § ¤ ç¨ â®­ª®£® ¨ £àã¡®£®
ãà®¢­ï ¨ ¤¢ãåãà®¢­¥¢ë¥  «£®à¨â¬ë | ®á­®¢­ë¥ ¨ ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­ë¥. �á®¡¥­­®áâ¨  £à¥£ æ¨¨
¨ ãá«®¢¨©, ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ áå®¤¨¬®áâ¨, ®¡áã¦¤ îâáï ¢ à §¤¥-
«¥ 3. � ç áâ­®áâ¨ ¯®ª § ­®, çâ® ­¥®¡å®¤¨¬ ï  £à¥£ æ¨ï ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®© ª¢ §¨®¤­®à®¤­®©
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âà¨ ­£ã«ïæ¨¨ ¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­ , ­ ¯à¨¬¥à, á ¯®¬®éìî ¢á¯®¬®£ â¥«ì-
­®© ®àâ®£®­ «ì­®© á¥âª¨, ¢ â®¬ ç¨á«¥ ¨ ¢ á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ì­®© ¤®áâ â®ç­® £« ¤ª®© ®¡« áâ¨. �«ï
á«ãç ï ¯à®áâ®©  £à¥£ æ¨¨ ¢ à §¤¥«¥ 4 ¢ë¢®¤ïâáï ®æ¥­ª¨ áå®¤¨¬®áâ¨ ¯à¨ ®ç¥­ì á« ¡ëå ãá«®¢¨ïå,
¯à¥¤êï¢«ï¥¬ëå ª  £à¥£ æ¨¨. �â¨ ®æ¥­ª¨ ¢¥à­ë â ª¦¥ ¤«ï á«ãç ï £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ­¥®¤­®à®¤­ëå
á¥â®ª. � à §¤¥«¥ 5  ­ «¨§¨àã¥âáï ®¡®¡é¥­­ ï  £à¥£ æ¨ï ¨ ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï, çâ® áª®à®áâì áå®-
¤¨¬®áâ¨ ã«ãçè ¥âáï | á­ ç «  ¤«ï H2-à¥£ã«ïà­ëå § ¤ ç,   § â¥¬ ¤«ï § ¤ ç, ­¥ ï¢«ïîé¨åáï
H2-à¥£ã«ïà­ë¬¨. �à®¬¥ â®£®, ¤ îâáï ®æ¥­ª¨ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© à ¡®âë ¤«ï ®¯â¨¬¨§¨à®¢ ­­®-
£® ¯ à ¬¥âà  ãªàã¯­¥­¨ï. � à §¤¥«¥ 6 ®¡áã¦¤ îâáï ç¨á«¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë, ¯®¤â¢¥à¦¤ îé¨¥
®á­®¢­ë¥ ¢ë¢®¤ë.

2. � ¤ ç¨ â®­ª®£® ¨ £àã¡®£® ãà®¢­ï ¨ ¤¢ãåãà®¢­¥¢ë¥  «£®à¨â¬ë

�«ï ¯à®áâ®âë ®£à ­¨ç¨¬áï à áá¬®âà¥­¨¥¬ ãà ¢­¥­¨ï �ã áá®­  á £à ­¨ç­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨
�¨à¨å«¥

��u = f(x); x 2 
 � E3; (2.1)

u
��
@


= 0 (2.2)

¢ âà¥å¬¥à­®© ®¡« áâ¨ 
, å®âï ¯®«ãç¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¢¥à­ë ¨ ¤«ï «¨­¥©­ëå § ¤ ç ã¯àã£®áâ¨.
�á¯®«ì§ã¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî ª¢ §¨®¤­®à®¤­ãî âà¨ ­£ã«ïæ¨î Sh ®¡« áâ¨ 
 â¥âà í¤à ¬¨ �r, r =
1; 2; : : : ; R, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬¨ ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¬ «ëå h > 0 ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬

0 < a(1)h � �C;r � h; 0 < 
 � �I;r=�C;r; (2.3)

£¤¥ �I;r ¨ �C;r | à ¤¨ãáë ­ ¨¡®«ìè¥© ¢¯¨á ­­®© ¢ â¥âà í¤à �r ¨ ­ ¨¬¥­ìè¥© ®¯¨á ­­®© ¢®ªàã£
­¥£® áä¥à,   a(1) ¨ 
 | ­¥ª®â®àë¥ ¯®áâ®ï­­ë¥. �¡« áâì âà¨ ­£ã«ïæ¨¨ ®¡®§­ ç¥­  ç¥à¥§ 
h.
�ë £®¢®à¨¬, çâ® Sh ï¢«ï¥âáï âà¨ ­£ã«ïæ¨¥© ®¡« áâ¨ 
, ¥á«¨ dist(y; @
) � c�h

2 ¤«ï ¢á¥å y 2
@
h á ­¥ª®â®à®© ¯®áâ®ï­­®© c�, ¨ ¤«ï ¯à®áâ®âë ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® 
h � 
. � ª ¨§¢¥áâ­®,
¤«ï ¤®áâ â®ç­® £« ¤ª®© ®¡« áâ¨ 
, ¨¬¥îé¥©, ­ ¯à¨¬¥à, ªãá®ç­® ¤¢ ¦¤ë ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ãî
£à ­¨æã, â ª ï ª¢ §¨®¤­®à®¤­ ï âà¨ ­£ã«ïæ¨ï á 
h � 
 ¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ã¥â (á¬., ­ ¯à., [21], [22]).
�¨¬¢®«ë x(i), X, ! ¨á¯®«ì§ãîâáï ¤«ï ã§«  âà¨ ­£ã«ïæ¨¨, ¬­®¦¥áâ¢  ¢á¥å ã§«®¢ ¨ ¨å ¨­¤¥ªá®¢
i á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �à¨ ­£ã«ïæ¨ï Sh ¨­¤ãæ¨àã¥â ¯à®áâà ­áâ¢® H(
h) äã­ªæ¨©, ­¥¯à¥àë¢­ëå ­ 

h ¨ «¨­¥©­ëå ­  ª ¦¤®¬ â¥âà í¤à¥ �r, ¨ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® H�(
h) = fev 2 H(
h) : ev��@
 = 0g.
�«ï ª ¦¤®© ev 2 H(
h) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à v = fv(i)g ã§«®¢ëå §­ ç¥­¨© ev â ª¨å,
çâ®

v(i) = ev(x(i)) ¤«ï ¢á¥å i 2 !:

� ¯à®áâà ­áâ¢¥ íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢, ®¡®§­ ç ¥¬®¬ ç¥à¥§ U , ¢¢®¤¨âáï áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥

(v;w) = h3
X

v(i)w(i): (2.4)

� âà¨æ  K ¨ ¢¥ªâ®à f á¨áâ¥¬ë  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨© ¬¥â®¤  ª®­¥ç­ëå í«¥¬¥­â®¢

Ku = f (2.5)

ã¤®¢«¥â¢®àïîâ â®¦¤¥áâ¢ ¬

(Kv;w) = a
h
(ev; ew); (v;f) = (ev; f)
h

(2.6)

¤«ï «î¡ëå ev; ew 2 H�(
h),   ( ; )
h
¨ a
h

( ; ) ï¢«ïîâáï áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¢ L2(
h) ¨
¨­â¥£à «®¬ �¨à¨å«¥

(v; w)
 :=
Z



vw dx; a
(v; w) :=
Z



rv � rw dx:

�â®¡ë à §«¨ç âì ¢¥«¨ç¨­ë, ®â­®áïé¨¥áï ª à §«¨ç­ë¬ ãà®¢­ï¬, ®­¨ á­ ¡¦ îâáï ¤®¯®«­¨â¥«ì-
­ë¬ ¨­¤¥ªá®¬ ` = 1; 2; : : : , £¤¥ ` = 1 ®â­®á¨âáï ª ¨áå®¤­®© § ¤ ç¥. � ¯à¨¬¥à, ®¡®§­ ç¥­¨ï K`,
f `, H`(
h), ( ; )`, !`, h` ¨á¯®«ì§ãîâáï ¤«ï ®¡ê¥ªâ®¢ `-£® ãà®¢­ï. �¤­ ª® ¨­¤¥ªá ` = 1, ª ª ¢
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(2.4){(2.6), ç áâ® ®¯ãáª ¥âáï. �¯¥à â®à ¯à®¤®«¦¥­¨ï P : U2 ! U , ­¥®¡å®¤¨¬ë© ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï
á¨áâ¥¬ë ¢â®à®£® ãà®¢­ï

K2u2 = f 2; £¤¥ K2 = RKP ; f 2 = Rf ; R := P
T ;

®¯à¥¤¥«ï¥âáï á ¯®¬®éìî  «£®à¨â¬®¢  £à¥£ æ¨¨, ®¯¨á ­­ëå ¢ à §¤¥«¥ 3.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤ ­  ­¥ª®â®à ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï à¥è¥­¨ï u, ¤«ï ª®â®à®© ¨á¯®«ì§ã¥¬ â®

¦¥ ®¡®§­ ç¥­¨¥. �¨¦¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­  ®¤­  ¤¢ãåãà®¢­¥¢ ï ¨â¥à æ¨ï T gi á m1 ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì­ë¬¨
¨ m2 § ¢¥àè îé¨¬¨ á£« ¦¨¢ ­¨ï¬¨:

procedure T gi(K`;f ;u);
array K`, f , u;
begin integer m1, m2;

array K`+1, B`, P `, d, v;
do m1 times

u := u�B�1
` (K`u� f);

d := P
T
` (K`u� f); K`+1 := P

T
`K`P ;

v :=K
�1
`+1d;

u := u� P `v;
do m2 times

u := u�B�1
` (K`u� f);

end.
�ãáâì e(s) = u�u(s) |¯®£à¥è­®áâì, £¤¥ u| â®ç­®¥ à¥è¥­¨¥ (2.5),   u(s) | ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ à¥-

è¥­¨¥, ¯®«ãç¥­­®¥ ¯à¨ ¯à¨¬¥­¥­¨¨ ¯à®æ¥¤ãàë T gi s à §, ¨ ¯ãáâì T g(m1;m2) = T gi(K1;m1;m2)
| ¬ âà¨æ  ¤¢ãåãà®¢­¥¢®© ¨â¥à æ¨¨. �â  ¬ âà¨æ  á¢ï§ë¢ ¥â ¯®£à¥è­®áâ¨ e(s+1), e(s):

e(s+1) = T g(m1;m2)e
(s);

¨ § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©

T g(m1;m2) = Sm1

1 (I � PK�1
2 P TK)Sm2

1 ; (2.7)

£¤¥ S = I �B�1
1 K.

� âà¨æã B1 ¢ á£« ¦¨¢ îé¨å ¨â¥à æ¨ïå ¯à®é¥ ¢á¥£® § ¤ âì ª ª B1 = c�h
�2I á â ª®© ¯®-

áâ®ï­­®© c�, çâ® K � B. �«ï á£« ¦¨¢ ­¨ï ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì àï¤ ¤àã£¨å ¨â¥à æ¨®­­ëå
¯à®æ¥¤ãà [17], [19]{[21] ¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¬¥â®¤ �¨ç à¤á®­ 

uk = uk�1 �B�1
1;k(Kuk�1 � f); B1;k = c��

�1
k h�2I; k = 1; 2; : : : ;m;

�k =
�
1 + cos

�

2m+ 2

��
cos

�

2m+ 2
� cos

(2k + 1)�
2m+ 2

��1
; m = m1;m2;

(2.8)

ãáª®àïîé¨© áå®¤¨¬®áâì (á¬. â¥®à¥¬ë 5.1, 5.2). � ¯®á«¥¤­¥¬ á«ãç ¥ ¢ (2.7) ¬ âà¨æë S
m
1 § ¬¥­ï-

îâáï ­ 

S
(m)
1 =

m\
k=1

(I �B�1
1;kK):

�¢ãåãà®¢­¥¢ë¥ ¨â¥à æ¨¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ª ª ¢â®à¨ç­ë¥ ¤«ï ¯à¥¤ãá«®¢«¨¢ ­¨ï ¢
��� ¨«¨ ¤àã£®¬ ¨â¥à æ¨®­­®¬ ¬¥â®¤¥. � ª ï ¢¥àá¨ï ¤ ¥â ¢®§¬®¦­®áâì §­ ç¨â¥«ì­® ®á« ¡¨âì
âà¥¡®¢ ­¨ï ª ®¡« áâï¬, á¢ï§ ­­ë¥ á í««¨¯â¨ç¥áª®© à¥£ã«ïà­®áâìî. �«ï ã¯à®é¥­¨ï ®¡áã¦¤¥­¨ï
­¨¦¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¬¥â®¤ ¯à®áâ®© ¨â¥à æ¨¨.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Sh;P ¨ 
h;P ­¥ª®â®àãî âà¨ ­£ã«ïæ¨î, â®¯®«®£¨ç¥áª¨ íª¢¨¢ «¥­â­ãî Sh, ¨
¥¥ ®¡« áâì,   ç¥à¥§KP | ¬ âà¨æã ª®­¥ç­ëå í«¥¬¥­â®¢, á¯¥ªâà «ì­® íª¢¨¢ «¥­â­ãîK ¨ ¯®à®-
¦¤¥­­ãî âà¨ ­£ã«ïæ¨¥© Sh;P. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¬ âà¨æ  KP ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª¨¬ ¦¥ ®¡à §®¬,
ª ªK, ­® ¤«ï § ¤ ç¨ (2.1), (2.2) ¢ ®¡« áâ¨ 
h;P âà¨ ­£ã«ïæ¨¨ Sh;P. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¯à®¢¥¤¥-
­® t0 ¤¢ãåãà®¢­¥¢ëå ¨â¥à æ¨© ¤«ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë KPw = ef ¨ w(t0) | ¯®«ãç¥­­®¥ à¥è¥­¨¥.
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�¢®¤ï ®¡®§­ ç¥­¨¥ fKh;P ¤«ï ¬ âà¨æë, á¢ï§ë¢ îè¥© ¢¥ªâ®àë w(t0) ¨ ef , ¨ ®¡®§­ ç¥­¨¥ eS(m)

1 ¤«ï
¬ âà¨æë m á£« ¦¨¢ ­¨©, ¯®«ãç¨¬

w(t0) = fK�1

P
ef ; fK�1

P = [I � (T g(KP ;m1;m2))t0 ]K
�1
P ;

T g(KP ;m1;m2) = eS(m1)

1 [I � P T (PKPP
T )�1PKP ]eS(m2)

1 ;
(2.9)

£¤¥ eS(m)

1 = S
m
1 ¨«¨ eS(m)

1 = S
(m)
1 ,   ¤«ï ¬ âà¨æ á£« ¦¨¢ ­¨ï ¨ ¯à®¤®«¦¥­¨ï ¢ ¤¢ãåãà®¢­¥¢®©

¯à®æ¥¤ãà¥ à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë KPw = ef á®åà ­ïîâáï ®¡®§­ ç¥­¨ï S1, S
(m)
1 ¨ P .

�¨á«® t0 ¢ë¡¨à ¥âáï ¨§ ãá«®¢¨ï, çâ® KP ¨ fKP íª¢¨¢ «¥­â­ë ¯® á¯¥ªâàã, ­ ¯à¨¬¥à,

(1� e")fKP �KP � (1 + e")fKP ; e" 2 (0; 1): (2.10)

�â® à ¢­®§­ ç­® â®¬ã, çâ® ¤®«¦­  ¡ëâì £ à ­â¨à®¢ ­  â®ç­®áâì e" ¢ ­®à¬¥ ¬ âà¨æëKP . � ª¨¬
®¡à §®¬, t0 «¥£ª® ¢ë¡à âì ­  ®á­®¢¥ ®æ¥­®ª ¤«ï ¤¢ãåãà®¢­¥¢ëå ¨â¥à æ¨®­­ëå ¬ âà¨æ, ª®â®àë¥
¡ã¤ãâ ¯®«ãç¥­ë ¢ à §¤¥« å 4, 5.

�¥¯¥àì ¨â¥à æ¨®­­ãî ¯à®æ¥¤ãàã ¤«ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë (2.5) ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

uk = uk�1 � �0fK �1

P (Kuk�1 � f) (2.11)

¨ á®£« á­® (2.10) ¬®¦­® ¢§ïâì �0 = 1 ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®¯â¨¬ «ì­®£® ¯®áâ®ï­­®£® ¯ à ¬¥âà  ¨â¥à æ¨¨.

�æ¥­ª¨ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© à ¡®âë ¤«ï (2.11) ¬®£ãâ ¡ëâì §­ ç¨â¥«ì­® «ãçè¥, ç¥¬ ¯à¨ ¯àï¬®¬
¯à¨¬¥­¥­¨¨ ¤¢ãåãà®¢­¥¢®£® ¬¥â®¤  ¤«ï à¥è¥­¨ï (2.5), ¯®áª®«ìªã ¨§ ®æ¥­®ª ­®à¬ T g(K;m1;m2)
¨ T g(KP ;m1;m2) ¯®á«¥¤­ïï ¬®¦¥â ¡ëâì «ãçè¥©. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ®¡« áâì 
h ¨ ®¡« áâì 
, ª®-
â®àãî ®­  âà¨ ­£ã«¨àã¥â, ¬®£ãâ ­¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ âì H2{à¥£ã«ïà­®áâ¨ § ¤ ç¨ (2.1), (2.2). � â® ¦¥
¢à¥¬ï ¤«ï ¬­®£¨å â ª¨å ¯ à Sh;
h «¥£ª® á®§¤ âì â®¯®«®£¨ç¥áª¨ íª¢¨¢ «¥­â­ãî âà¨ ­£ã«ïæ¨î
Sh;P, ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî ãá«®¢¨ï¬

| ¬ âà¨æë K ¨ KP íª¢¨¢ «¥­â­ë ¯® á¯¥ªâàã,
| ¢ ®¡« áâ¨ 
h;P , âà¨ ­£ã«ïæ¨¥© ª®â®à®© ï¢«ï¥âáï Sh;P, § ¤ ç  �¨à¨å«¥ H2-à¥£ã«ïà­ .

�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¤«ï T g(KP ;m1;m2) ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®áâ¨£­ãâ® á¢®©áâ¢® á¨«ì­®©  ¯¯à®ª-
á¨¬ æ¨¨, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¤«ï T g(K ;m1;m2) | ­¥â. � ¤¢ã¬¥à­®¬ á«ãç ¥ å®à®è¨¬ ¯à¨¬¥à®¬
®¡« áâ¨ 
 ï¢«ï¥âáï ªàã£ á ¢ëà¥§ ­­ë¬ á¥ªâ®à®¬ ¨«¨ à ¤¨ «ì­ë¬ à §à¥§®¬ á ­ ç «®¬ ¢ æ¥­-
âà¥. � ª ç¥áâ¢¥ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®© ®¡« áâ¨ 
(P ) ¬®¦­® ¢§ïâì ¯®«®¢¨­ã ªàã£ . �®âï ®¡« áâ¨ 
 ¨

P §­ ç¨â¥«ì­® à §«¨ç îâáï, ¯à¨ ­ ¤«¥¦ é¥¬ ®â®¡à ¦¥­¨¨ 
! 
(P ) ¬ âà¨æë K ¨ KP ¡ã¤ãâ
¢¥áì¬  ¡«¨§ª¨¬¨ ¯® á¯¥ªâàã, ¨ ¨â¥à æ¨®­­ë© ¯à®æ¥áá (2.9) ¡ã¤¥â ¢¥áì¬  íää¥ªâ¨¢­ë¬.
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3. �à®áâà ­áâ¢  £àã¡®£® ãà®¢­ï

� ¬¥â®¤¥ ¯à®áâ®©  £à¥£ æ¨¨ ¯à®áâà ­áâ¢® £àã¡®£®
ãà®¢­ï ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®¢®ªã¯­®áâìî  £à¥-
£ â®¢. �¡®¡é¥­­ ï  £à¥£ æ¨ï, ª®â®à ï §¤¥áì à áá¬ -
âà¨¢ ¥âáï, ¨¬¥¥â ¤¢¥ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨. �®-
¯¥à¢ëå, ª ¦¤ë©  £à¥£ â ®¡®£ é¥­ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬¨ ª®-
®à¤¨­ â­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨. �®-¢â®àëå, ¬¥¦¤ã á®á¥¤­¨¬¨
 £à¥£ â ¬¨ ¯à¥¤¯®« £ îâáï ¡®«¥¥ è¨à®ª¨¥ ¨­â¥àä¥©á-
­ë¥ ®¡« áâ¨, ¯à¨ç¥¬ §­ ç¥­¨ï äã­ªæ¨© £àã¡®© á¥âª¨ ¢
ã§« å ¨­â¥àä¥©á­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯®áà¥¤-
áâ¢®¬ ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ¨«¨ ¬¥â®¤®¬ ­ ¨¬¥­ìè¨å ª¢ ¤à -
â®¢. �¥à¢®¥ ã«ãçè ¥â  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î ­   £à¥£ â å, â ª
çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥ â®«ìª® á¢®©áâ¢® á« ¡®©  ¯¯à®ªá¨¬ -
æ¨¨, ­® ¨ á¢®©áâ¢® á¨«ì­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨. �â®à®¥ ¯®-
§¢®«ï¥â á­¨§¨âì ¬ ªá¨¬ «ì­®¥ á®¡áâ¢¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ ¬®-
¤¥«¨ £àã¡®£® ãà®¢­ï ¨ £¥­¥à¨à®¢ âì ª®®à¤¨­ â­ë¥ äã­ª-
æ¨¨, ª®â®àë¥ ­¥ âà¥¡ãîâ á£« ¦¨¢ ­¨ï. �¨¯¨ç­ ï ¬®¤¥«ì
 £à¥£¨à®¢ ­¨ï ¨««îáâà¨àã¥âáï ­  à¨á. 1.

� íâ®¬ à §¤¥«¥ ªà âª® ®¯¨áë¢ îâáï áå¥¬ë  £à¥£¨à®¢ ­¨ï, ¤«ï ª®â®àëå ¢ à §¤¥« å 4 ¨ 5 ¯à®-
¢®¤¨âáï ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ áå®¤¨¬®áâ¨.

�ë ¯®­¨¬ ¥¬  £à¥£ â �
(k)

ª ª § ¬ª­ãâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ®¡« áâ¨ 
h, ª®â®à®¥ ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥-
¤¥«¥­® ¢ª«îç¥­­ë¬¨ ¢ ­¥£® ã§« ¬¨ x(i). �á«¨ X(k) � X ï¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ ã§«®¢  £à¥£ â  ¨
v 2 H(
h) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¢¥ªâ®àã v á ª®¬¯®­¥­â ¬¨

v(i) = 1 ¤«ï x(i) 2 X(k);

v(i) = 0 ¤«ï x(i) =2 X(k);

â® ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î �
(k)

:= fx : v(x) = 1g. �¥¯¥àì áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï ®¡  £à¥£ æ¨¨.

A) �£à¥£ â �
(k)

¬®¦¥â ¡ëâì ¢¥àè¨­®©, à¥¡à®¬, â¥âà í¤à®¬ âà¨ ­£ã«ïæ¨¨ ¨«¨ ®¤­®á¢ï§­ë¬
¬­®¦¥áâ¢®¬, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ â ª¨å ®¡ê¥ªâ®¢. �¨ ¬¥âà dk ª ¦¤®£®  £à¥£ â  ã¤®-
¢«¥â¢®àï¥â ­¥à ¢¥­áâ¢ã

dk � c�h (3.1)

á  ¡á®«îâ­®© ¯®áâ®ï­­®© c�. �î¡ ï ¯ à   £à¥£ â®¢ ­¥ ¨¬¥¥â ®¡é¨å â®ç¥ª.

� ¦¤ë© ã§¥«, ¢ ª®â®à®¬ § ¤ ­® §­ ç¥­¨¥ à¥è¥­¨ï, ¢ª«îç¥­ ¢  £à¥£ â �
(0)
. �«ï § ¤ ç¨ �¨à¨-

å«¥ (2.1), (2.2) ¨¬¥¥¬ �
(0)

= @
h. �«ï ª ¦¤®£® ã§«  x(i), ­¥ ¢ª«îç¥­­®£® ­¨ ¢ ®¤¨­ ¨§  £à¥£ â®¢,
â. ¥.

x(i) 2 
h n 
A; 
A :=
[
k

�
(k)
; (3.2)

®¯à¥¤¥«ï¥¬ ¬­®¦¥áâ¢® ã§«®¢ Xi, ª®â®à®¥ ­ §ë¢ eâáï ¨­â¥àä¥©á­ë¬ ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¬ ¬­®-
¦¥áâ¢®¬, ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ãî ¯®¤®¡« áâì Ai. � ¯à®áâ¥©è¥¬ á«ãç ¥ ª ¦¤®¥
¬­®¦¥áâ¢® Xi ¬®¦¥â á®áâ®ïâì ¨§ ¤¢ãå, âà¥å ¨«¨ ç¥âëà¥å ã§«®¢, â ª çâ® Ai ¬®¦¥â ¡ëâì ®âà¥§ª®¬
¯àï¬®©, âà¥ã£®«ì­¨ª®¬ ¨«¨ â¥âà í¤à®¬ á ¢¥àè¨­ ¬¨, ®¡à §ãîé¨¬¨ ¬­®¦¥áâ¢® Xi ¨ x(i) 2 Ai.

�) �«ï ª ¦¤®£® ã§«  x(i) ¢ (3.2) áãé¥áâ¢ã¥â ¨­â¥àä¥©á­®¥ ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® Xi

â ª®¥, çâ®
x(i) 2 Ai; Xi 2 
A;

à §«¨ç­ë¥ ã§«ë x(j) 2 Xi ¯à¨­ ¤«¥¦ â à §«¨ç­ë¬  £à¥£ â ¬ ¨

dist(x(j); x(i)) � c0h: (3.3)
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� §®¢¥¬ gt(x(i); x(j)) g-à ááâ®ï­¨¥¬ ¬¥¦¤ã ã§« ¬¨ x(i) ¨ x(j) ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ¥£® ª ª æ¥«®¥
ç¨á«®, à ¢­®¥ ­ ¨¬¥­ìè¥¬ã ç¨á«ã à¥¡¥à, á®¥¤¨­ïîé¨å íâ¨ ã§«ë. �­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥-

¤¥«¨¬ g(x(i); �
(k)
), g(�

(k)
; �

(`)
) ¨«¨ g(


0

h;

00

h), £¤¥ 

0

h ¨ 

00

h | ­¥ª®â®àë¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  
h, ª ¦¤®¥
¨§ ª®â®àëå á®¤¥à¦¨â ­¥ ¬¥­¥¥ ®¤­®£® ã§« . �á«¨ g(x(i); x(j)) = n, n = 1, â® ã§«ë x(i), x(j) ­ §ë-
¢ îâáï á®á¥¤­¨¬¨ ¨ á®á¥¤ï¬¨ n-£® ¯®ª®«¥­¨ï, ¥á«¨ n � 1.

� ¦¤ ï ¯®¤®¡« áâì ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ Ai ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ã | ¯àï¬®©, ¯«®áª®áâ¨
¨«¨ âà¥å¬¥à­®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã | ¨¬¥îé¥¬ã à §¬¥à­®áâì, à ¢­ãî à §¬¥à­®áâ¨ Ai. �â®¡ë á¤¥-
« âì ª®®à¤¨­ â­ë¥ äã­ªæ¨¨ £àã¡®£® ãà®¢­ï ¡®«¥¥ £« ¤ª¨¬¨, ¬®¦­® ¤®¡ ¢¨âì ª ¨áå®¤­ë¬ ¬­®-
¦¥áâ¢ ¬ Xi, Ai, dimAi � 1, ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ã§«ë x(j), j 2 !2, ª®â®àë¥ ­ å®¤ïâáï ¢ ®¤­®¬
¯®¤¯à®áâà ­áâ¢¥ á Ai, ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬ g(x(i);x(j)) � max g(x(i);x(s)) ¯® x(s) 2 Xi ¨

ç¨á«® ª®â®àëå ¢ ª ¦¤®¬  £à¥£ â¥ �
(k)

­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â (1 + dim �(k)). �®¢®¥ ¬­®¦¥áâ¢® Ai ¬®¦¥â
¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥­® ª ª ­ ¨¬¥­ìè¨© ¬­®£®ã£®«ì­¨ª ¨«¨ ¬­®£®£à ­­¨ª, ¢ª«îç îé¨© ¬­®¦¥áâ¢®
Xi. �à¨ â ª®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ Xi ¬®¦¥â ®ª § âìáï, çâ® cardXi > 1 + dimAi, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,
¤«ï â ª®£® ¨­â¥àä¥©á­®£® ã§«  ¢¬¥áâ® ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ¨á¯®«ì§ã¥âáï «¨­¥©­ ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï
¬¥â®¤®¬ ­ ¨¬¥­ìè¨å ª¢ ¤à â®¢. �¤­ ª® ¢ «î¡®¬ á«ãç ¥ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¢áî íâã ¯à®æ¥¤ãàã
¨­â¥à¯®«ïæ¨¥©.

�«ï ¯à ªâ¨ç¥áª®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  Xi ¬®¦­® ¤¥©áâ¢®¢ âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �®-
¯¥à¢ëå, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ã§«ë, á®á¥¤­¨¥ á x(i). �á«¨ áà¥¤¨ íâ¨å ã§«®¢ ­¥â ¯®¤å®¤ïé¥£® ¨­â¥à¯®-
«ïæ¨®­­®£® ¬­®¦¥áâ¢ , â® ¯à¨¢«¥ª ¥¬ á®á¥¤­¨¥ ã§«ë 2-£® ¯®ª®«¥­¨ï ¨ â ª ¤ «¥¥. �­®¦¥áâ¢® Xi

¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ª ª ¬­®¦¥áâ¢® ã§«®¢, ¡«¨¦ ©è¨å ª x(i) ¢ á¬ëá«¥ g-à ááâ®ï­¨ï ¨ ®¡¥á¯¥ç¨-
¢ îé¨å ®¤­®§­ ç­ãî «¨­¥©­ãî ¨­â¥à¯®«ïæ¨î. �â«¨ç¨â¥«ì­®© ®á®¡¥­­®áâìî £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å
¬­®£®á¥â®ç­ëå ¬¥â®¤®¢ ï¢«ï¥âáï â®, çâ® à §«¨ç­ë¥ ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  ­¥ ¯¥à¥á¥ª -
îâáï. �à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ¯®¤å®¤  íâ® á¢®©áâ¢®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ ï¢«ï¥âáï
­¥®¡å®¤¨¬ë¬, å®âï ¨­®£¤  ®­® ¬®¦¥â ¡ëâì ®¡¥á¯¥ç¥­®. �¤­¨¬ ¨§ á¯®á®¡®¢ ã¬¥­ìè¥­¨ï ç¨á« 
¯¥à¥á¥ç¥­¨© ï¢«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨© ¯à¨¥¬: ª ª â®«ìª® ®¯à¥¤¥«¥­  ¯ à  Xi, Ai, ®­  ¨á¯®«ì§ã¥âáï
¤«ï ¢á¥å ã§«®¢ x(i) 2 Ai, i 2 !I , ¤«ï ª®â®àëå ¬­®¦¥áâ¢  ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ¥é¥ ­¥ ®¯à¥¤¥«¥­ë. �«ï
¯à®áâ®âë ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¢á¥£¤  ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ç¨á«® ¯¥à¥á¥ç¥­¨© ®£à ­¨ç¥­®  ¡á®«îâ­®©
¯®áâ®ï­­®©, ª®â®à ï ®¡®§­ ç¥­  ç¥à¥§ n0. � ¯®¬®éìî áãé¥áâ¢ãîé¨å ¯à®æ¥¤ãà  £à¥£ æ¨¨, ¢ â®¬
ç¨á«¥ ¨ ®¯¨á ­­ëå ¤ «¥¥, ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì  £à¥£ âë ¨ ¬­®¦¥áâ¢  Xi, Ai, ®¡« ¤ îé¨¥ ¢ëè¥ãª -
§ ­­ë¬¨ ¨ ­¥ª®â®àë¬¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨, ­ ¯à¨¬¥à, ª ª ¢ (5.1).

� ¬¥ç ­¨¥ 3.1. �á«¨ ã§«ë x(i), x(j) ï¢«ïîâáï á®á¥¤­¨¬¨, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ­¥¤¨ £®­ «ì-
­ë© í«¥¬¥­â ¢ K ¡ã¤¥â ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ­¥­ã«¥¢ë¬. �ç¨âë¢ ï íâ®, ¯®­ïâ¨ï g-à ááâ®ï­¨ï ¨ á®-
á¥¤­¨å ã§«®¢ à §«¨ç­ëå ¯®ª®«¥­¨© ¬®¦­® ¯®­¨¬ âì ¢ ç¨áâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª®¬ á¬ëá«¥ ­  ®á­®¢¥
¬ âà¨æë K.

� á«ãç ¥  £à¥£ â®¢ á ¯®áâ®ï­­ë¬¨ ¯®«ï¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢® £àã¡®£® ãà®¢­ï H�
2(
h) | íâ® â ª®¥

¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¯à®áâà ­áâ¢  H(
h), çâ® ª ¦¤ ï äã­ªæ¨ï v2 2 H
�
2(
h) ®¤­®§­ ç­® á¢ï§ ­  á

¢¥ªâ®à®¬ v2 2 U2 = Rk, £¤¥ k | ç¨á«®  £à¥£ â®¢ �
(k)
, k = 1; 2; : : : ; k, ¢ 
. �ã­ªæ¨ï v2 á­ ç « 

®¯à¥¤¥«ï¥âáï ­  ¢á¥å  £à¥£ â å á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

v2(x) = v
(k)
2 ¤«ï x 2 �

(k)
; k = 1; 2; : : : ; k; (3.4)

v2(x) = 0 ¤«ï x 2 �
(0)

= @
h; (3.5)

£¤¥ v(k)2 | ª®¬¯®­¥­âë ¢¥ªâ®à  v2. �­ ç¥­¨ï v2(x(i)) ¢ ¨­â¥àä¥©á­ëå ã§« å ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á®
áª § ­­ë¬ ¢ëè¥ ®¯à¥¤¥«ïîâáï á ¯®¬®éìî «¨­¥©­®© ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ¯® ã§« ¬ x(j) 2 Xi, £¤¥
v2(x(j)) ¨§¢¥áâ­ë ¨§ (3.4) ¨ (3.5). � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ã§«  x(i) 2 
 n 
A ¬­®¦¥áâ¢®
Ai ï¢«ï¥âáï âà¥ã£®«ì­¨ª®¬, â® v2(x(i)) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á ¯®¬®éìî «¨­¥©­®© ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ¯®
âà¥¬ ã§« ¬ x(j) 2 Xi, ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ¢¥àè¨­ ¬¨ íâ®£® âà¥ã£®«ì­¨ª . � ¢¥­áâ¢  (3.4), (3.5)
¨ «¨­¥©­ ï ¨­â¥à¯®«ïæ¨ï ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ïîâ v2 ¢® ¢á¥å ã§« å x(i) 2 X ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, v2
ª ª í«¥¬¥­â H(
h). �ëè¥ã¯®¬ï­ãâë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë ®¤­®§­ ç­®¬ã ®¯à¥¤¥«¥­¨î
®¯¥à â®à  ¯à®¤®«¦¥­¨ï P : U2 ! U .
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� §¨á fp(k)2 (x), k = 1; 2; : : : ; kg ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«¥­ à ¢¥­áâ¢ ¬¨

p(k)2 (x) = �k;i ¤«ï ¢á¥å x 2 �
(i)
; i; k = 1; 2; : : : ; k:

� §®¢¥¬ ã§¥« x(i) 2 
h n
A § ¢¨á¨¬ë¬ ®â  £à¥£ â  �
(k)

¨«¨ ã§«  x(j), ¥á«¨ ¤«ï ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ¢

x(i) ¨á¯®«ì§ã¥âáï §­ ç¥­¨¥ v2(x(j)), x(j) 2 �
(k)
. �®á¨â¥«ì «î¡®© äã­ªæ¨¨ p(k)2 (x) ¢ª«îç ¥â ¢ á¥¡ï

 £à¥£ â �
(k)
, ¢á¥ â¥âà í¤àë �r, ¨¬¥îé¨¥ ®¡é¨¥ ã§«ë á �

(k)
, ¨ ¢á¥ í«¥¬¥­âë, ¨¬¥îé¨¥ ¯® ªà ©­¥©

¬¥à¥ ®¤¨­ ã§¥«, § ¢¨á¨¬ë© ®â íâ®£®  £à¥£ â . �®«¥¥ â®£®,

kX
k=1

p
(k)
2 (x) = 1 ¤«ï ¢á¥å x 2 
�

h; (3.6)

£¤¥ 
�
h | ¢­ãâà¥­­ïï ç áâì 
h ­  à ááâ®ï­¨¨ O(h) ®â £à ­¨æë. �®ç­¥¥ £®¢®àï, ®¡« áâì 
�

h ¯®-
«ãç ¥âáï ¯ãâ¥¬ ¨áª«îç¥­¨ï ¨§ 
h ¢á¥å â¥âà í¤à®¢, ¨¬¥îé¨å ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤­ã ¢¥àè¨­ã
­  @
h ¨«¨ § ¢¨á¨¬ãî ®â @
h. �á­®, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® H�

2(
h) ­¥ á®¤¥à¦¨â äã­ªæ¨©, ª®â®àë¥
«¨­¥©­ë ­  
�

h, ¨ ¢á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®£® ®­® ­¥ ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ á¨«ì­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨. �¤­ -
ª® ¢ à §¤¥«¥ 4 ¯®ª § ­®, çâ® ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ â ª¨¬ ®¡à §®¬ H�

2(
h) ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ á« ¡®©
 ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨.

� ¬¥ç ­¨¥ 3.2. �à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ �) áâ ­®¢¨âáï ­¥­ã¦­ë¬, ¥á«¨ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¯à®áâ ï  £à¥-
£ æ¨ï ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ª ¦¤ë© ã§¥« ¢ª«îç¥­ ¢ ­¥ª®â®àë©  £à¥£ â.

�à¨ ®¡®¡é¥­­®©  £à¥£ æ¨¨ ¯à®áâ ­áâ¢® H2(
h) ­  ª ¦¤®¬  £à¥£ â¥ ®¡®£ é ¥âáï ¢ª«îç¥­¨-
¥¬ ª®®à¤¨­ â­ëå äã­ªæ¨© ¡®«¥¥ ¢ëá®ª®£® ¯®àï¤ª  á æ¥«ìî  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ í­¥à£¨¨. � ¤ ­­®©
à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¯à®áâ¥©è¨© ¢ à¨ ­â ®¡®¡é¥­­®©  £à¥£ æ¨¨, ¢ ª®â®à®¬ ¯à®áâà ­áâ¢®
H2(
h) ­  ª ¦¤®¬  £à¥£ â¥ ¥áâì ¯à®áâà ­áâ¢® «¨­¥©­ëå ¯®«¨­®¬®¢. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¯à®-
áâà ­áâ¢® H2(
h) ¥áâì ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® äã­ªæ¨© v2 2 H

�(
h), «¨­¥©­ëå ­  ª ¦¤®¬  £à¥£ â¥,
á® §­ ç¥­¨ï¬¨ v2(x(i)) ¢ ¨­â¥àä¥©á­ëå ã§« å, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨.

O¯¨è¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ª®®à¤¨­ â­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¢ H2(
h). �å ¢ë¡®à ¢«¨ï¥â ­  ®¡ãá«®-
¢«¥­­®áâì ¬ âà¨æë £àã¡®£® ãà®¢­ï K2 ¨ L2-ãáâ®©ç¨¢®áâì. � §«¨ç­ë¥  £à¥£ âë ¬®¦­® ª«aáá¨-
ä¨æ¨à®¢ âì ­  ç¥âëà¥ ª â¥£®à¨¨: (i)  £à¥£ âë, á®áâ®ïé¨¥ ¨§ ®¤­®£® ã§« ; (ii)  £à¥£ âë-«¨­¨¨,
â. ¥.  £à¥£ âë, á®¤¥à¦ é¨¥ ¡®«¥¥ ®¤­®£® ã§« , ª®â®àë¥ «¥¦ â ­  ®¤­®© ¯àï¬®©; (iii) ¯«®áª¨¥
 £à¥£ âë ¨«¨  £à¥£ âë á ã§« ¬¨, à á¯®«®¦¥­­ë¬¨ ¢ ®¤­®© ¯«®áª®áâ¨, ­® ­¥ ®â­®áïé¨¥áï ª
ª â¥£®à¨ï¬ (i) ¨ (ii); (iv) âà¥å¬¥à­ë¥  £à¥£ âë | ¢á¥ ®áâ «ì­ë¥  £à¥£ âë, ­¥ ®â­®áïé¨¥áï ª

ª â¥£®à¨ï¬ (i){(iii). �  ª ¦¤®¬  £à¥£ â¥ �
(k)

¢ë¡¨à ¥¬ ¬­®¦¥áâ¢® ã§«®¢ bx(k;a), � = 1; 2; : : : ; �(k),
ª®â®à®¥ ­ §o¢¥¬  £à¥£ â­ë¬ ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬, á ç¨á«®¬ �(k) = 1; 2; 3; 4 ã§-
«®¢, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ à §¬¥à­®áâ¨  £à¥£ â . � ¨¬¥­­®, (i) | ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ã§¥« bx(k;1) = �(k),
(ii) | ¤¢  ªà ©­¨å ã§«  bx(k;�)  £à¥£ â  �(k) | ®âà¥§ª  ¯àï¬®©, (iii) | âà¨ ã§«  bx(k;�) 2 �(k), ª®-
â®àë¥ ®¡à §ãîâ âà¥ã£®«ì­¨ª, ¨¬¥îé¨© ¬ ªá¨¬ «ì­ãî ¢¯¨á ­­ãî ®ªàã¦­®áâì, (iv) | ç¥âëà¥

ã§«  bx(k;�) 2 �
(k)
, ª®â®àë¥ ®¡à §ãîâ â¥âà í¤à, ¨¬¥îé¨© ¬ ªá¨¬ «ì­ãî ¢¯¨á ­­ãî áä¥àã. � ¨-

¬¥­ìè¨© ¬­®£®£à ­­¨ª, á®¤¥à¦ é¨© ¢¥àè¨­ë bx(k;�)  £à¥£ â , ­ §ë¢ ¥âáï ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­o©
¯®¤®¡« áâìî  £à¥£ â .

�ãáâì !2 | ­ ¡®à ­®¬¥à®¢ i 2 ! ¢á¥å à¥¯à¥§¥­â â¨¢­ëå ã§«®¢ x(i) = bx(k;�), � = 1; 2; : : : ; �(k),
k = 1; 2; : : : ; k. �®®à¤¨­ â­ë¥ äã­ªæ¨¨ p

(i)
2 (x) ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª ª í«¥¬¥­âë H�

2(
h),
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ à ¢¥­áâ¢ ¬

p(i)2 (x(j)) = �i;j ¤«ï ¢á¥å i; j 2 !2: (3.7)

� ¨â®£¥, ª®®à¤¨­ â­ë¥ äã­ªæ¨¨ ®¯¨áë¢ îâáï ª ª í«¥¬¥­âë ¯à®áâà ­áâ¢  H(
h) á«¥¤ãîé¨¬

®¡à §®¬. �®-¯¥à¢ëå, p(i)2 (x) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ­   £à¥£ â¥ �
(k)
, ª®â®à®¬ã ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ã§¥« x(i), ª ª

«¨­¥©­ ï äã­ªæ¨ï, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï (3.7) ¤«ï ¢á¥å i; j 2 !
(k)
2 := fs 2 !2 : x(s) 2 �

(k)
g. �
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®áâ «ì­ëå  £à¥£ â å �
(t)
, t 6= k, §­ ç¥­¨¥ p(i)2 áç¨â ¥âáï à ¢­ë¬ ­ã«î. � ª®­¥æ, ­  ¨­â¥àä¥©á-

­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ 
h n 
A, ª®®à¤¨­ â­ ï äã­ªæ¨ï p
(i)
2 ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á ¯®¬®éìî ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨,

®¯¨á ­­®© ¢ëè¥.
�á­®, çâ® ¢ ¯à®æ¥áá ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ¤«ï äã­ªæ¨¨ p

(i)
2 , x

(i) 2 �
(k)
, ¢®¢«¥ç¥­ë â®«ìª® â¥ ã§«ë

¨­â¥àä¥©á­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨, ª®â®àë¥ § ¢¨áïâ ®â  £à¥£ â  �
(k)
. �â¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® v2

¨¬¥¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï äã­ªæ¨ï v2 2 H�
2(
h), § ¤ ¢ ¥¬ ï ª ª

v2 =
X
i2!2

p
(i)
2 (x)v

(i)
2 ; (3.8)

¨ ¢¥ªâ®à v $ v2, v 2 U , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© v2. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯¥à â®à ¯à®¤®«¦¥­¨ï P : U2 ! U
®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬.

�«ï ®¯¨á ­­ëå ª®®à¤¨­ â­ëå äã­ªæ¨© ­¥ â®«ìª® ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®,  ­ «®£¨ç­®¥ (3.6),
­® â ª¦¥ X

i2!2

p
(i)
2 (x)x

(i)
k = xk ¤«ï k = 1; 2; 3 ¨ ¢á¥å x 2 
�

h;

£¤¥ ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï, çâ® x(i) = (x(i)1 ;x
(i)
2 ;x

(i)
3 ). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, «î¡ ï «¨­¥©­ ï äã­ªæ¨ï ­  
�

h

â®ç­® ¯à¥¤áâ ¢«¥­  ­  íâ®© ¯®¤®¡« áâ¨ í«¥¬¥­â®¬ ¯à®áâà ­áâ¢  H�
2(
h).

� ¬¥ç ­¨¥ 3.3. �á«¨ ­   £à¥£ â å ¤®¯ãáª îâáï â®«ìª® ¯®áâ®ï­­ë¥ ¯®«ï, â® ã«ãçè¥­¨¥
ª ç¥áâ¢  ª®®à¤¨­ â­ëå äã­ªæ¨© ¬¥¦¤ã  £à¥£ â ¬¨ ­¥ ¤ ¥â ¯®¢ëè¥­¨ï ¯®àï¤ª   ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨
äã­ªæ¨ï¬¨ ¨§ £àã¡®£® ¯à®áâà ­áâ¢ . �®íâ®¬ã ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¡®«¥¥ ¯à®áâë¥ ¯à®æ¥¤ãàë,
ç¥¬ ¨­â¥à¯®«ïæ¨ï ¨«¨ ¬¥â®¤ ­ ¨¬¥­ìè¨å ª¢ ¤à â®¢. �ãáâì x(i) 2 
h n 
A ¨ �i = cardXi,
â®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® x(j) 2 Xi ¯à¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ª®®à¤¨­ â­ëå äã­ªæ¨© £àã¡®£® ãà®¢­ï ¯®« £ ¥¬
p
(j)
2 (x(j)) = 1=�i. �ç¥¢¨¤­®, çâ® á¢®©áâ¢® â®ç­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¯®áâ®ï­­®© ­  
�

h á®åà ­ï¥âáï.

�ä®à¬ã«¨à®¢ ­­ë¥ ¢ëè¥ ãá«®¢¨ï ­ ª« ¤ë¢ îâ ®ç¥­ì á« ¡ë¥ ®£à ­¨ç¥­¨ï ­   £à¥£ æ¨î ¨,
â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨¬¥­¨¬ë ª à §­®®¡à §­ë¬  «£®à¨â¬ ¬ ãªàã¯­¥­¨ï. �«ï ¨­¦¥­¥à­®© ¯à ª-
â¨ª¨ ®á®¡¥­­® ¢ ¦­  ¢®§¬®¦­®áâì ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï  £à¥£ â®¢ à §«¨ç­ëå à §¬¥à­®áâ¥©. �®®â­®-
è¥­¨¥ ¬¥¦¤ã ®¡ê¥¬ ¬¨ ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¤ ­­ëå â ª¦¥ ¬®¦¥â
¡ëâì à §«¨ç­ë¬. � ç áâ­®áâ¨, á ¬   £à¥£ æ¨ï ¬®¦¥â ¡ëâì ®á­®¢ ­  ­  ç¨áâ® £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å,
ª ª, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ [12], ¨«¨ ­  ç¨áâ®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å  à£ã¬¥­â å. P áá¬®âà¨¬ ¤¢  ¯à¨¬¥à , ¨«-
«îáâà¨àãîé¨¥ íâã ¬ëá«ì.

�á«®¢¨ï (3.1) ¨ (3.3) ¡ã¤ãâ ã¤®¢«¥â¢®àïâìáï  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¢ á«ãç ¥ ª¢ §¨®¤­®à®¤­ëå á¥-
â®ª, ¥á«¨ ¢ë¯®«­¥­ë áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ë¥ ­¨¦¥ ãá«®¢¨ï. �®áª®«ìªã ®­¨ ¢ëà ¦¥­ë ç¥à¥§ g-
à ááâ®ï­¨¥, â® á®£« á­® § ¬¥ç ­¨î 3.1 ¨å ¬®¦­® ¨­â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ¢  «£¥¡à ¨ç¥áª®¬ á¬ëá«¥.
�«ï ¯à®áâ®âë ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® âà¨ ­£ã«ïæ¨ï Sh ¯à®¤®«¦¥­  §  ¯à¥¤¥«ë 
h, â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â
âà¨ ­£ã«ïæ¨ï S(h) á ®¡« áâìî 
(h) â ª®©, çâ® Sh ï¢«ï¥âáï ®£à ­¨ç¥­¨¥¬ âà¨ ­£ã«ïæ¨¨ S(h) ­  
h

¨ g(x(i); @
(h)) � 2�0 ¤«ï ª ¦¤®£® x(i) 2 @
h. �¤¥áì �0 | æ¥«®¥ ç¨á«®, å à ªâ¥à¨§ãîé¥¥ £àã¡ë©
ãà®¢¥­ì. �®áª®«ìªã ­  âà¨ ­£ã«ïæ¨î S

(h) ­¥ ­ ª« ¤ë¢ ¥âáï ¤àã£¨å ãá«®¢¨©, ®­  ¢á¥£¤  áãé¥-
áâ¢ã¥â. �«¥¤ã¥â ¯®¤ç¥àª­ãâì, çâ® ®­  ¨£à ¥â á®¢¥àè¥­­® ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ãî à®«ì ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì
®¯ãé¥­  ¨§ à ááã¦¤¥­¨©. �à®¬¥ â®£®, ¨á¯®«ì§ãîâáï ®¡®§­ ç¥­¨ï �

(k)

1 , �
(k)

2 ¤«ï ¬­®£®£à ­­¨ª ,
á®¤¥à¦ é¥£® ¢á¥ ã§«ë x(j), ¤«ï ª®â®àëå g(x(k);x(j)) � �0, ¨ ¤«ï ­ ¨¬¥­ìè¥£® ¬­®£®£à ­­¨ª ,

á®¤¥à¦ é¥£® ¢á¥ ã§«ë x(j) ­  à ááâ®ï­¨¨ g(�
(k)
;x(j)) � 2�0, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨¥

ãá«®¢¨ï:

a) ª ¦¤ë©  £à¥£ â �
(k)

ï¢«ï¥âáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®¬ ¬­®¦¥áâ¢  �
(k)

1 , â. ¥. X(k) � �
(k)

k ¤«ï ¢á¥å

k 2 !2, £¤¥ ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï, çâ®  £à¥£ â ¬ ¯à¨á¢®¥­ë ­®¬¥à  ¬­®¦¥áâ¢ �
(k)

1 , ª®â®àë¬ ®­¨
¯à¨­ ¤«¥¦ â;

b) ¤«ï ª ¦¤®£® k 2 !2

min
j2!2nk

g(�
(k)
; �

(j)
) = 2�0;

çâ® ®§­ ç ¥â, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£®  £à¥£ â  áãé¥áâ¢ã¥â á®á¥¤­¨© ­  g-à ááâ®ï­¨¨, à ¢­®¬ 2�0;
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c) ª ¦¤ë© ã§¥« ¨­â¥àä¥©á­®© ¯®¤®¡« áâ¨ x(i) 2 
h n 
A ¢å®¤¨â ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¢ ¤¢ 
¬­®¦¥áâ¢  �(ki)

2 , �(`i)
2 , â ª çâ® x(i) 2 �(ki)

2 \ �(`i)
2 .

�á«¨ ãá«®¢¨ï a){c) ¢ë¯®«­¥­ë, â® (3.1) ¨ (3.3) â ª¦¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâáï á c� = 2�0, c0 = 3�0.
�¥ª®â®àë¥ ¨§ ¤ ¢ ¥¬ëå ¤ «¥¥ ®æ¥­®ª áå®¤¨¬®áâ¨ ¢¥à­ë ¤«ï «®ª «ì­®-ª¢ §¨®¤­®à®¤­ëå ¨«¨
ª¢ §¨®¤­®à®¤­ëå ¯® ã£« ¬ âà¥ã£®«ì­¨ª®¢ á¥â®ª. � íâ®¬ á«ãç ¥ ãá«®¢¨ï a){c) ­¥ ¨§¬¥­ïîâáï, ¢
â® ¢à¥¬ï ª ª ¢ (3.1) ¨ (3.3) §­ ç¥­¨¥ h á«¥¤ã¥â § ¬¥­¨âì ­  h(t) á t = k; i á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, £¤¥ h(t)

| ­ ¯à¨¬¥à, ¬ ªá¨¬ «ì­ë© à §¬¥à à¥¡à  áà¥¤¨ à¥¡¥à, ®¤¨­ ª®­¥æ ª®â®àëå ¯®¯ ¤ ¥â ­  x(t).
�«£®à¨â¬ë, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ a){c), ¬®£ãâ ¡ëâì ¤®¢®«ì­® ¯à®áâë¬¨. O£à ­¨ç¨¬áï
¯à¨¬¥à®¬ á �0 = 1.

�¥¬¬  3.1. �ãáâì Sh | ¯à®¨§¢®«ì­ ï âà¨ ­£ã«ïæ¨ï ¨ �0 = 1. �ãé¥áâ¢ã¥â ¬­®¦¥áâ¢®

 £à¥£ â®¢ M =f�
(k)
; k 2 !Mg, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬  ){c) ¨ â ª¨å, çâ®


h �
[
k2!2

�(k)
2 : (3.9)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �­ ç «  ãáâ ­®¢¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¬­®¦¥áâ¢® fM = f�
k
; k 2 e!Mg á  £à¥-

£ â ¬¨, ï¢«ïîé¨¬¨áï ¢¥àè¨­ ¬¨ ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬¨ ãá«®¢¨ï¬ a), b) ¨ (3.9). � á ¬®¬ ¤¥«¥,

¢á¥£¤  ­ ©¤ãâáï ¤¢   £à¥£ â  �
k
= x(k), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨ï¬ a) ¨ b). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®

¤«ï ­¥ª®â®à®£® ã§«  x(k)

g(x(p); �
(k)
) � 2 ¤«ï ¢á¥å k 2 e!M: (3.10)

�®£¤  ®¯à¥¤¥«¨¬ ­®¢ë©  £à¥£ â �
(p)

= x(p) ¨ ¢ª«îç¨¬ ¥£® ¢ fM. �à¨ íâ®¬ ãá«®¢¨ï a) ¨ b) ­¥
­ àãè îâáï. �à®æ¥áá ®¡®£ é¥­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  fM ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¤®«¦¥­ ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ­¥
¡ã¤ãâ ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï a), b) ¨ (3.9).

�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ®¤­® ¨§ ¬­®¦¥áâ¢ fM ¨ ®¡­®¢¨¬ ¥£®  £à¥£ âë ¨ ¬­®¦¥áâ¢  �(k)
2 â ª¨¬

®¡à §®¬, çâ®  ) ¡ã¤¥â â ª¦¥ ¢ë¯®«­¥­®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ­¥ª®â®àë© ã§¥« x(i0) 2 
h n 
A

¯®¯ ¤ ¥â â®«ìª® ¢ ®¤­® ¬­®¦¥áâ¢® �(i)
2 . �â® ®§­ ç ¥â, çâ®

g(x(i0); �
(i)
) = 1;

g(x(i0); �
(t)
) � 2 ¤«ï ¢á¥å � 6= j:

(3.11)

�¡­®¢¨¬  £à¥£ â �
(i)
, ¢ª«îç¨¢ ¢ ­¥£® ã§¥« x(i0), ¨ ¬­®¦¥áâ¢® �(i)

2 . �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¤«ï ®¡­®¢«¥­-
­®£® ¬­®¦¥áâ¢  fM ãá«®¢¨ï a), b) ¨ (3.9) ¯®-¯à¥¦­¥¬ã ¢ë¯®«­¥­ë. �à®¬¥ â®£®, â¥¯¥àì ¢ ã§«¥
x(i0) ãá«®¢¨¥ c) ­¥ ­ àãè¥­®.

�¡­®¢«¥­¨¥  £à¥£ â®¢ ¨ ¬­®¦¥áâ¢ �(k)
2 ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¤®«¦¥­®, ®¤­ ª® ­¥®¡å®¤¨¬® ¯®ª -

§ âì, çâ® â®«ìª® ã§«ë x(m) 2 �
(k)

1 ¬®£ãâ ¡ëâì ¤®¡ ¢«¥­ë ª ª ¦¤®¬ã  £à¥£ âã ¢ íâ®¬ ¯à®æ¥áá¥.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ ¤àã£®¬ ã§«¥ x(j0) ãá«®¢¨¥ á) ­ àãè ¥âáï, â. ¥. â®«ìª® ¤«ï ®¤­®£® ç¨á« 
j 2 e!M

g(x(j0); �
(j)
) = 1;

g(x(j0); �
(s)
) � 2 ¤«ï ¢á¥å s 6= j:

(3.12)

�á«¨  £à¥£ â ¥é¥ ­¥ ¡ë« ®¡­®¢«¥­, â® ®¡­®¢«ï¥¬ ¥£®, ª ª ¡ë«® ¯®ª § ­® ¢ëè¥. � ¯à®â¨¢­®¬
á«ãç ¥ �(j) = �(i) ¨ g(x(i); x(j0)) à ¢­ï¥âáï 1 ¨«¨ 2. � ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ®¡­®¢¨¬  £à¥£ â �(i) á­®¢ .
�â®à®© á«ãç © ­¥¢®§¬®¦¥­, ¯®áª®«ìªã ¥á«¨ ¯à¨­ïâì ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ (3.11) ¨ (3.12), â® ¯à¨¤¥¬ ª

¢ë¢®¤ã, çâ® ¯¥à¥¤ ¯¥à¢ë¬ ®¡­®¢«¥­¨¥¬  £à¥£ â  �
(i)
ãá«®¢¨¥ (3.10) ¢ë¯®«­ï«®áì ¤«ï p = j0. �®

íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â â®¬ã ä ªâã, çâ® ¨áå®¤­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® fM ã¤®¢«¥â¢®àï«® (3.9).
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�à®áâë¬ á¯®á®¡®¬  £à¥£ æ¨¨ ï¢«ï¥âáï ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®© à¥£ã«ïà­®© á¥âª¨
(¯«®å®  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥© £à ­¨æã) ¯àï¬®ã£®«ì­®© ¨«¨ ¤àã£®© ä®à¬ë. �ãáâì Za | ¬­®¦¥áâ¢®
ã§«®¢ z(i) := Hi = H(i1; i2; i3) 2 
h ®¤­®à®¤­®© ¯àï¬®ã£®«ì­®© á¥âª¨ â ª®¥, çâ® dist(z(i); @
h) �
cH, 0:5 � c � 1, ¨ � (a;i) := fx : Hik < xk < H(ik + 1); k = 1; 2; 3g | ïç¥©ª  á¥âª¨. �«ï ª ¦¤®£®
z(i) 2 Za ¬®¦¥â ¡ëâì § ¤ ­  £à¥£ â, á®áâ®ïé¨© ¨§ ®¤­®£® ã§« , ª ª ¡«¨¦ ©è¨© ª z(i) ã§¥«
x(k) 2 X. �ãáâì 
h;a | ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ïç¥¥ª � (a;1) 2 
h;a, à §¤¥«¥­­ëå ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®¤­¨¬
á«®¥¬ ïç¥¥ª, ®¡à §ãîé¨å ¨­â¥àä¥©á­ãî ¯®¤®¡« áâì; ¬®¦­® § ¤ âì  £à¥£ âë, ª®â®àë¥ á®¤¥à¦ â
¢á¥ ¨«¨ ç áâì ã§«®¢ íâ¨å ïç¥¥ª. �£à¥£ âë ¬®¦­® â ª¦¥ à á¯®«®¦¨âì ¡®«¥¥ à¥£ã«ïà­ë¬ ®¡à §®¬
¨, ­ ¯à¨¬¥à, ­  ª ¦¤®© ïç¥©ª¥ � (a;i) 2 
h;a á ç¥â­ë¬¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ ik. �ç¥¢¨¤­®, â ª¨¥ á¯®á®¡ë
 £à¥£ æ¨¨ ¯®§¢®«ïîâ ã¤®¢«¥â¢®à¨âì (3.1), (3.3) ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ãá«®¢¨ï, ä®à¬ã«¨àã¥¬ë¥ ¢
¤ «ì­¥©è¥¬ (á¬. à §¤¥« 5).

4. �å®¤¨¬®áâì ¬¥â®¤  ¯à®áâ®©  £à¥£ æ¨¨

� íâ®¬ à §¤¥«¥ ¨áá«¥¤ã¥¬ áå®¤¨¬®áâì ¬¥â®¤®¢  £à¥£ æ¨¨ á ¯®áâ®ï­­ë¬¨ ¯®«ï¬¨ ­   £à¥£ -
â å, £¥­¥à¨à®¢ ­­ëå ­  ª¢ §¨®¤­®à®¤­ëå ¨ ª¢ §¨®¤­®à®¤­ëå ¯® ã£« ¬ ¬¥«ª¨å á¥âª å. � íâ¨¬
¬¥â®¤ ¬ ®â­®á¨âáï ¬¥â®¤ ¯à®áâ®©  £à¥£ æ¨¨, ª®â®àë© áå®¤¨âáï ¯à¨ ¢¥áì¬  á« ¡ëå ®£à ­¨ç¥­¨ïå
¨ ¨¬¥­­® ¢¢¥¤¥­­ëå ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ à §¤¥«¥ ®£à ­¨ç¥­¨ïå ­  à §¬¥àë  £à¥£ â®¢ ¨ ¨­â¥à¯®«ïæ¨-
®­­ëå ¬­®¦¥áâ¢, ­¥ § ¢¨áïé¨å, ®¤­ ª®, ®â ¨å à §¬¥à­®áâ¥©.

�®á¯®«ì§ã¥¬áï á«¥¤ãîè¨¬¨ ®¡®§­ ç¥­¨ï¬¨:
k � k0;
 | ­®à¬  ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L2(
), kvk0;
 = (v; v)1=2
 ;
j � jk;
, k � kk;
 | ª¢ §¨­®à¬  ¨ ­®à¬  ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ �®¡®«¥¢  Hk(
), jvj2k;
=

P
jqj=k

R



(Dq
xv)

2dx,

kvk2k;
 = kvk20;
 +
kP̀
=1
jvj2`;
, £¤¥ D

q
xv = @jqjv=@xq11 @x

q2
x , q = (q1; q2), q1; q2 � 0, jqj = q1 + q2;

H1
0 (
) = fv 2 H1(
) : v

��
@


= 0g | ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® äã­ªæ¨© ¨§ H1(
), ®¡à é îé¨åáï ¢
­ã«ì ­  £à ­¨æ¥;

Ck(
) | ¯à®áâà ­áâ¢® äã­ªæ¨© á ­¥¯à¥àë¢­ë¬¨ k-¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨ ¨ ­®à¬®© kvkCk(
) =
max

0�jqj�k
sup
x2


jDq
xvj;

(�; �)` ¨ ]j � j[s;` | áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¨ ­®à¬  ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ `-£® ãà®¢­ï ¢¥ªâ®à®¢ U`,

(v`;w`)` = h3`
X
i2!`

v
(i)
` w

(i)
` ; ]jvj[2s;`= (Ks

` v`; v`)`; (4.1)

£¤¥ !1 = !; !` | ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¬­®¦¥áâ¢ !1 = !; !` | ­®¬¥à®¢ ¢­ãâà¥­­¨å ã§«®¢  £à¥£ â®¢;
!I = ! n !2; Bi | ¬­®¦¥áâ¢® ­®¬¥à®¢  £à¥£ â®¢, ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¤«ï ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ¢ x(i), i 2 !2;

Wk | ¬­®¦¥áâ¢® ­®¬¥à®¢ ã§«®¢, § ¢¨á¨¬ëå ®â  £à¥£ â  �
(k)
.

�¥¬¬  4.1. �ãáâì ­¥à ¢¥­áâ¢  (2:3), (3:1) ¨ (3:3) ¢ë¯®«­¥­ë, ¬ âà¨æ  á£« ¦¨¢ îé¥©
¨â¥à æ¨¨ S1 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬

S1 = I �B�1
1 K; K � B1 = B

T

1 � c�h
�2; c� = const; (4.2)

¨ m1;m2 � 1. �®£¤  ¯à¨ ãá«®¢¨¨ ¯®áâ®ï­áâ¢  ¯®«¥© ­   £à¥£ â å

]jT g(m1;m2)j[1;1�
�
1�

1
CA

�
(4.3)

á ¯®áâ®ï­­®© CA, § ¢¨áïé¥© â®«ìª® ®â �(1), 
, c0, c�.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ­¥®¡å®¤¨¬® ¯à®¢¥à¨âì á¢®©áâ¢® á« ¡®©  ¯¯à®ªá¨¬ -
æ¨¨, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ á«¥¤ãîé¥© ä®à¬¥: ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  u 2 U áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥ªâ®à u2 2 U2

â ª®©, çâ®

]ju� Puzj[
2
D;1� c(max(c�; c0))

2h2]juj[21;1; (4.4)

£¤¥ c | ¯®áâ®ï­­ ï, § ¢¨áïé ï â®«ìª® ®â �(1) ¨ 
.
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�¥ â¥àïï ®¡é­®áâ¨, ¬®¦­® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¯¥à â®à  ¯à®¤®«¦¥­¨ï
¨á¯®«ì§ã¥âáï â®«ìª® ¨­â¥à¯®«ïæ¨ï. �«ï «î¡®£® u 2 U § ¤ ¤¨¬ ª®¬¯®­¥­âë u

(k)
2 ¢¥ªâ®à  u2

à ¢¥­áâ¢ ¬¨

u
(k)
2 = u(k) ¤«ï ¢á¥å k 2 !2: (4.5)

�® á¯®á®¡ã ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¯¥à â®à  P ¤«ï ª®¬¯®­¥­â v(j); j 2 !I , ¢¥ªâ®à  v = Pu2 ¨¬¥¥¬

v(j) =
X
k2Bj

b
(j)
k u

(k)
2 ; 0 < b

(j)
k < 1;

X
k2Bj

b
(j)
k = 1: (4.6)

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ íâ¨å á®®â­®è¥­¨ïå ¯à¨áãâáâ¢ãîâ ª®íää¨æ¨¥­âë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ £à ­¨ç­ë¬
ã§« ¬. �§ (4.5) ¨ (4.6) á«¥¤ã¥â, çâ®

u(j) � v(j) =

8>><>>:
0 8 j 2 !2;
u(j) � u(k) 8 j 2 X(k);
u(j) �

P
k2Bj

b
(j)
k u(k) 8 j 2 !I :

(4.7)

�ãáâì u 2 H�(
h) ¨

u(x(i)) = u(i) ¤«ï ¢á¥å i 2 !: (4.8)

�®¤ �r(i) ¨ A�;i ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥¬ â¥âà í¤à, ¤«ï ª®â®à®£® max
x2A�;i

j grad uj = max
x2�r(i)

j grad uj, ¨ ­ ¨¬¥­ì-

è¥¥ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ â¥âà í¤à®¢ � r á®¤¥à¦¨â ¯®¤®¡« áâì Ai. �ç¥¢¨¤­®, �r(i) § ¢¨á¨â ®â u, ¢ â® ¢à¥¬ï
ª ª A�;i ­¥ § ¢¨á¨â. �®«ìª® ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ¯®¤®¡« áâ¥© A�;i ¬®£ãâ ¯¥à¥á¥ª âìáï ¢ ª ¦¤®© â®çª¥
x 2 
h, ¨ íâ® ç¨á«® ®£à ­¨ç¥­®  ¡á®«îâ­®© ¯®áâ®ï­­®©. � ¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ¢
ã§« å ¨­â¥àä¥©á­®© ¯®¢¥àå­®áâ¨ ¨á¯®«ì§ã¥âáï â®«ìª® ¨­â¥à¯®«ïæ¨ï, ¨¬¥¥¬ cardBi � 4 ¨

b(j) =
X
i2Bj

(b(j)i )2 � 1:

�«ï âà¥âì¥£® á«ãç ï (4.7) ¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ®¡áã¦¤¥­¨ï ¨ (3.3) á«¥¤ã¥â, çâ®

ju(p) � v(j)j2 =
���� X
k2Bj

b
(j)
k (u(j) � u(k))

����2 � b(j)
X
k2Bj

(u(j) � u(k))2 �
4c20h

2

mes �r(j)

Z
�r(j)

(grad u)2dx: (4.9)

�à¨­¨¬ ï ¤®¯®«­¨â¥«ì­® ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ (2.3), ¯à¨å®¤¨¬ ª ­¥à ¢¥­áâ¢ã

h3
X

x(j)2
I

(u(j) � v(j))2 � c c20h
2juj21;
I

(4.10)

á ¯®áâ®ï­­®© c, § ¢¨áïé¥© â®«ìª® ®â �(1) ¨ 
.
�®¢¥àè¥­­®  ­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬ ¢ë¢®¤¨âáï ®æ¥­ª 

h3
X

x(j)2
A

(u(j) � v(j))2 � c c2�h
2juj21;
I

; (4.11)

®âªã¤ , ¥á«¨ ãç¥áâì (4.10) ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ­®à¬ë ]j : j[1;1, á«¥¤ã¥â (4.4). �¥à ¢¥­áâ¢®

inf
v22U2

(B1(v � Pv2); v �P v2) � c c�(max(c0; c�))
2]jvj[21;
I

(4.12)

ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ (4.4) ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï (4.2) ® á£« ¦¨¢ ­¨¨. �¥¯¥àì, çâ®¡ë ¯®«ãç¨âì (4.3),
¬ë ¬®¦¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì (4.12) ¨, ­ ¯à¨¬¥à, «¥¬¬ã 3.1 ¨§ [18] ¨«¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ 6.4.10 ¨§ [19].
�â¬¥â¨¬, çâ® CA = c c�(max(c0; c�))2.
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�®¦­® ¤®ª § âì, çâ® áª®à®áâì áå®¤¨¬®áâ¨ ­¥ ¨§¬¥­ï¥âáï, ¥á«¨ á¥âª  ­¥ ï¢«ï¥âáï ª¢ §¨®¤-
­®à®¤­®©,   â®«ìª® «®ª «ì­®-ª¢ §¨®¤­®à®¤­®© ¨«¨ ª¢ §¨®¤­®à®¤­o© ¯® ã£« ¬, â. ¥. ª®£¤  ¢¬¥áâ®
(2.3) âà¥¡ã¥âáï â®«ìª®, çâ®¡ë

0 < 
 � �I;2
�
�c;2: (4.13)

�«ï á«ãç ï â ª¨å ­¥®¤­®à®¤­ëå á¥â®ª ¯¥à¥¯¨áë¢ ¥¬ (3.1) ¨ (3.3) ¢ ä®à¬¥

max
x(i);x(j)2�

(k)
g(x(i);x(j)) � 2�0; max

x(j)2Xi

g(x(i);x(j)) � �0 (4.14)

¤«ï ª ¦¤®£® k 2 !2 ¨ i 2 !I ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥

(v;w) = cs
X
i2!

(mes	(i))v(i) w(i); (4.15)

£¤¥ c | ­¥ª®â®à ï  ¡á®«îâ­ ï ¯®áâ®ï­­ ï ¨ 	(i) | ­®á¨â¥«ì ª®®à¤¨­ â­®© äã­ªæ¨¨ â®­ª®£®
ãà®¢­ï p

(i)
1 . �®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ¬ âà¨æã ¦¥áâª®áâ¨ K ¨ ­®à¬ë ]j � j[k;` (á¬. (2.6) ¨

(4.1)). �¥à¥§ ~i ®¡®§­ ç¨¬ ­¥ª®â®àãî å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áªãî ¤«¨­ã ¤«ï à¥¡¥à â¥âà í¤à®¢, ¢ª«î-
ç¥­­ëå ¢ ¬­®£®£à ­­¨ª 	(i)

1 , ­ ¯à¨¬¥à, áà¥¤­¥¥  à¨ä¬¥â¨ç¥áª®¥. � âà¨æ  á£« ¦¨¢ îé¥© ¨â¥-
à æ¨¨ S ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥­  á ¯®¬®éìî ¤¨ £®­ «ì­®© ¬ âà¨æë B = c� diag[~

�2
i ] á â ª®©

¯®áâ®ï­­®© c�, çâ®

K � B: (4.16)

�¥¬¬  4.2. �ãáâì ¡ã¤ãâ ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï (4:13), (4:14) ¨ (4:16) ¨ ­®à¬  ]j � j[1;1 ®¯à¥¤¥«¥-
­ë ¯®áà¥¤áâ¢®¬ áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï (4:15). �®£¤  ¯à¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨ ® ¯®áâ®ï­­ëå ¯®«ïå
­   £à¥£ â å ®æ¥­ª  (4:3) ¢ë¯®«­ï¥âáï á ¯®áâ®ï­­®© CA = c�20c� ¨ ¯®áâ®ï­­®© c, § ¢¨áïé¨¬¨
â®«ìª® ®â 
.

�ë ®¯ãáª ¥¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®, ª®â®à®¥ ¢® ¬­®£®¬  ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ¯à¥¤ë¤ãé¥©
«¥¬¬ë, ¥á«¨ § ¬¥â¨âì, çâ® ¢ ­¥¬ ¨á¯®«ì§ãîâáï ­  á ¬®¬ ¤¥«¥ â®«ìª® «®ª «ì­ë¥ ®æ¥­ª¨.

� ¬¥ç ­¨¥ 4.1. �¥¬¬ë 4.1 ¨ 4.2 ®áâ îâáï ¢¥à­ë¬¨, ¥á«¨ ¯à®¨§¢®¤¨âì ¯à®¤®«¦¥­¨¥ ¢ ¨­-
â¥àä¥©á­ë¥ ã§«ë ¡®«¥¥ ¯à®áâë¬ á¯®á®¡®¬, ¢ ç áâ­®áâ¨, á¯®á®¡®¬, ãª § ­­ë¬ ¢ § ¬¥ç ­¨¨ 3.3.

5. �å®¤¨¬®áâì ®¡®¡é¥­­®£® ¬¥â®¤   £à¥£ æ¨¨

� íâ®¬ à §¤¥«¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï  «£®à¨â¬ë  £à¥£ æ¨¨ ­  ®á­®¢¥ £àã¡®£® ¯à®áâà ­áâ¢ 
H�

2(
h) á «¨­¥©­ë¬¨ ¯®«ï¬¨ ­   £à¥£ â å. � ª®¥ ¯à®áâ ­áâ¢® ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ãáª®à¥­¨¥ áå®¤¨-
¬®áâ¨.

�«ï â®£® çâ®¡ë £ à ­â¨à®¢ âì á¢®©áâ¢® á¨«ì­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ £àã¡®© ¬®¤¥«¨, ­¥®¡å®¤¨-
¬  ¤®¯®«­¨â¥«ì­ ï à¥£ã«ïà­®áâì ä®à¬ë  £à¥£ â®¢, ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ¨ ®¡« áâ¨ 
h.
�ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì â¥ ¦¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï Aj ¤«ï ¨­â¥àä¥©á­®© ¯®¤®¡« áâ¨ ¨ ¢­ãâà¥­­¨å ¯®¤-
®¡« áâ¥© ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨, ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ¢ à §¤¥«¥ 3, ­® á à §«¨ç­ë¬¨ ­®¬¥à ¬¨ j 2 !I ¨ j 2 !2
á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �¥§ ¢¨á¨¬® ®â â®£®, ï¢«ï¥âáï «¨ â ª ï ¯®¤®¡« áâì ¯«®áª®© ¨«¨ âà¥å¬¥à­®©,
�j ¨ b�j ®¡®§­ ç îâ à ¤¨ãáë ­ ¨¡®«ìè¥© ¢¯¨á ­­®© ¨ ­ ¨¬¥­ìè¥© ®¯¨á ­­®© ®ªàã¦­®áâ¨ ¨«¨
áä¥àë á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë

�j=b�j � �(I) > 0 (5.1)

á ¯®áâ®ï­­®© �(I), ­¥ § ¢¨áïé¥© ®â j, h ¨ H. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® à §¬¥àë  £à¥£ â®¢ ¨ ¨­â¥à¯®«ï-
æ¨®­­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ (4.14), â ª çâ® ¢ (3.1) ¨ (3.3) c� = 2�0, c0 = �0. �à¥¤¯®«®¦¨¬
â ª¦¥, çâ® ãá«®¢¨¥ b) ¨§ p §¤¥«  3 ¢ë¯®«­¥­® ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¤«ï k = 0 ¢ ®á« ¡«¥­­®© ä®à¬¥

min
j2!2nk

dist(�(k); �(j)) � �(2)H; �(2) 2 (0; 1]:
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�ãáâì 
h;" | "-®ªà¥áâ­®áâì ®¡« áâ¨ 
h ¨ " � 2H. �®âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë ¤«ï ª ¦¤®© äã­ªæ¨¨
w 2 H2(
) áãé¥áâ¢®¢ «® ¯à®¤®«¦¥­¨¥ ­  
h;" ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ H2(
h;") â ª®¥, çâ®

kwk2;
h;"
� ckwk2;
 (5.2)

á ¯®áâ®ï­­®©, ­¥ § ¢¨áïé¥© ®â w. �â® ãá«®¢¨¥ ¢á¥£¤  ¢ë¯®«­¥­®, ¥á«¨, ­ ¯à¨¬¥à, Sh ï¢«ï¥âáï
âà¨ ­£ã«ïæ¨¥© ¤®áâ â®ç­® £« ¤ª®© ®¡« áâ¨, çâ® á«¥¤ã¥â ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢ [21], [22] ¯® ¯®áâà®¥­¨î
¬¥â®¤®¢, ¢ ª®â®àëå ªà¨¢®«¨­¥©­ë¥ £à ­¨æë  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîâáï â®ç­®, ¨, ­ ¯à¨¬¥à, [23]{[25].

�¥¬¬  5.1. �ãáâì H�
2(
h)| ¯à®áâà ­áâ¢® £àã¡®£® ãà®¢­ï á «¨­¥©­ë¬¨ ¯®«ï¬¨ ­   £à¥£ -

â å, ¨ ãá«®¢¨ï (2:3), (3:1), (3:3), (5:1) ¢ë¯®«­¥­ë. �«ï «î¡®© w 2 H2(
h)\H1
0(
h) áãé¥áâ¢ã¥â

u2 2 H
�
2(
h) â ª ï, çâ®

kw � u2k0;
h
+Hjw � u2j1;
h

� caH
tkwkt;
; t = 1; 2; (5.3)

á ¯®áâ®ï­­®©, ­¥ § ¢¨áïé¥© ®â h ¨ H.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â®¡ë ­¥ § £à®¬®¦¤ âì ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¤¥â «ï¬¨, á¢ï§ ­­ë¬¨ á ¯à¨¡«¨-
¦¥­­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥© £à ­¨æë, ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® 
 = 
h. �«ï «î¡®© äã­ªæ¨¨ w 2 H2(
h)
¢¢¥¤¥¬ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ãî äã­ªæ¨î w~ 2 C2(
), ¤«ï ª®â®à®©

jw � w~jk;
h
� c~t�kkwkt;
h

; 0 � k � t � 2; (5.4)

jw~jk;
h
� c~�1kwhkk�1;
h;~

; k = 1; 2; (5.5)

jDq
xw~(x)j

2 � c~�3kwk2jqj;S~(x); 0 � jqj < 2; (5.6)

á  ¡á®«îâ­ë¬¨ ¯®áâ®ï­­ë¬¨ c, â. e. ­¥ § ¢¨áïé¨¬¨ ®â w ¨ ~, ¯à¨ç¥¬ S~(x) | íâ® áä¥à  à ¤¨ãá 
h á æ¥­âà®¬ ¢ â®çª¥ x. �ã­ªæ¨¨ w~ á â ª¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¯ãâ¥¬ ãáà¥¤­¥­¨ï
(­ ¯à., [26], [27])

w~(x) =
Z
jx�yj<~

K~(x;y)w(y)dy; x 2 
h; (5.7)

á ï¤à®¬, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¬ á®®â­®è¥­¨ï¬

~
3 K~(x;y) = K0(�) = K0(j�j) � 0;

Z
j�j�1

K0(�)d� = 1;

K0(�) = 0 ¤«ï j�j � 1; K0(�) 2 C2(R3);

£¤¥ � = ~
�1jx � yj, j�j =

p
�21 + �22 + �23 ¨ K0 | ä¨ªá¨à®¢ ­­ ï äã­ªæ¨ï. � (5.7) w áç¨â ¥âáï

¯à®¤®«¦¥­­®© ­  
h;", " = ~, â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® (5.2) ¢ë¯®«­¥­®. �¥à ¢¥­áâ¢  (5.4){(5.6) «¥£ª®
¤®ª §ë¢ îâáï ­  ®á­®¢¥ ã¯®¬ï­ãâëå ¢ëè¥ á¢®©áâ¢ ï¤à .

�¢ï¦¥¬ á äã­ªæ¨ï¬¨ w;wH âà¨ äã­ªæ¨¨ u2 2 H0
2(
h), v 2 H(
h) ¨ v� 2 H(
h) ¨ ®¤­®§­ ç­®

®¯à¥¤¥«¨¬ ¨å à ¢¥­áâ¢ ¬¨

u2(x(i)) = wH(x(i)) ¤«ï ¢á¥å i 2 !2; (5.8)

v(x(i)) = wH(x(i)) ¤«ï ¢á¥å i 2 !;

v�(x(i)) =

(
0; i 2 !;
wH(x(i)); i 2 !�:

(5.9)

�®£« á­® ­¥à ¢¥­áâ¢ã âà¥ã£®«ì­¨ª 

kw � u2k � kw � wHk+ kwH � vk+ kv�k+ kv0 � u2k (5.10)

á v0 = v � v�. �§ ­¥à ¢¥­áâ¢  (5.4) ¯®«ãç ¥¬

kw � wHk � cH2kwk2;
: (5.11)

�«ï ¢â®à®£® ç«¥­  ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ (5.10) ®æ¥­ª  ¯®£à¥è­®áâ¨ «¨­¥©­®© ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨, à ááã-
¦¤¥­¨ï â¨¯  ¨á¯®«ì§®¢ ­­ëå ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ «¥¬¬ë �àí¬¡« {�¨«ì¡¥àâ  [28] ¨ ­¥à ¢¥­áâ¢®
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(5.6) ¯®§¢®«ïîâ ­ ¯¨á âì kwH�vk20;�r � ch7jwH j
2
C2(�r) � c h

7

H3 kvk
2
2;�r;H , £¤¥ �r;" | "-®ªà¥áâ­®áâì �r

¨ c = c(�(1); 
). �¥¯¥àì áã¬¬¨àã¥¬ ¯® r ¨, ãç¨âë¢ ï, çâ® ®¡« áâ¨ �r;H ¬®£ãâ ¯¥à¥á¥ª âìáï â®«ìª®
cH3=h3 à §, c = c(�(1); 
), ¨á¯®«ì§ã¥¬ (5.2) ¨ ¯à¨å®¤¨¬ ª ­¥à ¢¥­áâ¢ã

kwH � vk2 � ch4kwk22;
h
: (5.12)

�ã­ªæ¨ï v� ®â«¨ç­  ®â ­ã«ï â®«ìª® ­  ¯®«®á¥ ®¤­®£® á«®ï í«¥¬¥­â®¢, ¯à¨«¥£ îé¨å ª £à ­¨-
æ¥. �á¯®«ì§ãï íâ® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ¨ ®æ¥­ªã ¯®£à¥è­®áâ¨ «¨­¥©­®© ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ­  âà¥ã£®«ì-
­ëå £à ­ïå, ¨¬¥¥¬ kv�k2 � hkv�k

2
0;@
h

= hkw � v�k
2
0;@
h

� ch5kwHk
2
2;@
h

, c = c(�(1); 
), ¯à¨ç¥¬
j � j2k;@
h

¯®­¨¬ ¥âáï ª ª áã¬¬  j � j22;Tr ¯® ¢á¥¬ âà¥ã£®«ì­ë¬ £à ­ï¬ Tr � @
h. � ¯®¬®éìî
®¯à¥¤¥«¥­¨ï wH ¨ (5.2) «¥£ª® ¯®«ãç ¥¬ jwH j

2
2;@
h

� c
H
jwj22;@
h;H

� c
H
kwk22;
h

¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,

kv�k
2 � c

h

H
h4kwk2;
h

: (5.13)

�à¥¦¤¥ ¢á¥£® ¨¬¥¥¬

kv0 � u2k � ch3
X
i2!

�
v0(x

(i))� u2(x
(i))
�2
; c = c(�(1); 
): (5.14)

�â®¡ë ¯®«ãç¨âì ¢ëà ¦¥­¨ï,  ­ «®£¨ç­ë¥ (4.7) ¤«ï à §­®áâ¥© (v0(x(i)) � u2(x(i))
�
, ¢¢¥¤¥¬

­¥ª®â®àë¥ ­®¢ë¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï. � à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ á«ãç ¥ ¨­â¥à¯®«ïæ¨ï ¢ æ¥«®¬ ¯à®¨§¢®¤¨âáï
á ¯®¬®éìî ¢ëà ¦¥­¨©,  ­ «®£¨ç­ëå (4.6), ­® ¢ ­¨å ¬­®¦¥áâ¢  Bj § ¬¥­¥­ë ­  B(j),

B(j) =
[
k2Bj

B(k); B(k) = fx(i) : x(i) = bx(k;�); � = 1; 2; : : : ; �(k)g; k 2 !2;

£¤¥ bx(k;�) | ã§«ë ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ­   £à¥£ â¥ �
(k)
. �á«¨ �(k) � 2, â® ¢¢®¤¨¬

(�(k)� 1)-à §¬¥à­ë¥ äã­ªæ¨¨ �k;i(x),

�k;i(x(j)) = �i;j ¤«ï ¢á¥å i; j 2 B(k);

ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ¡ à¨æ¥­âà¨ç¥áª¨¬¨ ª®®à¤¨­ â ¬¨ ¤«ï Ak. �¬¥áâ® (4.7) ¨¬¥¥¬

v0(x
(j))� u2(x

(j)) =

8>>>><>>>>:
0 8 j 2 !2;

wH(x(j))�
P

i2B(k)

�k;i(x(j))wH(x(i)) 8x(j) 2 �
(k)
;

wH(x(j))�
P

i2B(j)

b
(j)
i wH(x(i)) 8 j 2 !I ;

(5.15)

£¤¥ ãçâ¥­®, çâ® äã­ªæ¨¨wH , v, v0 ¨ u2 á®¢¯ ¤ îâ ­  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¬­®¦¥áâ¢ å ã§«®¢. �ã¬¬ë
¢ (5.15) | íâ® ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¥ ä®à¬ã«ë (á ¤®¡ ¢«¥­¨¥¬ ç«¥­®¢, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å £à ­¨æ¥),
ª®â®àë¥ ¤«ï «¨­¥©­ëåäã­ªæ¨© ï¢«ïîâáï â®ç­ë¬¨. � à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç ¥¬ ®æ¥­ª¨ ¯®£à¥è­®áâ¨
¨­â¥à¯®«ïæ¨¨

jv0(x(j))� v2(x(j))j � cH2jwH jC2(�j) (5.16)

á ¯®áâ®ï­­®© c = c(�(I)). �¤¥áì �j | ­ ¨¬¥­ìè¥¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, á®¤¥à¦ é¥¥  £à¥£ â �
(k)

á ã§«®¬ x(j) 2 �
(k)

¤«ï j 2 ! n (!I [ !2) ¨ �j = Aj ¤«ï j 2 !I .
�á«¨ �j;H | H-®ªà¥áâ­®áâì �j , â® á ¯®¬®éìî (5.6) ¨¬¥¥¬ jwH j

2
C2(�j) � cH�3kwk22;�j;H

¨,
¯®¤áâ ¢«ïï ¢ (5.17) ¨ ¤ «¥¥ ¢ (5.15), ¯®«ãç ¥¬

kv � v2k
2 � ch3H

X
j

kwk22;�j;H
: (5.17)

� §«¨ç­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  �j;H ­ ªàë¢ îâ ª ¦¤ãî â®çªã ®¡« áâ¨ 
h;2H ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® à §, ª®â®-
à®¥ § ¢¨á¨â â®«ìª® ®â �(I) ¨ ç¨á«  ¯¥à¥á¥ç¥­¨© à §«¨ç­ëå ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ëå ¬­®¦¥áâ¢. �à®¬¥
â®£®, á®¢¯ ¤ îé¨¥ ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¬ ªá¨¬ã¬ ¤«ï c(H=h)3
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à §«¨ç­ëå ã§«®¢ x(i), £¤¥ c = c(�(I); 
). �® íâ¨¬ ¯à¨ç¨­ ¬ ¨ á®£« á­® (5.2) ­¥à ¢¥­áâ¢® (5.17)
á¢®¤¨âáï ª ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬

kv � v2k
2 � cH4kwk22;
h;2H

� cH4kwk22;
h
; c = c(�(1); �(I); 
): (5.18)

�¡ê¥¤¨­ïï (5.10){(5.13) ¨ (5.18), ¯®«ãç ¥¬

kw � u2k � cH2kwk22;
h
; c = c(�(1); �(I); 
): (5.19)

�®ª § â¥«ìáâ¢® ®æ¥­ª¨

jw � u2j1;
h
� cHkwk2;
h

; c = c(�(1); �(I); 
); (5.20)

¯® á¢®¥© áãâ¨  ­ «®£¨ç­® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã (5.19), å®âï ­¥áª®«ìª® á«®¦­¥¥. �æ¥­ª¨ (5.19) ¨ (5.20)
íª¢¨¢ «¥­â­ë (5.3).

�¨¦¥ ä®à¬ã«¨àã¥¬ à¥§ã«ìâ âë ® áå®¤¨¬®áâ¨ á­ ç «  ¤«ï ®¡« áâ¥©, ª®â®àë¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ îâ
H2-à¥£ã«ïà­®áâì à¥è¥­¨©,   § â¥¬ ¤«ï ¬¥­¥¥ £« ¤ª¨å ®¡« áâ¥©. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® Sh | âà¨-
 ­£ã«ïæ¨ï ®¡« áâ¨ 
, ¤«ï ª®â®à®© § ¤ ç  �¨à¨å«¥ H2-à¥£ã«ïà­ , â. ¥. ¤«ï «î¡®© f 2 L2(
)
à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ �¨à¨å«¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ­¥à ¢¥­áâ¢ã (á¬. [24], [25], [31])

kuk2;
 � CRkfk0;
: (5.21)

�®£¤  ¤«ï à §­®áâ¨ eu� eu2 ¤¢ãå ¯à¨¡«¨¦¥­­ëå à¥è¥­¨© eu 2 H(
h) ¨ eu2 2 H2(
h) ¨¬¥¥¬

keu� eu2k0;
h
� c2C2

RH
2kfk0;
 (5.22)

á ¯®áâ®ï­­®© c, § ¢¨áïé¥© â®«ìª® ®â �(1), �(I), 
 ¨ @
. �®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢®¤¨âáï â ª ¦¥, ª ª
å®à®è® ¨§¢¥áâ­ë¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®æ¥­®ª ¯®£à¥è­®áâ¨ ¢ ­®à¬ å k � kk;
h

, k = 1; 2 (­ ¯à., [21], [29],
[30]). �­® ®á­®¢ ­® ­  ®æ¥­ª å  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ (5.3), ­¥à ¢¥­áâ¢¥ (5.21) ¨ ®æ¥­ª¥ ¯®£à¥è­®áâ¨
§  áç¥â á¤¢¨£  £à ­¨æë. �á«¨ 
 = 
h, â® c � ca. �á«¨ ¤«ï ®¡« áâ¨ 
 ¢¥à­ë ­¥à ¢¥­áâ¢  (5.2) ¨
(5.21), â® ­ §®¢¥¬ 
 à¥£ã«ïà­®©.

�¥®à¥¬  5.1. �ãáâì ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï ª¢ §¨®¤­®à®¤­®áâ¨ (2:3), (3:1), (3:3) ¨ (5:1), ¬ -
âà¨æ  S1 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë 4:2 ¨ Sh | âà¨ ­£ã«ïæ¨ï à¥£ã«ïà­®© ®¡« áâ¨ 
.
�®£¤  ¤«ï m > 0 ¨¬¥¥¬

]jT g(m;m)j[1;1 �

(
3CA

4(4m+1)
; ¥á«¨ CA � 2m+ 1;

(1� 1
CA
)2m; ¥á«¨ CA > 2m+ 1:

(5.23)

�á«¨ ¤«ï á£« ¦¨¢ ­¨ï ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¯®«ã¨â¥à æ¨®­­ë© ¬¥â®¤ �¨ç à¤á®­  (2:8), â® ¤«ï ¢á¥å
m � 1

]jT g(m;m)j[1;1 � CA=(m+ 1)2: (5.24)

�®áâ®ï­­ ï CA = c2C2
Rc��

2
0 ­¥ § ¢¨á¨â ®â h, ¨ c = c(�(1); �(I); 
).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥à ¢¥­áâ¢®

]jB1=2
1 (K�1 � PK�1

2 P
T )B1=2

1 j[0;1 � CA; (5.25)

ª®â®à®¥ ¢ëà ¦ ¥â á¢®©áâ¢® á¨«ì­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨, á«¥¤ã¥â ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¨§ (5.22), ®¯à¥-
¤¥«¥­¨ï ­®à¬ë ]j � j[0;1 ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨© ® ¬ âà¨æ¥ á£« ¦¨¢ ­¨ï B1. �æ¥­ª¨ (5.23) ¨ (5.24)
ï¢«ïîâáï ¯àï¬ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ (5.25) ¨ ¨§¢¥áâ­ëå à¥§ã«ìâ â®¢, ª á îé¨åáï ¤¢ãåãà®¢­¥¢ëå ¬¥-
â®¤®¢ [17], [19], [20] (á¬., ­ ¯à., â¥®à¥¬ã 6.4.4 ¢ [19]).
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�æ¥­ª¨ (5.23) ¨ (5.24) á¯à ¢¥¤«¨¢ë â ª¦¥ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ¢¬¥áâ® ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ¨á¯®«ì§ã-
¥âáï ¬¥â®¤ ­ ¨¬¥­ìè¨å ª¢ ¤à â®¢, ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨, çâ® (5.1) § ¬¥­ï¥âáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬
ãá«®¢¨¥¬ ãáâ®©ç¨¢®áâ¨.

�¥¯¥àì ®¡à â¨¬áï ª  «£®à¨â¬ã (2.9){(2.11) ¨ á­ ç «  áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¡®«¥¥ áâà®£® ¯à¥¤¯®«®-
¦¥­¨ï ® âà¨ ­£ã«ïæ¨ïå Sh. �ãáâì x = �(y) 2 (H(
h))3 | ®â®¡à ¦¥­¨¥ Sh! Sh;P ¨ HP (
h;P ) |
¯à®áâà ­áâ¢® ­¥¯à¥àë¢­ëå ­  
h;P ¨ «¨­¥©­ëå ­  ª ¦¤®¬ âà¥ã£®«ì­¨ª¥ �r;P = �(�r) äã­ªæ¨©.
�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®© v 2 H(
h) ¨ äã­ªæ¨¨ vP 2 HP (
h;P ), ®¯à¥¤¥«ï¥¬®© à ¢¥­áâ¢®¬
vP (�(y)) = v(y), á¯à ¢¥¤«¨¢ë ­¥à ¢¥­áâ¢ 

cIkvk0;
h
� kvP k0;
h;P � cIIkvk0;
h

;

cI jvj1;
h
� jvP j1;
h;P � cII jvj1;
h

(5.26)

á ¯®áâ®ï­­ë¬¨, ­¥ § ¢¨áïé¨¬¨ ®â h. � ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ Sh ¨ Sh;P | ª¢ §¨®¤­®à®¤­ë¥ âà¨ ­£ã-
«ïæ¨¨, â® cI ¨ cII § ¢¨áïâ â®«ìª® ®â �(1) ¨ 
 ¨  ­ «®£¨ç­ëå ç¨á¥« ¤«ï âà¨ ­£ã«ïæ¨¨ Sh;P.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 5.1. �à¨ ­£ã«ïæ¨ï Sh ­ §ë¢ ¥âáï ¨á¯à ¢¨¬®©, ¥á«¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � ã¤®¢«¥-
â¢®àï¥â (5.26) ¨ Sh;P | âà¨ ­£ã«ïæ¨ï ®¡« áâ¨ 
(P ), ¤«ï ª®â®à®© § ¤ ç  �¨à¨å«¥ H2-à¥£ã«ïà­ .

�¥®à¥¬  5.2. �ãáâì âà¨ ­£ã«ïæ¨ï Sh ¨á¯à ¢¨¬ , ¤¢ãåãà®¢­¥¢ë©  «£®à¨â¬ (2:9){(2:11), ¢
ª®â®à®¬ ¯à¨¬¥­ïîâáï á£« ¦¨¢ ­¨ï á ç¥¡ëè¥¢áª¨¬¨ ¨â¥à æ¨®­­ë¬¨ ¯ à ¬¥âà ¬¨ ¨ m = �0,
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï¬ â¥®à¥¬ë 5.1 ¨ à¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë £àã¡®£® ãà®¢­ï ¢ë¯®«­ï¥âáï
§  O(H�3k)  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å ®¯¥à æ¨©, 1 � k � 3. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â �0, ¤«ï ª®â®à®£® ¢ëç¨-
á«¨â¥«ì­ ï áâ®¨¬®áâì à¥è¥­¨ï (2:5) á ®â­®á¨â¥«ì­®© ¯®£à¥è­®áâìî ¢ ­®à¬¥ ]j � j[1;1, ­¥
¯à¥¢ëè îé¥© ", ®æ¥­¨¢ ¥âáï ª ª O(n4k=(3k+1) log "�1).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë, â¥®à¥¬  5.1 á¯à ¢¥¤«¨¢  ¤«ï ¤¢ãåãà®¢­¥¢®© ¨â¥-
à æ¨®­­®© ¬ âà¨æë T g(m;m) = T g(KP ;m;m): �«ï m = �0 á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ®æ¥­ª  (5.24)
¯à¨­¨¬ ¥â ¢¨¤

]jT g(Kp; �0; �0)j[1;1 � eCA; (5.27)

£¤¥ eCA ­¥ § ¢¨á¨â ®â h ¨ �0. �«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ ¯®« £ ¥¬ e" = 0:5. �æ¥­ª  (5.27) ®§­ ç ¥â, çâ®
ç¨á«® O((log eCA) log e"�1) = O((log eCA) log 2) ¤¢ãåãà®¢­¥¢ëå ¨â¥à æ¨© ¡ã¤¥â £ à ­â¨à®¢ âì ¢ë-
¯®«­¥­¨¥ (2.10). �â® ç¨á«® ­¥ § ¢¨á¨â ®â h ¨ �0. �® ¦¥ á ¬®¥ á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ¤«ï ç¨á«  ¨â¥à æ¨©
(2.11). �â®¨¬®áâì ¯®«ãç¥­¨ï ¬ âà¨æë KP , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¬ âà¨æë £àã¡®£® ãà®¢­ï,   â ª¦¥
¬ âà¨æë ¯à®¤®«¦¥­¨ï ¨ áâ®¨¬®áâì ¯à®¤®«¦¥­¨ï ¨ ®£à ­¨ç¥­¨ï à ¢­  O(n). �ç¨âë¢ ï íâ®, ¯à¨-
å®¤¨¬ ª ¢ë¢®¤ã, çâ® ®¡é ï ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ ï à ¡®â , ª®â®àãî ®¡®§­ ç ¥¬ ç¥à¥§ Q, ®æ¥­¨¢ ¥âáï
¢¥«¨ç¨­®©

Q = O(n�0) +O(nk=�3k0 ):

�¥à¢ë© ç«¥­ ®âà ¦ ¥â á£« ¦¨¢ ­¨¥ ­  ®¤­®© ¤¢ãåãà®¢­¥¢®© ¨â¥à æ¨¨,   ¢â®à®© | à¥è¥­¨¥
á¨áâ¥¬ë £àã¡®£® ãà®¢­ï. �ë¡®à �0 = n(k�1)=(3k+1) § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢®.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ­ ¨åã¤è¨© á«ãç ©: ¤«ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë £àã¡®£® ãà®¢­ï
¨á¯®«ì§ã¥âáï ¬¥â®¤ �®«¥æª®£®, â. ¥. 3k = 7. �®£¤  Q � n1:17. �®£« á­® â¥®à¥¬¥ 5.1 â ª ï ¦¥, ª ª
¢ â¥®à¥¬¥ 5.2, ®æ¥­ª  ®¡é¥© ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© à ¡®âë, ®ç¥¢¨¤­®, ¡ã¤¥â á¯à ¢¥¤«¨¢  ¤«ï á«ãç ï
¯àï¬®£® ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¤¢ãåãà®¢­¥¢®£® ¬¥â®¤ , ­® ¯à¨ ãá«®¢¨¨ H2-à¥£ã«ïà­®áâ¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬,
¬®¤¨ä¨ª æ¨ï (2.9){(2.11) ¤¢ãåãà®¢­¥¢®£® ¬¥â®¤  ¯®§¢®«ï¥â §­ ç¨â¥«ì­® ®á« ¡¨âì ®£à ­¨ç¥­¨ï
­  ®¡« áâ¨, á¢ï§ ­­ë¥ á H2-à¥£ã«ïà­®áâìî. �à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ ¡®«¥¥ íää¥ªâ¨¢­®£® ¬¥â®¤ 
à¥è¥­¨ï ­  £àã¡®¬ ãà®¢­¥ ®æ¥­ª  ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© à ¡®âë ã«ãçè ¥âáï.

� ¬¥ç ­¨¥ 5.1. \�á¯à ¢«¥­­ë¥" âà¨ ­£ã«ïæ¨¨ ¬®£ãâ ãá¯¥è­® ¯à¨¬¥­ïâìáï ª ª ¢  «£®-
à¨â¬ å,  ­ «®£¨ç­ëå (2.9){(2.11), â ª ¨ ¢ ¬­®£®ãà®¢­¥¢ëå ¬¥â®¤ å, ¢ â®¬ ç¨á«¥ ª« áá¨ç¥áª¨å
¬­®£®á¥â®ç­ëå ¬¥â®¤ å. � ª ¨ ¢ à áá¬®âà¥­­®© á¨âã æ¨¨, ®­¨ ¯®§¢®«ïîâ ®¡®©â¨ âàã¤­®áâ¨, ¢®§-
­¨ª îé¨¥ ¢ á¢ï§¨ á® á¢®©áâ¢®¬ á¨«ì­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨, ¥á«¨ ª®­ä¨£ãà æ¨ï ¨áå®¤­®© ®¡« áâ¨
­¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â H2-à¥£ã«ïà­®áâ¨.
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� ¬¥ç ­¨¥ 5.2. �«ï ¯«®áª¨å í««¨¯â¨ç¥áª¨å § ¤ ç  ­ «®£¨ç­ë¥  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨¥ ®æ¥­ª¨
¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© à ¡®âë, ­¥®¡å®¤¨¬®© ¤«ï ¤®áâ¨¦¥­¨ï § ¤ ­­®© â®ç­®áâ¨ ", ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë
� ­¥ª®¬ ¨ Kà¨¦ª®¢®© [12] ¤«ï ¬¥â®¤  á£« ¦¥­­®©  £à¥£ æ¨¨. �¤­ ª® íâ¨  ¢â®àë ¨§¬¥àï«¨ ¯®-
£à¥è­®áâì ¢ ­®à¬¥, ¯®à®¦¤¥­­®© ¬ âà¨æ¥© AL (®¡®§­ ç¥­¨¥ à ¡®âë [12]), ª®â®à ï ¯®«ãç ¥âáï
¯®á«¥ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ª ¬ âà¨æ¥ K à¥è ¥¬®© á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨© �20 á£« ¦¨¢ ­¨©, ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå
¤«ï á£« ¦¨¢ ­¨ï ®¯¥à â®à  ¯à®¤®«¦¥­¨ï. �ç¥¢¨¤­®, çâ® â ª ï ­®à¬  § ¢¨á¨â ®â �0 ¨ ¢ëà®¦¤ -
¥âáï á à®áâ®¬ �0.

�§«®¦¥­­ë¥ ¢ à ¡®â¥ à¥§ã«ìâ âë ¯¥à¥­®áïâáï ­  ¬¥â®¤ë ª®­¥ç­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¯®¢ëè¥­­ëå
¯®àï¤ª®¢ â®ç­®áâ¨, ¢ â®¬ ç¨á«¥ ¨ á ªà¨¢®«¨­¥©­ë¬¨ ª®­¥ç­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨, à áá¬®âà¥­­ë¥,
­ ¯à¨¬¥à, ¢ [22], [21].

6. �¨á«¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¨ ®¡áã¦¤¥­¨¥

�«ï ¯à®¢¥àª¨ ¯à¥¤«®¦¥­­®£® ¬¥â®¤  ¨ áà ¢­¥­¨ï áå¥¬ ®¡®¡é¥­­®© ¨ ¯à®áâ®©  £à¥£ æ¨¨ á
â®çª¨ §à¥­¨ï ç¨á«  ¨â¥à æ¨© ¨ ¢à¥¬¥­¨ CPU ¡ë«¨ ¯à®¢¥¤¥­ë ç¨á«¥­­ë¥ íªá¯¥à¨¬¥­âë ¤«ï
ç¥âëà¥å § ¤ ç «¨­¥©­®© ã¯àã£®áâ¨.

�¥à¢ ï £àã¯¯  § ¤ ç | íâ® § ¤ ç¨ ® ªã¡¥, ¤¨áªà¥-
â¨§¨à®¢ ­­®¬ á ¯®¬®éìî 16 � 16 � 16, 24 � 24 � 24 ¨
28�28�28 ªã¡¨ç¥áª¨å í«¥¬¥­â®¢ á ¢®áe¬ìî ã§« ¬¨, ¨¬¥-
îé¨¬¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® 14739, 46875 ¨ 73167 áâ¥¯¥­¥© á¢®-
¡®¤ë. �â®à ï § ¤ ç , ¯®ª § ­­ ï ­  p¨á. 2, | íâ® ä®à¬ 
¤«ï ®â«¨¢ª¨ ªàë« , ¤¨áªà¥â¨§¨à®¢ ­­ ï í«¥¬¥­â ¬¨-
â¥âà í¤à ¬¨, ¨¬¥îé¨¬¨ ¤¥áïâì ã§«®¢ ª ¦¤ë©, á ®¡é¨¬
ª®«¨ç¥áâ¢®¬ áâ¥¯¥­¥© á¢®¡®¤ë, à ¢­ë¬ 158166. �à¥âìï
§ ¤ ç , ¯®ª § ­­ ï ­  p¨á. 3, | íâ® ®¡è¨¢ª  ¤¨ääã§®-
à  á ¢®à®â ¬¨ ¤«ï § «¨¢ª¨ ¬¥â «« , ¤¨áªà¥â¨§¨à®¢ ­-
­ ï í«¥¬¥­â ¬¨-â¥âà í¤à ¬¨, ¨¬¥îé¨¬¨ ¯® ç¥âëà¥ ã§-
« . �¡é¥¥ ª®«¨ç¥áâ¢® áâ¥¯¥­¥© á¢®¡®¤ë à ¢­® 131529. �
¯®á«¥¤­¥¬ ç¨á«¥­­®¬ ¯à¨¬¥à¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ª®­áâàãª-
æ¨î ®¡®«®çª¨-ª ­®í ¨§ ¡¥â®­  (á¬. p¨á. 4), ¤¨áªà¥â¨§¨à®-
¢ ­­ãî ANS í«¥¬¥­â ¬¨ á ¢®áe¬ìî ã§« ¬¨. � ¯®á«¥¤­¥¬
¯à¨¬¥à¥ ®¡é¥¥ ç¨á«® áâ¥¯¥­¥© á¢®¡®¤ë à ¢­® 132486.

�ë«¨ ¯à®¢¥à¥­ë âà¨ ¯®¤å®¤  ª ¯®áâà®¥­¨î ®¯¥à â®à®¢ ¯à®¤®«¦¥­¨ï ­  ®á­®¢¥  £à¥£ æ¨¨.
�­¨ à §«¨ç «¨áì ª®®à¤¨­ â­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ ­   £à¥£ â å: (i) á®¡áâ¢¥­­ë¥ äã­ªæ¨¨  £à¥£ â®¢
¯à¨ £à ­¨ç­ëå ãá«®¢¨ïå �¥©¬ ­  ­  ¨å £à ­¨æ å (¢ â ¡«¨æ¥ | GAM-Eigen) [15], [16], (ii) «¨­¥©-
­ë¥ ¯®«ï (GAM-Linear), (iii) ¯¥à¥¬¥é¥­¨ï ª ª â¢¥à¤®£® â¥« . �«ï ¢á¥å â¥áâ®¢ëå § ¤ ç á£« ¦¨-
¢ ­¨¥ ¯à®¢®¤¨«®áì á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¯à¥¤®¡ãá«®¢«¨¢ ­¨ï ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ­¥¯®«­®© ä ªâ®à¨§ æ¨¨
¯® �®«¥æª®¬ã,   á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨© ­  £àã¡®© á¥âª¥ à¥è « áì ¬­®£®äà®­â «ì­ë¬ ¬¥â®¤®¬ á
ã¯®àï¤®ç¨¢ ­¨¥¬ ¬¥â®¤®¬ ­ ¨¬¥­ìè¥© áâ¥¯¥­¨. �® ¢á¥å á«ãç ïå ¤®¯ãáâ¨¬ ï ¯®£à¥è­®áâì ­¥-
¢ï§ª¨ ¡ë«  à ¢­  10�7 ¨ ¢ëç¨á«ï« áì ¢ á¥â®ç­®© ­®à¬¥ L2, ­®à¬ «¨§®¢ ­­®© ¯® ®â­®è¥­¨î ª
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á¥â®ç­®© ­®à¬¥ L2 ¯à ¢®© ç áâ¨. � ª ç¥áâ¢¥ ­ £àã§ª¨ ¨á¯®«ì§®¢ «®áì à ¢­®¬¥à­® à á¯à¥¤¥«¥­-
­®¥ ¤ ¢«¥­¨¥.

� â ¡«¨æ¥ áà ¢­¨¢ îâáï à §«¨ç­ë¥ ¬¥â®¤ë à¥è¥­¨ï á â®çª¨ §à¥­¨ï ª®«¨ç¥áâ¢  ¨â¥à æ¨©
¨ ¢à¥¬¥­¨ CPU ¢ á¥ªã­¤ å ¤«ï ¢á¥å à áá¬®âà¥­­ëå â¥áâ®¢ëå § ¤ ç. �¯â¨¬¨§ æ¨ï ¯ à ¬¥âà 
à §à¥¦¥­¨ï á¥âª¨ ¯à®¨§¢®¤¨« áì íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­®, ¢ ¨â®£¥ ç¨á«® ­¥¨§¢¥áâ­ëå á®ªà é «®áì ­ 
£àã¡®¬ ãà®¢­¥ ¢ 50{90 à §. �  ®á­®¢¥ ¯¥à¢®© £àã¯¯ë § ¤ ç ¬®¦­® á¤¥« âì á«¥¤ãîé¨¥ ¢ë¢®¤ë:
(i) áª®à®áâ¨ áå®¤¨¬®áâ¨ ¤¢ãå ¢¥àá¨© ¬¥â®¤  ®¡®¡é¥­­®©  £à¥£ æ¨¨ ­¥ § ¢¨áïâ ®â à §¬¥à  § ¤ ç¨;
(ii) ­  ª ¦¤®¬ æ¨ª«¥ ¬¥â®¤  ®¡®¡é¥­­®©  £à¥£ æ¨¨ ¤«ï «¨­¥©­ëå § ¤ ç (GAM-Linear) ¢¥«¨ç¨­ 
¯®£à¥è­®áâ¨ á­¨¦ ¥âáï ¡®«¥¥, ç¥¬ ­  ¯®àï¤®ª; (iii) ¢ ¡®«ìè¨­áâ¢¥ à áá¬®âà¥­­ëå ç¨á«¥­­ëå
¯à¨¬¥à®¢ ¤ ¦¥ áª®à®áâì áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥â®¤  ¯à®áâ®©  £à¥£ æ¨¨ á« ¡® § ¢¨á¨â ®â à §¬¥à  § ¤ ç¨.

�®¦­® ã¢¨¤¥âì, çâ® ¤«ï § ¤ ç ¡®«ìè®£® ¬ áèâ ¡  ­  ­¥áâàãªâãà¨à®¢ ­­ëå á¥âª å (®â«¨-
¢®ç­ ï ä®à¬  ¤«ï ¤¨ääã§®à  ¨ ª ­®í) ¨­®£¤  ¢ë£®¤­® áâà®¨âì £àã¡ãî ¬®¤¥«ì ­  ®á­®¢¥ «®-
ª «ì­®£®  ­ «¨§  á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨©. �«ï âà¥å á«ãç ¥¢ ­¥áâàãªâãà¨à®¢ ­­ëå á¥â®ª ¬¥â®¤
¯à®áâ®©  £à¥£ æ¨¨ ­¥ á®è¥«áï ¯®á«¥ 1000 ¨â¥à æ¨©. �«ï ¢á¥å ç¥âëà¥å â¥áâ®¢ëå § ¤ ç ¬¥â®¤
®¡®¡é¥­­ë©  £à¥£ æ¨¨ ¯à¥¢®áå®¤¨« ¬­®£®äà®­â «ì­ë© ¬¥â®¤ ¢ 1.4{16 à §.

� ¡«¨æ . �à ¢­¥­¨¥ ¬¥â®¤®¢ à¥è¥­¨ï

� ¤ ç  �à ¢­¥­¨¥ GAM-Eigen GAM-Linear �à®áâ ï  £à¥£. Direct
�â¥à æ. CPU �â¥à æ. CPU �â¥à æ. CPU CPU

�ã¡ 163 14739 12 75 5 64 30 115 320
�ã¡ 243 46785 12 360 5 375 39 479 2990
�ã¡ 283 73167 12 1004 5 1619 46 1002 16210
�â«¨¢ª  158166 49 752 97 1757 >1000 NA 1012
�¨ääã§®à 75717 17 116 17 182 671 5771 327
� ­®í 132486 32 497 192 2572 >1000 NA 522
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