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� ¯à¥¤« £ ¥¬®© áâ âì¥ ­ ©¤¥­® â®ç­®¥  ­ «¨â¨ç¥áª®¥ ç áâ­®¥ à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï � ¬¨«ìâ®-
­ {�ª®¡¨ ¤«ï ª« áá¨ç¥áª®© § ¤ ç¨ ® ¢à é¥­¨¨ âï¦¥«®£® â¢¥à¤®£® â¥«  ¢®ªàã£ § ªà¥¯«¥­­®©
â®çª¨. �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ª®®à¤¨­ âë æ¥­âà  âï¦¥áâ¨ â¥« , ä®à¬  ¥£® âà¥å®á­®£® í««¨¯á®¨¤ 
¨­¥àæ¨¨ ¢ ­¥¯®¤¢¨¦­®© â®çª¥, ­ ç «ì­ë¥ ãá«®¢¨ï ¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ª  á¨«®¢®£® ¯®«ï ã¤®¢«¥â¢®-
àïîâ ç¥âëà¥¬ ãá«®¢¨ï¬, ¤¢  ¨§ ª®â®àëå á®¢¯ ¤ îâ á ãá«®¢¨ï¬¨ �. �¥áá {�.�. �¯¯¥«ìà®â  [1].
�ë¯®«­¥­¨¥ âà¥âì¥£® ãá«®¢¨ï § ¤ ç¨ �. �¥áá {�.�. �¯¯¥«ìà®â  ¯¥à¢®­ ç «ì­® ­¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥â-
áï. �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥ ¯®ª § ­®, çâ® ­ ©¤¥­­®¥ ç áâ­®¥ à¥è¥­¨¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¢á¥¬ âà¥¬ ãá«®¢¨ï¬
§ ¤ ç¨ �. �¥áá {�.�. �¯¯¥«ìà®â . �®¢®¥ ­¥âà¨¢¨ «ì­®¥ ãá«®¢¨¥ á¢ï§ë¢ ¥â §­ ç¥­¨¥ ª®­áâ ­âë
¨­â¥£à «  í­¥à£¨¨ á ¯ à ¬¥âà ¬¨ â¥«  ¨ ¢ª«îç ¥â ãáª®à¥­¨¥ á¨«ë âï¦¥áâ¨. �à¨¬¥ç â¥«ì­®,
çâ® ä®à¬  ­®¢®£® ­ « £ ¥¬®£® ®£à ­¨ç¥­¨ï ¨¬¥¥â áâàãªâãàã,  ­ «®£¨ç­ãî ®á­®¢­®¬ã ãá«®¢¨î
�. �¥áá . � ª ¨§¢¥áâ­® [1], �. �¥áá®¬ ¨ �.�. �¯¯¥«ìà®â®¬ ¤®ª § ­  ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­ ï ¢®§¬®¦­®áâì
¯®«ãç¥­¨ï ®¤­®§­ ç­®£®  ­ «¨â¨ç¥áª®£® à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ ¢ ãª § ­­®¬ ¨¬¨ á«ãç ¥. �¤­ ª® á ¬®
íâ® à¥è¥­¨¥ ­¥ ¯®«ãç¥­®. � [2] ¯®ª § ­®, çâ® § ¤ ç  ¯à¨¢®¤¨â ª à¥è¥­¨î ®¡ëª­®¢¥­­®£® ¤¨ä-
ä¥à¥­æ¨ «ì­®£® ãà ¢­¥­¨ï â¨¯  �¨ªª â¨ á ¤¢®ïª®¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. � á¢®î
®ç¥à¥¤ì ª®íää¨æ¨¥­âë ®¯à¥¤¥«ïîâáï ­¥ï¢­® ç¥à¥§ P -äã­ªæ¨¨ �¥©¥àâèà áá . �à¨¢¥¤¥­­®¥ ¢
áâ âì¥ ­®¢®¥ à¥è¥­¨¥ ¨¬¥¥â ¤®áâ â®ç­® ¯à®áâãî áâàãªâãàã ¨ á®¤¥à¦¨â â®«ìª® âà¨£®­®¬¥âà¨ç¥-
áª¨¥ äã­ªæ¨¨.

�ã­ªæ¨ï � ¬¨«ìâ®­  H âï¦¥«®£® â¢¥à¤®£® â¥« , ¢à é îé¥£®áï ¢®ªàã£ ­¥¯®¤¢¨¦­®© â®çª¨,
¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­  ¢ á«¥¤ãîé¥© ä®à¬¥ [3], [4]:

H = fA[P 2

� + (P � P' cos �)2= sin
2 �] + (B �A)[P� cos' sin � +

+ (P � P' cos �) sin']2=sin2�g=2AB + P 2

'=2C �mg[(x sin'+ y cos') sin � + z cos �]; (1)

£¤¥ A, B, C | £« ¢­ë¥ ®á¥¢ë¥ ¬®¬¥­âë ¨­¥àæ¨¨ ¢ â®çª¥ § ªà¥¯«¥­¨ï â¥« ; ',  , � | ã£«ë �©-
«¥à  (ã£«ë á®¡áâ¢¥­­®£® ¢à é¥­¨ï, ¯à¥æ¥áá¨¨ ¨ ­ãâ æ¨¨); P', P , P� | ®¡®¡é¥­­ë¥ ¨¬¯ã«ìáë;
x, y, z |ª®®à¤¨­ âë æ¥­âà  âï¦¥áâ¨ ¢ á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨­ â, ­ ç «® ª®â®à®© ­ å®¤¨âáï ¢ ­¥¯®-
¤¢¨¦­®© â®çª¥,   ®á¨ á®¢¯ ¤ îâ á £« ¢­ë¬¨ ®áï¬¨ ¨­¥àæ¨¨ ¢ íâ®© â®çª¥; m | ¬ áá  â¥« , g |
ãáª®à¥­¨¥ á¨«ë âï¦¥áâ¨.

�ã­ªæ¨ï � ¬¨«ìâ®­  (1) ¯à¨®¡à¥â ¥â ¡®«¥¥ ª®¬¯ ªâ­ë© ¢¨¤ ¯®á«¥ ¢¢¥¤¥­¨ï ¡¥§à §¬¥à­ëå
¯¥à¥¬¥­­ëå ¨ ¯ à ¬¥âà®¢ ([5], [6], á. 99):

H = �p2'=2 + �[p2� + (p � p' cos �)
2= sin2 �]=2 + (1� �)[p� cos' sin � +

+ (p � p' cos �) sin']
2=2 sin2 � � (x0 sin'+ y0 cos') sin � � z0 cos � (2)

(� = A=C; � = A=B | ¯ à ¬¥âàë, ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ä®à¬ã í««¨¯á®¨¤  ¨­¥àæ¨¨; p', p , p� | ¡¥§-
à §¬¥à­ë¥ ®¡®¡é¥­­ë¥ ¨¬¯ã«ìáë; x0, y0, z0 | ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ¯à®¥ªæ¨¨ à ¤¨ãá -¢¥ªâ®à  æ¥­âà 
âï¦¥áâ¨ ­  ¢ë¡à ­­ë¥ ª®®à¤¨­ â­ë¥ ®á¨).
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�à ¢­¥­¨¥ � ¬¨«ìâ®­ {�ª®¡¨ [6], [7], á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¡¥§à §¬¥à­®© äã­ªæ¨¨ � ¬¨«ìâ®­ 
(2), § ¯¨è¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

@w=@t+�(@w=@')2=2+�[(@w=@�)2+(@w=@ �@w=@' cos �)2= sin2 �]=2+(1��)f(@w=@�) cos ' sin �+

+ [@w=@ � (@w=@') cos �] sin'g2=2 sin2 � � (x0 sin'+ y0 cos') sin � � z0 cos � = 0; (3)

£¤¥ w | ¨áª®¬ ï äã­ªæ¨ï ãà ¢­¥­¨ï � ¬¨«ìâ®­ {�ª®¡¨.
�®áª®«ìªã ¯¥à¥¬¥­­ë¥ t ¨  ­¥ á®¤¥à¦ âáï ï¢­® ¢ äã­ªæ¨¨ � ¬¨«ìâ®­  H (2) ¨, á«¥¤®-

¢ â¥«ì­®, ¢ ãà ¢­¥­¨¨ (3), â® ¯®«­®¥ à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (3) ¬®¦¥â ¡ëâì ­ ©¤¥­® ¢ ä®à¬¥,
á®¤¥à¦ é¥© íâ¨ ¯¥à¥¬¥­­ë¥  ¤¤¨â¨¢­®:

w = �E0t+ p0 + w1('; �): (4)

�®­áâ ­âë E0 ¨ p0 ®¯à¥¤¥«ïîâ §­ ç¥­¨ï ¯®«­®© ¬¥å ­¨ç¥áª®© í­¥à£¨¨ â¥«  ¨ ¬®¬¥­â  ª®«¨ç¥-
áâ¢  ¤¢¨¦¥­¨ï ¢ ¯à®¥ªæ¨¨ ­  ¢¥àâ¨ª «ì (á¨áâ¥¬  ¤®¯ãáª ¥â ¨­â¥£à «ë í­¥à£¨¨ ¨ ¯«®é ¤¥©).

�®¤áâ ¢«ïï (4) ¢ ãà ¢­¥­¨¥ (3), ¨¬¥¥¬

�(@w1=@')2 + �f(@w1=@�)2 + [p0 � (@w1=@') cos �]2= sin
2 �g+ (1� �)f(@w1=@�) cos' sin � +

+ [p0 � (@w1=@') cos �] sin'g2= sin
2 � = 2[E0 + (x0 sin'+ y0 cos') sin � + z0 cos �]: (5)

�á«¨ ã¤ ¥âáï ¯®áâà®¨âì à¥è¥­¨¥ w1('; �;E0; p0; a) ãà ¢­¥­¨ï (5), ¢ ª®â®à®¥ ¢å®¤¨â ¤®¯®«­¨â¥«ì-
­ ï ª®­áâ ­â  ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï a, ¨ â¥¬ á ¬ë¬ ¯®«­®¥ à¥è¥­¨¥ w('; �;  ; t; E0; p0; a) ãà ¢­¥­¨ï
(3)

w = �E0t+ p0 + w1('; �;E0; p0; a); (6)

â® á ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë � ¬¨«ìâ®­ {�ª®¡¨ [7] ¬®¦­® ¯®áâà®¨âì ¯®«­®¥ à¥è¥­¨¥

@w=@' = p'; @w=@ = p ; @w=@� = p�;

@w=@a = b1; @w=@E0 = b2; @w=@p0 = b3
(7)

á¨áâ¥¬ë ª ­®­¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨©

d'=dt = @H=@p'; d =dt = @H=@p ; d�=dt = @H=@p�;

dp'=dt = �@H=@'; dp =dt = �@H=@ ; dp�=dt = �@H=@�;
(8)

¢ ª®â®à®© ¢ ª ç¥áâ¢¥ H ¢ëáâã¯ ¥â äã­ªæ¨ï (2),   ¢¥«¨ç¨­ë b1, b2, b3 ¢ à¥è¥­¨¨ (7) | ª®­áâ ­âë.
�§¢¥áâ­®, çâ® à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï § ¤ ç  ¯®«­®áâìî ¨­â¥£à¨àã¥âáï ¢ á«ãç ïå, ®¡­ àã¦¥­­ëå

�.�©«¥à®¬ (x0 = y0 = z0 = 0), �.� £à ­¦¥¬ (x0 = y0 = 0, � = 1) ¨ �.�.�®¢ «¥¢áª®© (z0 = 0,
� = 2, � = 1). � íâ¨å á«ãç ïå ­ å®¤¨âáï äã­ªæ¨ï w (6), á®¤¥à¦ é ï ª®­áâ ­âë E0, p0 ¨ a. �®
¢á¥å âà¥å á«ãç ïå 11 ¯ à ¬¥âà®¢

�; �; x0; y0; z0; E0; p0; a; b1; b2; b3 (9)

á¢ï§ ­ë âà¥¬ï ãá«®¢¨ï¬¨, ¨ 8 ¯ à ¬¥âà®¢ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ë¡à ­ë ¯à®¨§¢®«ì­®. �®áª®«ìªã ª®­-
áâ ­âë b2 ¨ b3 ®¯à¥¤¥«ïîâ ¢ë¡®à ­ ç «  ®âáç¥â  æ¨ª«¨ç¥áª®© ª®®à¤¨­ âë  ¨ ¢à¥¬¥­¨ t ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­¥ ï¢«ïîâáï áãé¥áâ¢¥­­ë¬¨, ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® á«ãç © �.�©«¥à  ¤®¯ãáª ¥â 6
áãé¥áâ¢¥­­ëå ¡¥§à §¬¥à­ëå ¯ à ¬¥âà®¢, å à ªâ¥à¨§ãîé¨å ä®à¬ã í««¨¯á®¨¤  ¨­¥àæ¨¨ ¢ ­¥¯®-
¤¢¨¦­®© â®çª¥ ¨ ­ ç «ì­ë¥ ãá«®¢¨ï. �â® ª á ¥âáï á«ãç ¥¢ �.� £à ­¦  ¨ �.�.�®¢ «¥¢áª®©,
â® ¢ á¢ï§¨ á â¥¬, çâ® í««¨¯á®¨¤ ¨­¥àæ¨¨ ¢ ­¥¯®¤¢¨¦­®© â®çª¥ ¨¬¥¥â ªàã£®¢®¥ £« ¢­®¥ á¥-
ç¥­¨¥ (� = 1, â.¥. A = B), ª®®à¤¨­ â   áâ ­®¢¨âáï æ¨ª«¨ç¥áª®©, ¨ ª®­áâ ­â  b1, ¢å®¤ï-
é ï ¢ ç¨á«® ¯ à ¬¥âà®¢ (9), â ª¦¥ ¯¥à¥áâ ¥â ¡ëâì áãé¥áâ¢¥­­®©. � ª¨¬ ®¡à §®¬, á«ãç ¨
�.� £à ­¦  ¨ �.�.�®¢ «¥¢áª®© ¤®¯ãáª îâ 5 áãé¥áâ¢¥­­ëå ¡¥§à §¬¥à­ëå ¯ à ¬¥âà®¢. �à¨
­ «®¦¥­¨¨ ãá«®¢¨ï ª¨­¥â¨ç¥áª®© á¨¬¬¥âà¨¨ (� = � = 1) ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­®
¯®«®¦¨âì: x0 = y0 = 0, ¨ ç¨á«® áãé¥áâ¢¥­­ëå ¡¥§à §¬¥à­ëå ¯ à ¬¥âà®¢ á­¨¦ ¥âáï ¤® ç¥âëà¥å.
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�à®¤¥¬®­áâà¨àã¥¬ ­  ­ ¨¡®«¥¥ ¨§¢¥áâ­ëå á«ãç ïå áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¯®«­®© ¨«¨ ç áâ­®© ¨­-
â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ § ¤ ç¨ (8), ­ ©¤¥­­ëå ª ­ ç «ã ­ è¥£® áâ®«¥â¨ï, ª ª¨¬ ç¨á«®¬ áãé¥áâ¢¥­­ëå
¡¥§à §¬¥à­ëå ¯ à ¬¥âà®¢ ¬®¦­® å à ªâ¥à¨§®¢ âì ¯®«ãç¥­­ë¥ à¥è¥­¨ï (â ¡«¨æ ). �­ «¨§ â -
¡«¨æë ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® áà¥¤¨ á«ãç ¥¢ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ç áâ­ëå ¨­â¥£à «®¢ ­ ¨¡®«ìè¨¬ ç¨á«®¬
á¢®¡®¤­ëå ¯ à ¬¥âà®¢ ®¡« ¤ îâ á«ãç ¨ �. �¥áá {�.�. �¯¯¥«ìà®â , �.�â ã¤¥ ¨ �.�.�®¡ë«¥¢ {
�.�. �â¥ª«®¢ {�.�.�«®¤§¥¥¢áª®£®.

� ¡«¨æ 
�¢â®à á«ãç ï (¨«¨ ¥£® ®¯¨á ­¨¥) �¨á«® �¨á«® � â  ®¯ã¡«.

®£à ­¨ç. á¢®¡. ¯ à ¬.
�©«¥à �. 3 6 1758
� £à ­¦ �. 3 5 1773
�¨­¥â¨ç. á¨¬¬¥âà¨ï 2 4 1773
�®¢ «¥¢áª ï �.�. 3 5 1886
�¥«®­¥ �.�. 4 4 1892
�¥áá �., �¯¯¥«ìà®â �.�. 3 5 1890
�â ã¤¥ �. 3 5 1894
�®¡ë«¥¢ �.�., �â¥ª«®¢ �.�. 3 5 1894
�«®¤§¥¥¢áª¨© �.�., �®¡ë«¥¢ �.�., �â¥ª«®¢ �.�. 5 3 1896
�â¥ª«®¢ �.�. 4 4 1899
�®àïç¥¢ �.�. 5 3 1899
�®àïç¥¢ �.�., � ¯«ë£¨­ �.�. 4 3 1900
� ¯«ë£¨­ �.�. 5 3 1904

�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ç¨á«® áãé¥áâ¢¥­­ëå ¯ à ¬¥âà®¢ ï¢«ï¥âáï «¨èì ®¤­®© ¨§ ¬­®£®ç¨-
á«¥­­ëå å à ªâ¥à¨áâ¨ª á«ãç ¥¢ ¨­â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ § ¤ ç¨ (8). �¥¬ «®¢ ¦­ãî à®«ì ¢ ¯®­¨¬ ­¨¨
­ ©¤¥­­ëå à¥è¥­¨© ¨£à ¥â ¯à®áâ®â  ¯®«ãç ¥¬®£®  ­ «¨â¨ç¥áª®£® ¢ëà ¦¥­¨ï,   â ª¦¥ £¥®¬¥-
âà¨ç¥áª®©, â®¯®«®£¨ç¥áª®© ¨«¨ ¨­®© âà ªâ®¢ª¨ à¥§ã«ìâ â . �® ­ áâ®ïé¥£® ¢à¥¬¥­¨ ª« áá¨ç¥-
áª ï § ¤ ç  (8) ¤«ï äã­ªæ¨¨ � ¬¨«ìâ®­  (2) ®áâ ¢«ï¥â ¬­®£® ­¥à¥è¥­­ëå ¢®¯à®á®¢ ¨ ¯à®¤®«-
¦ ¥â ¯à¨¢«¥ª âì ¯®áâ®ï­­®¥ ¢­¨¬ ­¨¥ ¬ â¥¬ â¨ª®¢ ¨ ¬¥å ­¨ª®¢.

�áâ ­®¢¨¬áï ­  ­®¢®¬ ¯®«ãç¥­­®¬ ­ ¬¨ ç áâ­®¬ à¥è¥­¨¨ § ¤ ç¨ (8), ¯à¥¤áâ ¢«¥­­®© ¢ ä®à-
¬¥ ãà ¢­¥­¨ï � ¬¨«ìâ®­ {�ª®¡¨ (5). �ãáâì ¢ë¯®«­¥­ë á«¥¤ãîé¨¥ ç¥âëà¥ ãá«®¢¨ï:

1) æ¥­âà ¬ áá â¥«  à á¯®«®¦¥­ ¢ £« ¢­®© ¯«®áª®áâ¨ yOz

x0 = 0; (10)

2) ¡¥§à §¬¥à­ë¥ ª®®à¤¨­ âë æ¥­âà  âï¦¥áâ¨ â¥«  ¨ ¯ à ¬¥âàë âà¥å®á­®£® í««¨¯á®¨¤  ¨­¥à-
æ¨¨ ¢ ­¥¯®¤¢¨¦­®© â®çª¥ á¢ï§ ­ë ãá«®¢¨¥¬

(�� 1)y2
0
= (1� �)z2

0
; (11)

3) ª®­áâ ­â  p0 ¢ ¨­â¥£à «¥ ¯«®é ¤¥© ¯®« £ ¥âáï à ¢­®© ­ã«î

p0 = 0; (12)

4) §­ ç¥­¨¥ ¯®«­®© ¬¥å ­¨ç¥áª®© í­¥à£¨¨ â¥«  á¢ï§ ­® á ¯®«®¦¥­¨¥¬ æ¥­âà  âï¦¥áâ¨ ¨
ä®à¬®© í««¨¯á®¨¤  ¨­¥àæ¨¨ ãá«®¢¨¥¬

(�� 1)E2

0
= (� � �)z2

0
: (13)

�ã¤ãç¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ë¬ ¢ ¨áå®¤­ëå à §¬¥à­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå, ãá«®¢¨¥ (11) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ®¤­®
¨§ ãá«®¢¨© § ¤ ç¨ �. �¥áá {�.�. �¯¯¥«ìà®â 

B(A�C)y2
0
= C(B �A)z2

0
;

  ãá«®¢¨¥ (13)
B(A� C)E2

0
= A(B � C)(mg z0)2
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¯à¨®¡à¥â ¥â ä®à¬ã, ï¢­® ¤¥¬®­áâà¨àãîéãî å à ªâ¥à ®£à ­¨ç¥­¨ï. �®á«¥¤­¥¥ á¢ï§ë¢ ¥â §­ -
ç¥­¨ï £« ¢­ëå ¬®¬¥­â®¢ ¨­¥àæ¨¨ â¥«  ¢ ­¥¯®¤¢¨¦­®© â®çª¥, ¯®«®¦¥­¨¥ æ¥­âà  ¬ áá, ãáª®à¥­¨¥
á¨«ë âï¦¥áâ¨ ¨ §­ ç¥­¨¥ ¯®«­®© ¬¥å ­¨ç¥áª®© í­¥à£¨¨ â¥« .

�¡¥¤¨¬áï, çâ® ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãá«®¢¨© (10){(13) ãà ¢­¥­¨¥ � ¬¨«ìâ®­ {�ª®¡¨ (5) ¤®¯ãá-
ª ¥â ç áâ­®¥ à¥è¥­¨¥

w1 = 23=2(E0 � y0 cos' sin � � z0 cos �)1=2: (14)

�®¤áâ ¢¨¬ ¢ëà ¦¥­¨¥ (14) ¢ ãà ¢­¥­¨¥ (5) ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®¦¤¥áâ¢®

�y2
0
sin2 ' sin2 � + �(y2

0
cos2 � + z2

0
sin2 � � y0z0 sin 2� cos') +

+ (1� �)(z0 cos' sin � � y0 cos �)2 �E2

0
+ (y0 cos' sin � + z0 cos �)2 � 0: (15)

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ â®¦¤¥áâ¢  (15) ¢ë¤¥«¨¬ á« £ ¥¬ë¥, á®¤¥à¦ é¨¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥
¬­®¦¨â¥«¥© y2

0
, z2

0
, y0z0 ¨ E2

0
, ¨ ¯à¥®¡à §ã¥¬ ¯®«ãç¥­­®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥, ã¬­®¦¨¢ ¨ ¯®¤¥«¨¢ ¥£® ­ 

(�� 1) ¨ ãç¨âë¢ ï ãá«®¢¨ï (11) ¨ (13)

y2
0
(cos2 � + cos2 ' sin2 � + � sin2 ' sin2 �) + z2

0
(cos2 � + cos2 ' sin2 � + � sin2 ' sin2 �)�E2

0
=

= z2
0
[(� � 1)(cos2 � + cos2 ' sin2 � + � sin2 ' sin2 �) +

+ (1� �)(cos2 � + cos2 ' sin2 � + � sin2 ' sin2 �)� �+ �]=(� � 1) � 0:

�¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® â®¦¤¥áâ¢® ¢¥à­®: ¤®áâ â®ç­® ¢ë¤¥«¨âì ¬­®¦¨â¥«¨ ¯à¨ �, �, �� ¨ ¯à¨
á¢®¡®¤­®¬ ç«¥­¥. �á¥ ®­¨ à ¢­ë ­ã«î. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ëà ¦¥­¨¥ (14) ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ï¢«ï¥âáï
ç áâ­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ ãà ¢­¥­¨ï � ¬¨«ìâ®­ {�ª®¡¨ (5) ¯à¨ ­ «®¦¥­¨¨ ®£à ­¨ç¥­¨© (10)-(13).

� áâ­ë© ¨­â¥£à « (14) ¨¬¥¥â ä¨§¨ç¥áª¨© á¬ëá« ¯à¨ ¯®«®¦¨â¥«ì­®¬ §­ ç¥­¨¨ ¢ëà ¦¥­¨ï,
áâ®ïé¥£® ¯®¤ §­ ª®¬ à ¤¨ª « , â.¥. ¯à¨ á®¡«î¤¥­¨¨ ­¥à ¢¥­áâ¢ 

E0 > y0 cos' sin � + z0 cos �:

�à®¬¥ â®£®, á«¥¤ã¥â ¯®âà¥¡®¢ âì, çâ®¡ë í««¨¯á®¨¤ ¨­¥àæ¨¨ ¢ ­¥¯®¤¢¨¦­®© â®çª¥ ¨¬¥« ­¥á®-
¢¯ ¤ îé¨¥ £« ¢­ë¥ ¬®¬¥­âë ¨­¥àæ¨¨. �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¤®áâ â®ç­® ¢ë¯®«­¨âì ãá«®-
¢¨ï

� > 1 > �: (16)

�«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç­® ­ ¯à ¢¨âì ®áì Oz ¯® «¨­¨¨ ­ ¨¬¥­ìè¥£® ¬®¬¥­â  ¨­¥àæ¨¨, ¨ ã£®« ­ã-
â æ¨¨ � ¡ã¤¥â å à ªâ¥à¨§®¢ âì ®âª«®­¥­¨¥ ®â ¢¥àâ¨ª «¨ ­ ¨¡®«ìè¥© ®á¨ í««¨¯á®¨¤  ¨­¥àæ¨¨.
�â¬¥â¨¬, çâ® æ¥­âà ¬ áá â¥«  á ãç¥â®¬ ­¥à ¢¥­áâ¢ (16) à á¯®« £ ¥âáï ¢ ¯«®áª®áâ¨, ¯¥à¯¥­¤¨-
ªã«ïà­®© áà¥¤­¥© ®á¨ í««¨¯á®¨¤  ¨­¥àæ¨¨.

�¡®¡é¥­­ë¥ ¨¬¯ã«ìáë p' ¨ p�, ®â¢¥ç îé¨¥ à¥è¥­¨î (14), ¢ëç¨á«ïîâáï ª ª ç áâ­ë¥ ¯à®¨§-
¢®¤­ë¥ ®â w1 ¯® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ®¡®¡é¥­­ë¬ ª®®à¤¨­ â ¬¨

p' = 21=2(y0 sin' sin �)=(E0 � y0 cos' sin � � z0 cos �)
1=2;

p� = 21=2(z0 sin � � y0 cos' cos �)=(E0 � y0 cos' sin � � z0 cos �)
1=2:

(17)

�ëà ¦¥­¨ï (17) ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© «¨­¥©­ë¥ ¨­¢ à¨ ­â­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï (ç áâ­ë¥ ¨­â¥£à -
«ë).

�¥è¥­¨¥ (14) § ¤ ç¨ (5) ¨ á«¥¤ãîé¨¥ ¨§ ­¥£® ¨­¢ à¨ ­â­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï (17) ¯®«ãç¥­ë  ¢â®-
à®¬ á ¯à¨¢«¥ç¥­¨¥¬ â¥å­¨ª¨ £àã¯¯®¢®£®  ­ «¨§  ãà ¢­¥­¨ï � ¬¨«ìâ®­ {�ª®¡¨ (5). �®áâà®¥­ë
¤¢  «®ª «ì­ëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï á¨¬¬¥âà¨¨. � ¦¤®¥ ¨§ ­¨å ®§­ ç ¥â, çâ® ®¤­® ¨§ ãá«®¢¨© (17)
ï¢«ï¥âáï ¨­¢ à¨ ­â®¬ £àã¯¯ë �¨ ­  ãà®¢­¥ ¢ë¯®«­¥­¨ï ¤àã£®£® ãá«®¢¨ï. � á¢ï§¨ á £à®¬®§¤ª®-
áâìî ¯à®¢¥¤¥­­®£®  ­ «¨§  ®£à ­¨ç¨¬áï ááë«ª ¬¨ ­  ¨áâ®ç­¨ª ¨¤¥¨ ¯®«ãç¥­¨ï à¥è¥­¨ï ([8];
[6], cc. 65, 96, 104).
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�¥à¥¤ª® ¯à¨ ®¯¨á ­¨¨ ç áâ­ëå á«ãç ¥¢ ¨­â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ § ¤ ç¨ ® ¢à é¥­¨¨ âï¦¥«®£® â¢¥à-
¤®£® â¥«   ¢â®àë § ¢¥àè îâ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ ãª § ­¨¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¨­¢ à¨ ­â­ëå á®®â­®-
è¥­¨©, ¯®áª®«ìªã íâ® ¤®ª §ë¢ ¥â ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­ãî ¢®§¬®¦­®áâì ­ å®¦¤¥­¨ï § ª®­  ¤¢¨¦¥­¨ï
â¥«  [11]. �ë ¯à® ­ «¨§¨àã¥¬ ­ ©¤¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡­®.

�®ª ¦¥¬, çâ® à¥è¥­¨¥ (14) § ¤ ç¨ (5) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ç áâ­®¬ã á«ãç î § ¤ ç¨ �. �¥áá  ¨
�.�. �¯¯¥«ìà®â  ([1]; [2], c. 161{274; [9], c. 182{184; [10], c. 264{272; [11], c. 119{124). � ©¤¥­­ë©
�. �¥áá®¬ ¨ �.�. �¯¯¥«ìà®â®¬ á«ãç © áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ç áâ­®£® à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ ® ¢à é¥­¨¨ âï-
¦¥«®£® â¢¥à¤®£® â¥«  ®¡ëç­® ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¢ ¯¥à¥¬¥­­ëå �©«¥à  ',  , �, p, q, r (ã£«ë �©«¥à 
¨ ¯à®¥ªæ¨¨ ã£«®¢®© áª®à®áâ¨ â¥«  ­  £« ¢­ë¥ ®á¨ ¨­¥àæ¨¨ ¢ ­¥¯®¤¢¨¦­®© â®çª¥). �à¥¡ã¥âáï
¢ë¯®«­¥­¨¥ á«¥¤ãîé¨å âà¥å ãá«®¢¨©.

 ) �¥­âà ¬ áá â¥«  à á¯®«®¦¥­ ¢ £« ¢­®© ¯«®áª®áâ¨ í««¨¯á®¨¤  ¨­¥àæ¨¨ ¢ ­¥¯®¤¢¨¦­®©
â®çª¥; ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® áç¨â âì ¢ë¯®«­¥­­ë¬ ãá«®¢¨¥ (10)

x0 = 0:

¡) �¯à ¢¥¤«¨¢® ãá«®¢¨¥ �. �¥áá  (á â®ç­®áâìî ¤® ¯à¨­ïâ®£® ¢ë¡®à  ®á¥©)

B(A�C)y2
0
= C(B �A)z2

0
: (18)

�®á«¥ ¯¥à¥å®¤  ª ¡¥§à §¬¥à­ë¬ ¢¥«¨ç¨­ ¬ ãá«®¢¨¥ (18) á®¢¯ ¤ ¥â á (11).
¢) � «®¦¥­® ãá«®¢¨¥ [10]

Bqy0 + Crz0 = 0;

®§­ ç îé¥¥, çâ® ¯à®¥ªæ¨ï ã£«®¢®© áª®à®áâ¨ ­  ­ ¯à ¢«¥­¨¥ à ¤¨ãá -¢¥ªâ®à  æ¥­âà  ¬ áá â¥« 
à ¢­  ­ã«î. � ¡¥§à §¬¥à­ëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ¯®á«¥¤­¥¥ ãá«®¢¨¥ ¯à¨®¡à¥â ¥â ¢¨¤

�qy0 + �rz0 = 0: (19)

� ª ¨§¢¥áâ­®, ª®¬¯®­¥­âë ã£«®¢®© áª®à®áâ¨ á¢ï§ ­ë á ª ­®­¨ç¥áª¨¬¨ ¯¥à¥¬¥­­ë¬¨ á«¥¤ã-
îé¨¬ ®¡à §®¬:

p = p0 cos'� p' cos � sin';

q = ��(p� sin'+ p' ctg � cos'); r = �p':
(20)

�®¤áâ ¢«ïï ¢ (20) §­ ç¥­¨ï p� ¨ p' (17), ¨¬¥¥¬

p = 21=2(z0 cos' sin � � y0 cos �)=(E0 � y0 cos' sin � � z0 cos �)1=2;

q = �21=2�z0 sin' sin �=(E0 � y0 cos' sin � � z0 cos �)1=2;

r = �21=2�y0 sin' sin �=(E0 � y0 cos' sin � � z0 cos �)
1=2:

(21)

�®á«¥¤­¨¥ ¤¢  á®®â­®è¥­¨ï ¨§ (21) á¢¨¤¥â¥«ìáâ¢ãîâ ® â®¬, çâ® ¯à®¥ªæ¨¨ q ¨ r ã£«®¢®© áª®à®áâ¨
¯à®¯®àæ¨®­ «ì­ë, ¨ ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ (19), çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¯®ª § âì.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨áá«¥¤ã¥¬ ï § ¤ ç  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ç áâ­ë© á«ãç © § ¤ ç¨ �. �¥áá -
�.�. �¯¯¥«ìà®â . �à®¢¥¤¥­­ë© ¢ [2]  ­ «¨§ § ¤ ç¨ �. �¥áá -�.�. �¯¯¥«ìà®â  ¯®§¢®«¨« ¯®«ãç¨âì
ª ç¥áâ¢¥­­ãî ª àâ¨­ã ¤¢¨¦¥­¨ï â¥« . �¥âàã¤­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¬®¬¥­â ¨­¥àæ¨¨ â¥«  ®â­®á¨-
â¥«ì­® ®á¨, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ ­¥¯®¤¢¨¦­ãî â®çªã ¨ æ¥­âà âï¦¥áâ¨, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢ëà ¦¥­¨¥¬
J = (��)�1 (¢ ®¡®§­ ç¥­¨ïå �. �¥áá  J = AC=B). �¥­âà ¬ áá â¥«  ¤¢¨¦¥âáï ª ª ¯«®áª¨© ¬ -
â¥¬ â¨ç¥áª¨© ¬ ïâ­¨ª ¢ ®¤­®à®¤­®¬ á¨«®¢®¬ ¯®«¥, ã¢¥«¨ç¥­­®¬ ¢ y2

0
+ z2

0
à § ¯® áà ¢­¥­¨î á

¯®«¥¬ á¨«ë âï¦¥áâ¨ [10]. � à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© § ¤ ç¥ ¯à®¥ªæ¨¨ ¬®¬¥­â  ª®«¨ç¥áâ¢  ¤¢¨¦¥­¨ï
â¥«  ­  ¯àï¬ãî, á®¥¤¨­ïîéãî ­¥¯®¤¢¨¦­ãî â®çªã á æ¥­âà®¬ âï¦¥áâ¨, ¨ ­  ¢¥àâ¨ª «ì à ¢­ë
­ã«î.

� ª ¨§¢¥áâ­®, �.�.�¥ªà á®¢ë¬ ®¡é ï § ¤ ç  �. �¥áá -�.�. �¯¯¥«ìà®â  á¢¥¤¥­  ª ¨­â¥£à¨à®-
¢ ­¨î ®¡ëª­®¢¥­­®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®£® ãà ¢­¥­¨ï ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  á ¤¢®ïª®¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨¬¨
ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. �®á«¥¤­¨¥, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, ®¯à¥¤¥«ïîâáï ­¥ï¢­® ç¥à¥§ P -äã­ªæ¨¨ �¥©¥à-
èâà áá  ([10]; [11], c. 122). � ¯®¬®éìî íâ®£® ãà ¢­¥­¨ï ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¢¥«¨ç¨­ë p, q, r. � ¤ ç 
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­¥ á¢¥¤¥­  ª ª¢ ¤à âãà ¬, å®âï ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­ ï ¢®§¬®¦­®áâì ¯®«ãç¥­¨ï ®¤­®§­ ç­®£® à¥è¥-
­¨ï ¤®ª § ­ . �¢¥¤¥­­®¥ ¤®¯®«­¨â¥«ì­®¥ ãá«®¢¨¥ (13) ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì ¤®áâ â®ç­® ¯à®áâ®¥
 ­ «¨â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¨á¯®«ì§ãï ®¤­® ¨§ ãà ¢­¥­¨© �. �¥áá  ([10], c. 268):

�d�=dt = (�+E0)d�=dt;

(� = p2 + q2=� + r2=�; � = y0 cos' sin � + z0 cos �), áâà®¨âáï ï¢­ ï § ¢¨á¨¬®áâì ¬¥¦¤ã ã£« ¬¨ '
¨ �

' = arccos f(�);

f(�) = �[(�� �)1=2 + (�� 1)1=2 cos �]=(1� �)1=2 sin �:

�¥è¥­¨¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¨ jf(�)j � 1. �á¯®«ì§®¢ ­¨¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ' (�) ¯®§¢®«ï¥â § ¢¥àè¨âì
­ å®¦¤¥­¨¥ § ª®­  ¤¢¨¦¥­¨ï â¥« .

� ©¤¥­­®¥ ç áâ­®¥ à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ (3) ®áâ ¢«ï¥â á¢®¡®¤­ë¬¨ ç¥âëà¥ ¯ à ¬¥âà  § ¤ ç¨.
� ¢­®¥ á ®¯¨áë¢ ¥¬ë¬ á«ãç ¥¬ ç¨á«® ®£à ­¨ç¥­¨© ¨ á¢®¡®¤­ëå ¯ à ¬¥âà®¢ (4 ¨ 4) ¨¬¥îâ á«ã-
ç ¨ �.�.�¥«®­¥ ¨ �.�. �â¥ª«®¢  (á¬. â ¡«.). �«ï áà ¢­¥­¨ï ãª ¦¥¬, çâ® ¢ ¨§¢¥áâ­®¬ á«ãç ¥
�.�. �®àïç¥¢ {�.�.� ¯«ë£¨­  ¯à¨ ç¥âëà¥å ®£à ­¨ç¥­¨ïå ®áâ îâáï ¢á¥£® âà¨ á¢®¡®¤­ëå ¯ à -
¬¥âà , ¯®áª®«ìªã í««¨¯á®¨¤ ¨­¥àæ¨¨ ¢ ­¥¯®¤¢¨¦­®© â®çª¥ ï¢«ï¥âáï â¥«®¬ ¢à é¥­¨ï.

�¨â¥à âãà 
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