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� ¤ ®© à ¡®â¥ ¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® £àã¯¯   ää¨ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¬®£®®¡à §¨ï Mn,
á ¡¦¥®£® «¨¥©®© á¢ï§®áâìî r ¢ ª ¦¤®¬ ª á â¥«ì®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ Tx0(Mn) ª ¬®£®-
®¡à §¨î Mn, ¨¤ãæ¨àã¥â £àã¯¯ã  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ «¨¥©®©  «£¥¡àë A, ¢ ª®â®à®© ®¯¥à æ¨¨ ¯®-
à®¦¤ îâáï ª®¢ à¨ âë¬¨ ¤¨ää¥à¥æ¨ « ¬¨ â¥§®àëå ¯®«¥© ªàãç¥¨ï ¨ ªà¨¢¨§ë á¢ï§®áâ¨
r. �áá«¥¤®¢ ¨¥ £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ íâ®©  «£¥¡àë ¯®§¢®«ï¥â ®æ¥¨âì à §¬¥à®áâì £àã¯¯ë
 ää¨ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ (Mn;r).

1. �ää¨ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¬®£®®¡à §¨© á «¨¥©®© á¢ï§®áâìî

�ãáâì Mn | á¢ï§®¥, £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ ª« áá  C1, r | «¨¥© ï á¢ï§®áâì   ¥¬,
L(Mn) | à áá«®¥¨¥ «¨¥©ëå à¥¯¥à®¢  ¤ Mn. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ X(0) ¥áâ¥áâ¢¥ë© «¨äâ  
L(Mn) ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï X, § ¤ ®£®   Mn. � ¯®¬¨¬ á«¥¤ãîé¥¥

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.1. �¨ää¥®¬®àä¨§¬ f :Mn !Mn  §ë¢ ¥âáï  ää¨ë¬, ¥á«¨

df(rXY ) = rdfXdfY

¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© X, Y , § ¤ ëå   Mn.

� íâ®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ df ®§ ç ¥â ¤¨ää¥à¥æ¨ « ®â®¡à ¦¥¨ï f .
�§¢¥áâ®, çâ® ¬®¦¥áâ¢® G ¢á¥å  ää¨ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¯à®áâà áâ¢  (Mn;r) ®¡à §ã¥â

£àã¯¯ã �¨, à §¬¥à®áâì ª®â®à®© ¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ n2 + n, £¤¥ n | à §¬¥à®áâì ¬®£®®¡à §¨ï Mn

([1], á. 215).
�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ g(Mn)  «£¥¡àã �¨ ¨ä¨¨â¥§¨¬ «ìëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨© £àã¯¯ë G  ää¨-

ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¬®£®®¡à §¨ï Mn. �«ï ª ¦¤®£® X 2 g(Mn) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

LXr = 0;

£¤¥ LX | á¨¬¢®« ¯à®¨§¢®¤®© �¨ ®â®á¨â¥«ì® ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï X.
� ª ¦¤®© «¨¥©®© á¢ï§®áâìî  áá®æ¨¨à®¢ ë ¤¢  ¥áâ¥áâ¢¥ëå â¥§®àëå ¯®«ï: T | â¥-

§®à®¥ ¯®«¥ ªàãç¥¨ï ¨ R | â¥§®à®¥ ¯®«¥ ªà¨¢¨§ë, ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«ïîâáï â®¦¤¥áâ¢ ¬¨

T (X;Y ) = rXY �rYX � [X;Y ];

R(X;Y )Z = rXrYZ �rYrXZ �r[X;Y ]Z:

�ãáâì K | â¥§®à®¥ ¯®«¥ â¨¯  (r; s), £¤¥ r = 0 ¨«¨ 1.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.2. �¥§®à®¥ ¯®«¥ K  §ë¢ ¥âáï ¨¢ à¨ âë¬ ®â®á¨â¥«ì® ¤¨ää¥®¬®à-
ä¨§¬  f , ¥á«¨ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå ¢¥ªâ®àëå ¯®«¥© X1;X2; : : : ;Xs   Mn ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

df(K(X1;X2; : : : ;Xs)) = K(dfX1; dfX2; : : : ; dfXs):

�¥£ª® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® â¥§®àë¥ ¯®«ï T ¨ R ¨¢ à¨ âë ®â®á¨â¥«ì®  ää¨ëå ¯à¥®¡à -
§®¢ ¨© ¯à®áâà áâ¢  (Mn;r).
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.1. �á«¨ â¥§®à®¥ ¯®«¥ K ¨¢ à¨ â® ®â®á¨â¥«ì®  ää¨®£® ¯à¥-

®¡à §®¢ ¨ï (Mn;r), â® ¤«ï «î¡®£®  âãà «ì®£® ç¨á«  m â¥§®à®¥ ¯®«¥ rmK ¨¢ à¨ â®

®â®á¨â¥«ì®  ää¨®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï f .

�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï ¬®¦® ¯à®¢¥áâ¨ ¨¤ãªæ¨¥© ¯® m.
�ãáâì x00 | ¯à®¨§¢®«ì ï â®çª  à áá«®¥¨ï L(Mn), x0 | ¥¥ ¥áâ¥áâ¢¥ ï ¯à®¥ªæ¨ï   Mn.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.2. �®®â¢¥âáâ¢¨¥ h : g(Mn) ! Tx0

0
(L(Mn)) ¯® ¯à ¢¨«ã h(X) = X

(0)
x0

0
ï¢«ï-

¥âáï ¨ê¥ªâ¨¢ë¬ ([1], c. 219).

�§ íâ®£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® Imh ¨¬¥¥â à §¬¥à®áâì, à ¢ãî à §¬¥à®áâ¨ £àã¯¯ë G

 ää¨ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¯à®áâà áâ¢  (Mn;r):

dim(Imh) = dimG:

� áá¬®âà¨¬ ¢ â®çª¥ x0 2 Mn § ç¥¨ï â¥§®àëå ¯®«¥© rmT ¨ rkR. �®«ãç¥ë¥ â¥§®àë
§ ¤ îâ ¢ ª á â¥«ì®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ Tx0(Mn)  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ®¯¥à æ¨¨, «¨¥©ë¥ ¯® ª ¦¤®¬ã
 à£ã¬¥âã. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x0 2Mn ¢®§¨ª ¥â «¨¥© ï  «£¥¡à 

A = (Tx0(Mn); Tx0 ; Rx0 ; (r
mT )x0 ; (r

kR)x0); m; k 2 N:

�àã¯¯   ää¨ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨© G ¯à®áâà áâ¢  (Mn;r) ¨¤ãæ¨àã¥â ¯®¤£àã¯¯ã  ¢â®-
¬®àä¨§¬®¢ ¯®áâà®¥®©  «£¥¡àë. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, à áá¬®âà¨¬ áâ æ¨® àãî ¯®¤£àã¯¯ã Gx0 =
ff j f 2 G ¨ f(x0) = x0g â®çª¨ x0 £àã¯¯ë  ää¨ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨©. �â  ¯®¤£àã¯¯  ¯®à®¦¤ ¥â
£àã¯¯ã Hx0 = fdfx0 j f 2 Gx0g «¨¥©ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ª á â¥«ì®£® ¯à®áâà áâ¢  Tx0(Mn).
�àã¯¯  Hx0  §ë¢ ¥âáï «¨¥©®© £àã¯¯®© ¨§®âà®¯¨¨ £àã¯¯ë G ¢ â®çª¥ x0.

�§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.1 á«¥¤ã¥â

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.3. �àã¯¯  Hx0 ï¢«ï¥âáï § ¬ªãâ®© ¯®¤£àã¯¯®© ¢ £àã¯¯¥ �¨  ¢â®¬®àä¨§-

¬®¢  «£¥¡àë A ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, £àã¯¯®© �¨.

�«£¥¡à  �¨ g0 £àã¯¯ë Hx0 ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®© ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨© «¨¥©®©  «£¥¡àë A,
¯à¨ç¥¬ dim g0 = dimHx0 .

�¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§ ç¥¨ï: K2m = (rmT )x0 , K
2m+1 = (rmR)x0 . �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ®

r0T = T ¨ r0R = R.
�ë¡¥à¥¬ «®ª «ìãî ª àâã (U; xi)   Mn, ®¡« áâì U ª®â®à®© á®¤¥à¦¨â â®çªã x0. �  à áá«®-

¥¨¨ L(Mn) ¯®áâà®¨¬ ª àâã (��1(U); xi; xi�) (i; � = 1; 2; : : : ; n) ¨ § ä¨ªá¨àã¥¬ â®çªã x00 ¨§ L(Mn)
 ¤ â®çª®© x0. �«ï ª ¦¤®£® ¨ä¨¨â¥§¨¬ «ì®£®  ää¨®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ïX ¨§ g(Mn) ¨¬¥¥¬

X = X i@i;

X(0) = (X i)(0)@
(0)
i + (X i)(�)@

�
i ;

£¤¥ (X i)(0) | ¢¥àâ¨ª «ìë¥ «¨äâë äãªæ¨© X i, (X i)(�) | �-«¨äâë ¢ à áá«®¥¨¨ L(Mn), ®¯à¥-
¤¥«¥ë¥ ãá«®¢¨¥¬ (X i)(�) = (@jX i)(0)xj�, £¤¥ kx

j
�k 2 GL(n;R).

�á«¨ X | ¨ä¨¨â¥§¨¬ «ì®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¨§  «£¥¡àë �¨ áâ æ¨® à®© ¯®¤£àã¯¯ë Gx0,
â® X(x0) = 0, â. ¥. X i(x0) = 0,   í¤®¬®àä¨§¬ ' : Tx0(Mn) ! Tx0(Mn), § ¤ ë© ä®à¬ã«®©
'(a) = (@jX i(x0))aj@ijx0 ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  a 2 Tx0(Mn), ¯à¨ ¤«¥¦¨â  «£¥¡à¥ �¨ g0 «¨¥©®©
£àã¯¯ë ¨§®âà®¯¨¨ Hx0 , á«¥¤®¢ â¥«ì®, ï¢«ï¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥¬  «£¥¡àë A. �®íâ®¬ã

'(Kq(a1; a2; : : : ; at(q))) = Kq('(a1); a2; : : : ; at(q)) +Kq(a1; '(a2); : : : ; at(q)) +Kq(a1; a2; : : : ; '(at(q))):

�á«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¢¥ªâ®à®¢ a1; a2; : : : ; at(q) ¢®§ì¬¥¬ ¢¥ªâ®àë ¡ §¨á  @ijx0 , â® ¯®«ãç¨¬ á®®â®è¥¨ï

K
�i
j1j2:::jt(q)

��l
s

�
@lX

s(x0) = 0, £¤¥

K
�i
j1j2:::jt(q)

��l
s

�
= �lj1K

i
sj2:::jt(q)

+ � � �+ �ljt(q)K
i
j1j2:::s

� �isK
l
j1j2:::jt(q)

:

78



� ª¨¬ ®¡à §®¬, ª ¦¤®¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ ' 2 g0 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á¨áâ¥¬¥ ®¤®à®¤ëå «¨-
¥©ëå ãà ¢¥¨©

K
�i
j1j2:::jt(q)

��l
s

�
xsl = 0: (1.1)

�ãáâì â¥¯¥àì X | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¨ä¨¨â¥§¨¬ «ì®¥  ää¨®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¯à®áâà -
áâ¢  (Mn;r). �®£¤  ¥£® ª®®à¤¨ âë X� ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á¨áâ¥¬¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨©

LX(rmT ) = 0;

LX(r
kR) = 0:

�âáî¤  ¯®«ãç¨¬, çâ® ¢ â®çª¥ x0 ã¯®àï¤®ç¥ë©  ¡®à (X i(x0); @jX i(x0)) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á¨áâ¥¬¥
®¤®à®¤ëå «¨¥©ëå ãà ¢¥¨©

(@sK i
j1j2:::jt(q)

(x0))ys +K
�i
j1j2:::jt(q)

��l
s

�
ysl = 0: (1.2)

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ M ¬ âà¨æã á¨áâ¥¬ë (1.2),   ç¥à¥§ M | ¬ âà¨æã á¨áâ¥¬ë (1.1). �§ áª § -
®£® ¢ëè¥ á«¥¤ã¥â, çâ® M | ¯®¤¬ âà¨æ  ¬ âà¨æë M , ¯®íâ®¬ã rankM � rankM .

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.4. �á«¨ � = rankM , â® dimG � n2 + n� �.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®áâà áâ¢® à¥è¥¨© á¨áâ¥¬ë (1.2) ¨¬¥¥â à §¬¥à®áâì n2 + n � �. �®-
íâ®¬ã  ¨¡®«ìè¥¥ ç¨á«® «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå ¢¥ªâ®à®¢ X(0)

x0

0
2 Imh � Tx0

0
(L(Mn)) ¥ ¡®«ìè¥,

ç¥¬ n2 + n� �. �â® ®§ ç ¥â, çâ® dim(Imh) � n2 + n� �. �«¥¤®¢ â¥«ì®, dimG � n2 + n� �.

�§ ¤®ª § ®£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï á«¥¤ã¥â

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.5. �á«¨ à §¬¥à®áâì r «¨¥©®© £àã¯¯ë ¨§®âà®¯¨¨ Hx0 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â

¥à ¢¥áâ¢ã r � r1, â® dimG � n+ r1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ r = dimHx0 , â® rankM = n2 � r. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® rankM �
n2 � r1. �§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1.4 á«¥¤ã¥â, çâ® dimG � n2 + n� rankM � n+ r1.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1.6. �á«¨ £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢ «¨¥©®©  «£¥¡àë A = (Tx0(Mn)Kq), q =
0; 1; : : : , ¨¬¥¥â à §¬¥à®áâì �, â® dimG � n+ �.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«£¥¡à  g0 «¨¥©®©  «£¥¡àë ¨§®âà®¯¨¨ Hx0 ï¢«ï¥âáï ¯®¤ «£¥¡à®©  «£¥-
¡àë �¨ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨©  «£¥¡àë A. �®íâ®¬ã dimHx0 � �. �âáî¤    ®á®¢ ¨¨ ¯à¥¤«®¦¥-
¨ï 1.5 § ª«îç ¥¬ dimG � n+ �.

2. �¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï  «£¥¡à á  â¨ª®¬¬ãâ â¨¢ë¬ ã¬®¦¥¨¥¬

�ãáâì A = (V; �) | «¨¥© ï  «£¥¡à   ¤ ¯®«¥¬ ¤¥©áâ¢¨â¥«ìëå ç¨á¥«, dimV = n, ã¬®-
¦¥¨¥ ¢ ª®â®à®© ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î a � b = �b � a ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢ a ¨ b. �«ï ¢áïª®£®
¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï D  «£¥¡àë A ¨¬¥¥¬ D(a � b) = (Da) � b+ a � (Db).

�ãáâì ¢ë¡à  ¡ §¨á (e1; e2; : : : ; en)  «£¥¡àë A. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ C i
jk áâàãªâãàë¥ ¯®áâ®ïë¥

 «£¥¡àë A ¨ ¯®«®¦¨¬ Dei = a
j
iej . �®£¤  ª®íää¨æ¨¥âë a

j
i ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á¨áâ¥¬¥ «¨¥©ëå

ãà ¢¥¨©

C
�i
jk

��l
s

�
xsl = 0; (2.1)

£¤¥ C
�i
jk

��l
s

�
= �ljC

i
sk + �lkC

i
js � �isC

l
jk.

�ë¡¥à¥¬ ¥ª®â®àãî «¨¥©ãî ¥ã«¥¢ãî ä®à¬ã � : V ! R. �¬®¦¥¨¥ ¢  «£¥¡à¥ ¨ ¢ë¡à -
 ï ä®à¬  � ¯®§¢®«ïîâ ¯®áâà®¨âì ¡¨«¨¥©ãî  â¨á¨¬¬¥âà¨ç¥áªãî ä®à¬ã  (a; b) = �(a � b).

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ L� ï¤à® «¨¥©®© ä®à¬ë � : L� = Ker �,   ®£à ¨ç¥¨¥ ¡¨«¨¥©®© ä®à¬ë
   L� | ç¥à¥§  0. �¨«¨¥© ï ä®à¬   0  â¨á¨¬¬¥âà¨ç , ¯®íâ®¬ã ¢ L� ¬®¦® ¯®áâà®¨âì
¡ §¨á, ®â®á¨â¥«ì® ª®â®à®£®  0 ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ª ®¨ç¥áª¨© ¢¨¤. �â®â ¡ §¨á ¬®¦® ¤®¯®«¨âì
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¤® ¡ §¨á   «£¥¡àë A. � ª ª ª dimL� = n � 1, â® ¤®áâ â®ç® ª ¡ §¨áë¬ ¢¥ªâ®à ¬ ¯à®áâà -
áâ¢  L� ¤®¡ ¢¨âì ®¤¨ ¢¥ªâ®à. �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¢ ¡ §¨á¥ (e1; e2; : : : ; en)  «£¥¡àë A ¢¥ªâ®àë
e1; e2; : : : ; en�1 á®áâ ¢«ïîâ ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  L�, ®â®á¨â¥«ì® ª®â®à®£® ä®à¬   0 ¨¬¥¥â ª ®-
¨ç¥áª¨© ¢¨¤,   ¢¥ªâ®à en ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î �(en) = 1.

�ãáâì 2r | à £ ¡¨«¨¥©®© ä®à¬ë  0. �®£¤  ®â®á¨â¥«ì® ¢ë¡à ®£® ¡ §¨á  ¡ã¤¥¬
¨¬¥âì  0(e2s�1; e2s) = � 0(e2s; e2s�1) = 1 (s = 1; 2; : : : ; r),  0(ei; ej) = 0 ¢ ®áâ «ìëå á«ã-
ç ïå. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® áâàãªâãàë¥ ¯®áâ®ïë¥ Cn

jk ¡ã¤ãâ ã¤®¢«¥â¢®àïâì á®®â®è¥¨ï¬
Cn

2s�1 2s = �Cn
2s 2s�1 = 1, Cn

ab = 0 (a; b < n) ¢ ®áâ «ìëå á«ãç ïå.
� áá¬®âà¨¬ ¬ âà¨æã C, á®áâ ¢«¥ãî ¨§ ª®íää¨æ¨¥â®¢ ¯à¨ ¯¥à¥¬¥ëå

xj
0

n (j0 < n); x2s�1
�s

; x2s�s ; x
2s
2s (s = 1; 2; : : : ; r; �s = 2s+ 1; : : : ; n� 1)

¢ ãà ¢¥¨ïå á¨áâ¥¬ë (2.1), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¨¤¥ªá ¬

�h0

12

�
;
�n
�t 2t

�
(t = 1; 2; : : : ; r; �t = 2t+ 1; : : : ; n� 1);

�n
2t�1 �t

�
;
�n
2l�1 2l

�
(l = 1; 2; : : : ; r):

�«ï ª®íää¨æ¨¥â®¢, ¢å®¤ïé¨å ¢ ¯¥à¢ãî á¥à¨î ãà ¢¥¨©, ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì C
�h0

1 2

��h
j0

�
= ��h

0

j0 C
h
1 2 =

��h
0

j0 . �«ï ª®íää¨æ¨¥â®¢ á«¥¤ãîé¨å á¥à¨© ãà ¢¥¨© ¯®«ãç¨¬

C
�n
�t 2t

��n
j0

�
= 0; C

�n
�t 2t

��as
2s�1

�
= �as�tC

n
2s�1 2t + �as2tC

n
�t 2s�1 = �as�t �

s
t ;

C
�n
�t 2t

���s
2s

�
= ��s2t C

n
�t 2s = 0;

C
�n
2t�1 �t

��n
j0

�
= 0; C

�n
2t�1�t

���s
2s�1

�
= ��s2t�1C

n
2s�1 �t

= 0;

C
�n
2t�1 �t

���s
2s

�
= ��s�t C

n
2t�1 2s + ��s2t�1C

n
2s �t

= ��s�t �
s
t ;

C
�n
2l�1 2l

��n
j0

�
= 0; C

�n
2l�1 2l

���s
2s�1

�
= ��s2l�1C

n
2s�1 2l = 0;

C
�n
2l�1 2l

���s
2s

�
= ��s2l C

n
2l�1 2s = 0; C

�n
2l�1 2l

��2s
2s

�
= �slC

n
2l�1 2s = �sl :

�§ ¯®«ãç¥ëå á®®â®è¥¨© á«¥¤ã¥â, çâ® ¬ âà¨æ  C ¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¥¥ áâà®¥¨¥:
0
BBBBBBB@

�En�1 � � � � � � �
0 E2(n�3) � � � � � �
0 0 E2(n�5) � � � � �

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 � � � E2(n�(2r+1)) �
0 0 0 : : : 0 Er

1
CCCCCCCA
;

£¤¥ Ep | ¥¤¨¨ç ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  p. � ª¨¬ ®¡à §®¬,

rankC = n� 1 + 2(n� 3) + (n� 5) + � � � + (n� (2r + 1)) + r = n� 1 + r(2n� 2r � 3):

�âáî¤  á«¥¤ã¥â

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2.1. �á«¨ à £ ¡¨«¨¥©®© ä®à¬ë  0(a; b) = �(a � b) à ¢¥ 2r, â® à §¬¥à-

®áâì  «£¥¡àë ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨© «¨¥©®©  «£¥¡àë A á  â¨ª®¬¬ãâ â¨¢ë¬ ã¬®¦¥¨¥¬

¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ n2 � r(2n� 2r � 3)� n+ 1.

�«¥¤áâ¢¨¥¬ ¤®ª § ®£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï ï¢«ï¥âáï

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2.2. � §¬¥à®áâì  «£¥¡àë ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨© «¨¥©®©  «£¥¡àë A á  â¨-

ª®¬¬ãâ â¨¢ë¬ ã¬®¦¥¨¥¬ ¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ n2 � 3n+ 6.

�§ ¤®ª § ëå ¯à¥¤«®¦¥¨© 2.1 ¨ 1.6 á«¥¤ã¥â
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�¥®à¥¬  2.1. �ãáâì (Mn;r) | ¯à®áâà áâ¢® á «¨¥©®© á¢ï§®áâìî ¨ T | â¥§®à-

®¥ ¯®«¥ ªàãç¥¨ï á¢ï§®áâ¨ r. �á«¨ ¢ â®çª¥ x0 2 Mn à £ ®£à ¨ç¥¨ï ¡¨«¨¥©®© ä®à¬ë

(� � T )x0   ¯®¤¯à®áâà áâ¢® L� = Ker � à ¢¥ 2r, â® à §¬¥à®áâì £àã¯¯ë  ää¨ëå ¯à¥®¡à -

§®¢ ¨© íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ n2 � r(2n� 2r � 3) + 1.

�§ â¥®à¥¬ë 2.1 ¯à¨ r = 1 ¯®«ãç ¥âáï

�¥®à¥¬  2.2 ([2]). �á«¨ ®£à ¨ç¥¨¥ ¡¨«¨¥©®© ä®à¬ë (� � T )x0   ¯®¤¯à®áâà áâ¢®

L� = Ker � ¥ã«¥¢®¥, â® à §¬¥à®áâì £àã¯¯ë  ää¨ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¯à®áâà áâ¢  (Mn;r)
¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ n2 � 2n+ 6.

�¨â¥à âãà 
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