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Ââåäåíèå

Öåëüþ äàííîé äèïëîìíîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ àëãîðèòìè÷åñêîé âû÷èñëèìîñòè. Ïðèâå-
äåíû îïðåäåëåíèÿ âû÷èñëèìûõ, âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ, ñèëüíî âû-
÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è èçó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó íèìè.

Òàêæå èçó÷åíà ñâîäèìîñòü ïî Ñîëîâåþ è å¼ ñâÿçü ñ èçâåñòíûìè àëãî-
ðèòìè÷åñêèìè ñâîäèìîñòÿìè.

Àêòóàëüíîñòü èçó÷åíèÿ äàííîé òåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü àï-
ïðîêñèìèðîâàòü çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ èçâåñòíîé, íàïåð¼ä çà-
äàííîé òî÷íîñòüþ.
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1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Ïóñòü N = {0, 1, 2, 3, ...}. Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë À
ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèì âåùåñòâåííîå ÷èñëî α:

α = 0.q0q1q2q3...qn...

ãäå qi = 1, åñëè i ∈ A è qi = 0, åñëè i∈A. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøåì α = 0.A.

Îïðåäåëåíèå 1[1]: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn}n∈N, ãäå αn = 0.q0q1q2q3...qn,
íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî ñõîäÿùåéñÿ, åñëè:

|α− αn| ≤ 2(−n)

äëÿ âñåõ n ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 2[2]: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αn}n∈N íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ Êîøè:

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå Nε, ÷òî |αn−αm| < ε

äëÿ ëþáûõ n,m > Nε.

Îïðåäåëåíèå 3[1]: Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì,
åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë {αn}n∈N , ýôôåêòèâíî ñõîäÿùàÿñÿ ê α. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {αn}n∈N âû÷èñëèìà, åñëè ñóùåñòâóþò
òàêèå âû÷èñëèìûå ôóíêöèè α,β,γ:N → N, ÷òî:

αn =
α(n)− β(n)

γ(n)

äëÿ ëþáîãî n ∈ N.
Âû÷èñëèìîå ÷èñëî α = 0.A ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíî êàê:

α =
∑

n∈A 2−n

Îïðåäåëåíèå 4[3]: Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà A, íàçûâà-
åòñÿ ôóíêöèÿ:

A(x) =

{
1 , x ∈ A

0 , x /∈ A

Îïðåäåëåíèå 5[3]: Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì, åñëè åãî õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ A(x) âû÷èñëèìà äëÿ êàæäîãî x.
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Îïðåäåëåíèå 6[3]: Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëè-
ìûì, åñëè A ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ÷àñòè÷íî âû-
÷èñëèìîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 7[4]: Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé, åñëè
îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç èñõîäíûõ ïðîñòåéøèõ ôóíêöèé:

O(x) = 0, s(x) = x + 1, Im
n (x1, ..., xn) = xm, 1 ≤ m ≤ n

Ïóò¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ñëåäóþùèõ îïåðàöèé: ñóïåðïîçè-
öèè, ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè, ìèíèìèçàöèè àðãóìåíòà.

Îïðåäåëåíèå 8[1]: Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî,
åñëè ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ (óáûâàþùàÿ) âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {αn}n∈N , ñõîäÿùàÿñÿ ê α.

Îïðåäåëåíèå 9[5]: Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α = 0.A íàçûâàåòñÿ ñèëüíî
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûì, åñëè ìíîæåñòâî A - âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëè-
ìîå.

Îïðåäåëåíèå 11[6]: Ïóñòü α, β - äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî α äîìèíèðóåò β ( èëè β ñâîäèòñÿ ïî Ñîëîâåþ ê α, ïèøåì
β ≤s α), åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòà c è ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ ϕ : Q → Q , ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà q < α èìååì
ϕ(q) îïðåäåëåíî, ϕ(q) < β è:

β − ϕ(q) ≤ c · (α− q)

Îïðåäåëåíèå 12[3]:

(i) Ìíîæåñòâî B âû÷èñëèìî îòíîñèòåëüíî A (ñâîäèòñÿ ïî Òüþðèíãó
ê A), ïèøåì B ≤T A, åñëè B = {e}A äëÿ íåêîòîðîãî e, ãäå {e}A = ΦA

e -
÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, âû÷èñëèìàÿ íà ìàøèíå Òüþðèíãà Pe ñ îðàêóëîì
A.

(ii) Ìíîæåñòâî B âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî îòíîñèòåëüíî A, åñëè B =
WA

e äëÿ íåêîòîðîãî e, ãäå ìíîæåñòâî WA
e ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ çíà÷åíèé

÷àñòè÷íî âû÷èñëèìîé ôóíêöèè ΦA
e .

Îïðåäåëåíèå 13[3]: Ãîâîðÿò, ÷òî âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî
B m−ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîìó ìíîæåñòâó A, åñëè ñóùå-
ñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x:

x ∈ B ⇔ f(x) ∈ A
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2. Âû÷èñëèìûå, âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûå è ñèëüíî
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Òåîðåìà 1: ×èñëî α = 0.A âû÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíî-
æåñòâà À âû÷èñëèìî.

Íåîáõîäèìîñòü:

Ïóñòü A = {a0, a1, a2, ...}
a0 < a1 < a2 < ... .

A−âû÷èñëèìî, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ âû÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà, ôóíê-
öèÿ A(x) âû÷èñëèìà.

A(x) =

{
1 , x ∈ A

0 , x /∈ A

Ïóñòü:

α0 = 0.A(0)A(1)...A(a0)

α1 = 0.A(0)A(2)...A(a1)

...

αn = 0.A(0)A(2)...A(an).

Î÷åâèäíî, ÷òî {αn}n∈N - âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë è αn < αn+1 äëÿ êàæäîãî n.

Òîãäà:

|α − αn| = 0.A(0)A(1)...A(n)... − 0.A(0)A(1)...A(n) = 0.00...0A(n +
1)... ≤ 10−n < 2−n, äëÿ êàæäîãî n ∈ N .

Ìû ïîñòðîèëè ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë {αn}n∈N òàêóþ, ÷òî α = limn→∞ αn. Ïîýòîìó α - âû÷èñëèìîå äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Äîñòàòî÷íîñòü:

Ïóñòü äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α - âû÷èñëèìî, òî åñòü ñóùåñòâóåò âû÷èñ-
ëèìàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {αn}n∈N

òàêàÿ, ÷òî α = limn→∞ αn.

Ïóñòü α0 = 0.α(0)

α1 = 0.α(0)α(1)
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...

αn = 0.α(0)α(1)...α(n)

Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà A ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå:

A(x) =

{
1 , αx+1 − αx 6= 0
0 , αx+1 − αx = 0

Îòñþäà âèäíî, ÷òî A(x) - âû÷èñëèìà.

Ìíîæåñòâî âñåõ âû÷èñëèìûõ ÷èñåë îáîçíà÷èì ÷åðåç C0, à ìíîæåñòâî
âñåõ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷èì ÷åðåç
C1.

Ïîêàæåì, ÷òî C0 ⊂ C1.

Äåéñòâèòåëüíî, α âû÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
ôóíäàìåíòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
ñõîäÿùàÿñÿ ê α, òî åñòü ñóùåñòâóþò è âîçðàñòàþùàÿ è óáûâàþùàÿ âû-
÷èñëèìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñõîäÿùèåñÿ ê α. Òàêèì îáðàçîì, åñëè α

âû÷èñëèìà, òî α âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûå ÷èñëà,
êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëèìûìè. ×èñëî α = 0.A(0)A(1)... äëÿ íå
âû÷èñëèìîãî, âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà A, íå âû÷èñëèìî,
íî ìû åãî ìîæåì àïïðîêñèìèðîâàòü ñíèçó:

Ïåðå÷èñëÿåì ìíîæåñòâî A.

Ïóñòü A = {a0, a1, ..., an, ...}, ãäå an - ÷èñëî, ïåðå÷èñëåííîå â ìíîæå-
ñòâî A íà øàãå n. Îáîçíà÷èì:

α0 = 0.A0, ãäå A0 = {a0}
α1 = 0.A1, ãäå A1 = {a0, a1}
...

αn = 0.An, ãäå An = {a0, ..., an}.
Î÷åâèäíî, ÷òî {αn}n∈N âîçðàñòàþùàÿ âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ñõîäÿùàÿñÿ ê α. Ñëåäîâàòåëüíî α - âû÷èñëèìî ïå-
ðå÷èñëèìîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
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Íàïîìíèì èçâåñòíóþ òåîðåìó î äîïîëíåíèè:

Òåîðåìà 2[3]: Ìíîæåñòâî A âû÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
êàê A, òàê è A âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûå ìîæåñòâà.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûå ÷èñëà, êîòîðûå
íå ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûìè.

Ïóñòü {We}e∈N - íóìåðàöèÿ âñåõ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ.

Ïóñòü ìíîæåñòâî B âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî, íî íå âû÷èñëèìî. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î äîïîëíåíèè, äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà B íå ÿâëÿ-
åòñÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûì. Ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëî β = 0.B - ñèëüíî
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî.

×èñëî β - âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî, òî åñòü ñóùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ
âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {βn}n∈N, êîòîðàÿ
ñõîäèòñÿ ê β. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ÷èòàåì âîçðàñ-
òàþùåé.

Äëÿ êàæäîãî n íà ïîçèöèÿõ "1"÷èñëà βn â αn ñòàâèì "0", è "1"íà
îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ. Òîãäà ïîëó÷àåì óáûâàþùóþ âû÷èñëèìóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë {αn}n∈N ñõîäÿùóþñÿ ê α = 1−β = 0.B.
Ñëåäîâàòåëüíî ÷èñëî α - âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî, íî íå ñèëüíî âû÷èñ-
ëèìî ïåðå÷èñëèìî, òàê êàê ìíîæåñòâî B - íå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî.

Òåîðåìà 3: Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α - âû÷èñëèìî, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà α = 0.A è (1− α) = 0.Ā ñèëüíî âû÷èñëèìî
ïåðå÷èñëèìû.

Äîñòàòî÷íîñòü: Ïóñòü äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α âû÷èñëèìî. Ïî òåîðåìå
1 ìíîæåñòâî A è åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âû÷èñëèìû. Ðàññìîò-
ðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äîïîëíåíèÿ ìíîæåñòâà A:

Ā(x) = 1− A(x)

Òàê êàê ôóíêöèÿ A(x) âû÷èñëèìà, òî è ôóíêöèÿ Ā âû÷èñëèìà, çíà÷èò
÷èñëî (1− α) - âû÷èñëèìî. Òàê êàê C0 ⊂ C1, òî èç âû÷èñëèìîñòè ÷èñåë
α è (1− α) ñëåäóåò, òî ÷òî îíè ñèëüíî âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìû.

Íåîáõîäèìîñòü: Ïóñòü ÷èñëà α = 0.A è 1−α = 0.A ñèëüíî âû÷èñëèìî
ïåðå÷èñëèìûå ÷èñëà. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâà A è A âû÷èñëè-
ìî ïåðå÷èñëèìû. Ïîýòîìó, ïî òåîðåìå Ïîñòà, ìíîæåñòâî A - âû÷èñëèìî.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî α âû÷èñëèìî.
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3. Ñâîäèìîñòü ïî Ñîëîâåþ

Ïîêàæåì, ðåôëåêñèâíîñòü è òðàíçèòèâíîñòü îòíîøåíèÿ β ≤s α.

Ðåôëåêñèâíîñòü:

Ïóñòü α - äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, à ôóíêöèÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåí-
íîé, òî åñòü ϕ(q) = q. Òîãäà äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû c ≥ 1 è äëÿ ëþáîãî
ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà q < α âåðíî:

α− ϕ(q) ≤ c · (α− q)

Òðàíçèòèâíîñòü:

Ïóñòü α, β, γ- âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå,
÷òî α ≤s β, à β ≤s γ. Òî åñòü, ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c1, c2 è ÷àñòè÷íî
âû÷èñëèìûå ôóíêöèè ϕ1, ϕ2 òàêèå, ÷òî:

α− ϕ1(q) ≤ c1 · (β − q)

β − ϕ2(q) ≤ c2 · (γ − q)

Òîãäà:

α− ϕ1(ϕ2(q)) ≤ c1 · (β − ϕ2(q)) ≤ c1 · c2 · (γ − q)

Òî åñòü, ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòà c = c1 · c2 è ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ ϕ(q) = ϕ1(ϕ2(q)) , ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà q:

α− ϕ(q) ≤ c · (γ − q)

Ñâîäèìîñòü ïî Ñîëîâåþ ÿâëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíîé è òðàíçèòèâíîé, ïîýòî-
ìó ≡s - çàäà¼ò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ÷èñåë.

Ïèøåì α ≡s β , åñëè α ≤s β è β ≤s α.

3.1 Ñðàâíåíèå ñâîäèìîñòè ïî Òüþðèíãó ñî ñâîäèìîñòüþ ïî
Ñîëîâåþ

Òåîðåìà 4: Ïóñòü α, β âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,
òîãäà

β ≤s α ⇒ B ≤T A

Äîêàçàòåëüñòâî:

Ïóñòü β ≤s α. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c è ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ ϕ : Q → Q òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà q < α

èìååì ϕ(q) ↓< β è
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β − ϕ(q) ≤ c(α− q).

Òàê êàê α - âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òî ñóùåñòâó-
åò âû÷èñëèìàÿ ïîñåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë qn òàêàÿ, ÷òî:

|α− qf(n)| < 2−n äëÿ ëþáîãî n

Òîãäà β − ϕ(qf(n)) < c · 2−n < 2a−n, ãäå a ýòî íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà
òàêàÿ, ÷òî c < 2a. Òî åñòü íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ϕ(qf(n)) ñõîäèòñÿ ê β. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çíàÿ àïïðîêñèìàöèþ α ìû ìîæåì
âû÷èñëèòü àïïðîêñèìàöèþ β. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî B ≤T A, ÷òî è
òðåáîâàëîñü.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: Âåðíî ëè îáðàòíîå? ×òîáû îòâåòèòü
íà íåãî íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ðåòðàññèðóåìîãî ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 14[7]: Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ðåòðàññèðóåò ìíîæåñòâî
A = {a0, a1, a2, ...}, a0 < a1 < a2 < ... , åñëè äëÿ êàæäîãî i ∈ N:

à) çíà÷åíèå f(ai) îïðåäåëåíî;

á) f(a0) = a0;

â) f(ai+1) = ai;

Îïðåäåëåíèå 15[7]: Ìíîæåñòâî A-íàçûâàåòñÿ ðåòðàññèðóåìûì, åñëè
ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ðå-
òðàññèðóåò ìíîæåñòâî A.

Òåîðåìà 5: Ó êàæäîãî ðåòðàññèðóåìîãî ìíîæåñòâà, ñóùåñòâóåò áåñ-
êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî, ê êîòîðîìó îíî ñâîäèòñÿ ïî Òüþðèíãó, íî íå
ñâîäèòñÿ ïî Ñîëîâåþ.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Ïóñòü A - ðåòðàññèðóåìîå ìíîæåñòâî, à B - åãî ïðîèçâîëüíîå áåñêî-
íå÷íîå ïîäìíîæåñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî A ≤T B.

Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîñòðîèòü B - îðàêóëüíûé àëãîðèòì, ðàñïîçíàþ-
ùèé ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A, ÷òîáû îïðåäåëèòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x, åãî
ïðèíàäëåæíîñòü ìíîæåñòâó A. Íàõîäèì íàèìåíüøåå ÷èñëî p òàêîå, ÷òî
÷èñëî x + p ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó B. Òàêîå ÷èñëî íàéä¼òñÿ òàê êàê
ìíîæåñòâî B áåñêîíå÷íîå.

Âû÷èñëÿåì f(x + p), ff(x + p), . . . .
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ff...f︸ ︷︷ ︸
i

(x + p) = a0, äëÿ íåêîòîðîãî i > 0.

Åñëè ñóùåñòâóåò j < i :

ff...f︸ ︷︷ ︸
j

(x + p) = x

òî x ∈ A, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå x /∈ A.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî B ìíîæåñòâà A ìîæíî ïîäîáðàòü
òàê, ÷òîáû 0.A �s 0.B. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé ïîëîæèì c = 1. Äëÿ
äðóãèõ çíà÷åíèé c ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Ïóñòü y0, y1, y2... - ðàöèîíàëüíîå ïðèáëèæåíèå 0.A. Áóäåì ñòðîèòü
ìíîæåñòâî B óäîâëåòâîðÿÿ ñëåäóùèå òðåáîâàíèÿ Pe:

Pe: ëèáî ϕe íå âñþäó îïðåäåëåíî, ëèáî ñóùåñòâóåò x òàêîå, ÷òî

|0.A− yϕe(x)| > |0.B − yx|.

Èùåì òàêîå x â âèäå x =< e, x′ >.

Æä¼ì, ïîêà ϕe(x
′) îïðåäåëèòñÿ.

Ñëó÷àé ïåðâûé: ϕe(x
′) íå îïðåäåëåíî. Òîãäà òðåáîâàíèå Pe - âûïîëíå-

íî.

Ñëó÷àé âòîðîé: ϕe(x
′) îïðåäåëåíî. Òîãäà âû÷èñëÿåì yϕe(x′), è èùåì

òàêóþ ïîçèöèþ n, ÷òî yϕe(x′),n = 1. Òîãäà çàïðåùàåì êëàñòü ÷èñëî n â
ìíîæåñòâî B. Ïîëó÷èì:

|0.A− yϕe(x′)| > |0.B − y′x|
Òðåáîâàíèå Pe âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì äëÿ êàæäîé âû÷èñëèìîé

ôóíêöèè ϕ ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî q òàêîå, ÷òî:

0.A− ϕ(q) > (0.B − q)

Òî åñòü 0.A �s 0.B.

3.2 Ñðàâíåíèå ñâîäèìîñòè ïî Ñîëîâåþ ñ m-ñâîäèìîñòüþ

Òåîðåìà 6: Ïóñòü B ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íîå, íå âû÷èñëèìîå âû÷èñëè-
ìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî. Ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíî-
æåñòâî A ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî B òàêîå, ÷òî A ≤m B, íî α �s β.

Äîêàçàòåëüñòâî: Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ÷àñòè÷íî âû÷èñ-
ëèìîé ôóíêöèè ϕ : Q → Q, ñóùåñòâóåò x òàêîå, ÷òî:
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|α− qϕ(x)| � |β − qx|

ãäå {qx}x∈N íóìåðàöèÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Áóäåì ñòðîèòü ÷èñëî
α, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàïèøåì òðåáîâàíèå ñ íîìåðîì e:

Re : ëèáî ôóíêöèÿ Φe íå âñþäó îïðåäåëåíà, ëèáî |α−qΦe(x)| � |β−qx|.

Íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ êàæäîãî e âûïîëíÿëîñü òðåáîâàíèå Re.

Ñòðàòåãèÿ äëÿ ôèêñèðîâàííîãî Re:

Áåð¼ì êàêîå íèáóäü ÷èñëî x è æä¼ì, ïîêà ôóíêöèÿ Φe(x) áóäåò îïðå-
äåëåíà. Åñëè ôóíêöèÿ Φe â òî÷êå x íèêîãäà íå îïðåäåëèòñÿ, òî òðåáî-
âàíèå âûïîëíåíî. Åñëè ôóíêöèÿ Φe â òî÷êå x îïðåäåëèëàñü, òî ïóñòü
y = Φe(x). Âû÷èñëÿåì ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî qy.

Íà ïîçèöèÿõ ïåðâûõ òð¼õ ”0” â qy â α ñòàâèì ”1”. Åñëè â β íà òåõ æå
ïîçèöèÿõ ñòîÿò ”0”, òîãäà áåð¼ì äðóãîé x è ïîâòîðÿåì òî æå ñàìîå, íî ñ
áîëüøèì äèàïîçîíîì ”0” â qy.

Êîãäà íèáóäü β ïåðåñòàíåò ïîâòîðÿòü α, òàê êàê èíà÷å β áûëî áû âû-
÷èñëèìûì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ íå âû÷èñëèìîñòè β. Ïóñòü äèà-
ïàçîí ”0” â qy ðàâåí n, èõ ïîçèöèè îáîçíà÷èì êàê t1, t2, t3, . . . , tn. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ÷èñëà t1, t2, t3, . . . , tn ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A. Ôóíêöèþ f

m-ñâîäÿùóþ ìíîæåñòâî A ê B ñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Áåð¼ì ïåðâûå n òî÷åê x1, x2, x3, . . . , xn âõîäÿùèå â B, êîòîðûå åù¼ â
í¼ì íå èñïîëüçîâàííû, è ïîëàãàåì f(ti) = xi, i = 1, n.

Åñëè òàêèõ òî÷åê x1, x2, x3, . . . , xn íåò, òî ëþáûå åù¼ íå çàíÿòûå ÷èñëà
êëàä¼ì â B è áåð¼ì èõ çà x1, x2, x3, . . . , xn.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèïëîìíîé ðàáîòå èçó÷åíû ñâîéñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ òî÷êè çðå-
íèÿ èõ âû÷èñëèìîñòè. Ïðèâåäåíû íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé, à èìåííî îïðå-
äåëåíèÿ âû÷èñëèìîãî, âû÷èñëèìî-ïåðå÷èñëèìîãî, ñèëüíî âû÷èñëèìî ïå-
ðå÷èñëèìîãî ÷èñåë è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè. Òàêæå ïðèâåäåíû îïðå-
äåëåíèÿ ñâîäèìîñòè ïî Òüþðèíãó, m-ñâîäèìîñòè, ñâîäèìîñòè ïî Ñîëî-
âåþ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñâîäèìîñòü ïî Ñîëîâåþ âëå÷åò ñâîäèìîñòü ïî Òüþ-
ðèíãó, íî íå íàîáîðîò. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî m-ñâîäèìîñòü íå âëå÷¼ò ñâî-
äèìîñòü ïî Ñîëîâåþ.

Àêòóàëüíîñòü ýòîé òåìàòèêè ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ñåé÷àñ ñ òî÷êè çðåíèÿ
ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèé ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè àêòóàëüíûì ÿâ-
ëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü àïïðîêñèìèðîâàòü çíà÷åíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ
ïðîèçâîëüíîé, íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ íà êîìïüþòåðàõ.

Ñâîäèìîñòü ïî Ñîëîâåþ ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü "ñêîðîñòè"âû÷èñëèòåëüíîé
àïïðîêñèìàöèè ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Â äèïëîìíîé ðàáîòå èçó÷åíà ñâÿçü
ýòîé ñâîäèìîñòè ñ èçâåñòíûìè àëãîðèòìè÷åñêèìè ñâîäèìîñòÿìè.
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