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1. �¢¥¤¥¨¥

� áâ âì¥ ª®áâàã¨àãîâáï ¨ ¨áá«¥¤ãîâáï ¤¢®©áâ¢¥ë¥ § ¤ ç¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ á á¥¯ à ¡¥«ì®©
æ¥«¥¢®© äãªæ¨¥©.

�á«¨ ¤¢®©áâ¢¥ ï ª ¤¢®©áâ¢¥®© § ¤ ç¥ á®¢¯ ¤ ¥â á ¨áå®¤®© § ¤ ç¥© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨, â® â -
ªãî ¤¢®©áâ¢¥®áâì ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì á¨¬¬¥âà¨ç®©. �¨¬¬¥âà¨ç ï ¤¢®©áâ¢¥®áâì ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
¤«ï § ¤ ç «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï ¨ ¢ ¥ª®â®àëå á«ãç ïå (¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¯à ¢¨« ®¯à¥-
¤¥«¥¨ï ¤¢®©áâ¢¥®© § ¤ ç¨) ¤«ï § ¤ ç ª¢ ¤à â¨ç®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï.

� [1], [2] ¯à¥¤áâ ¢«¥ë à¥§ã«ìâ âë à §à ¡®âª¨ ¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï á¨¬¬¥âà¨ç®© ¤¢®©áâ¢¥®-
áâ¨   ª« áá¥ § ¤ ç ¢ë¯ãª«®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï ¯à¨ «¨¥©ëå ®£à ¨ç¥¨ïå. �â¨ à §à ¡®âª¨
®á®¢ë¢ «¨áì   ¢¢®¤¨¬®¬ ¢ ([1], á. 7) ¯®ïâ¨¨ á®¯àï¦¥ëå äãªæ¨©, ï¢«ïîé¨åáï ç áâë¬¨
á«ãç ï¬¨ á®¯àï¦¥ëå äãªæ¨© �¥¦ ¤à  ¨ �¥å¥«ï ([3], á. 28; [4], á. 272). � ¤ ®© áâ âì¥
¯®ª § ®, çâ® ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ á¨¬¬¥âà¨ç®© ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ ¤«ï § ¤ ç ¬¨¨¬¨§ æ¨¨ á¥¯ à ¡¥«ì-
ëå ¢ë¯ãª«ëå äãªæ¨© ¯à¨ «¨¥©ëå ®£à ¨ç¥¨ïå ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«¥§® ¤«ï à §à ¡®âª¨ íä-
ä¥ªâ¨¢ëå ¬¥â®¤®¢ à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢, ¤«ï à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨ § ¤ ç «¨¥©®£®
¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï, ¤«ï á®¢¥àè¥áâ¢®¢ ¨ï â¥®à¨¨ £¨¤à ¢«¨ç¥áª¨å æ¥¯¥© [5], [6]. � â¥à¨ «ë
¤ ®© áâ âì¨ ï¢«ïîâáï à §¢¨â¨¥¬ ¨áá«¥¤®¢ ¨©, ¯à¥¤áâ ¢«¥ëå ¢ [7], [8].

2. �®¯àï¦¥ë¥ äãªæ¨¨

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Z ¬®¦¥áâ¢® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ëå äãªæ¨© ¢¥é¥áâ¢¥®£®  à£ã¬¥â , à ¢-
ëå ã«î ¢ ã«¥, ¯à®¨§¢®¤ë¥ ª®â®àëå ¥¯à¥àë¢ë, ¬®®â®® ¢®§à áâ îâ ®â �1 ¤® +1 ¨
à ¢ë ã«î ¢ ã«¥. �â® § ç¨â, çâ® ¤«ï äãªæ¨¨ S 2 Z ¯à®¨§¢®¤ ï s(�) = dS(�)=d�, � 2 R,
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬

lim
�!�

s(�) = s(�) 8� 2 R; (2.1)

s(�) > s(�); ¥á«¨ � > �; (2.2)

lim
�!�1

s(�) = �1; (2.3)

lim
�!1

s(�) =1; (2.4)

s(0) = 0; (2.5)

¯à¨ íâ®¬ S(0) = 0.
�ãªæ¨¨ S ¨ W ¨§ Z ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì á®¯àï¦¥ë¬¨, ¥á«¨ ¨å ¯à®¨§¢®¤ë¥ s, w ï¢«ïîâáï

¢§ ¨¬® ®¡à âë¬¨ äãªæ¨ï¬¨:

w(s(�)) = �; s(w(�)) = � 8� 2 R: (2.6)

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ä¨ á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨©
(¯à®¥ªâ 05-01-00587).
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�«ï «î¡®© äãªæ¨¨ s, ®¡« ¤ îé¥© á¢®©áâ¢ ¬¨ (2.1){(2.5), áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¥¤¨áâ¢¥ ï ®¡à â-
 ï ª ¥© äãªæ¨ï w, ¤«ï ª®â®à®© ¢ë¯®«ïîâáï á®®â®è¥¨ï (2.6) ¨ á¢®©áâ¢  (2.1){(2.5). �®-
íâ®¬ã ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ S ¨§ Z áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï á®¯àï¦¥ ï ª ¥© äãªæ¨ï W ,
ª®â®à ï â ª¦¥ ¡ã¤¥â  å®¤¨âìáï ¢ Z.

�à¨¬¥à®¬ á®¯àï¦¥ëå äãªæ¨© ¨§ Z ¬®£ãâ á«ã¦¨âì ([4], á. 122)

S(�) =
1
p
j�jp; W (�) =

1
q
j�jq

¯à¨ § ¤ ëå ¯ à ¬¥âà å p > 1, q > 1 â ª¨å, çâ®

1=p+ 1=q = 1: (2.7)

�à¨ p = q = 2 ¨¬¥¥¬ à ¢¥áâ¢® S(�) = W (�). �â® á«ãç © (¥¤¨áâ¢¥ë©) á ¬®á®¯àï¦¥®©
(á®¯àï¦¥®© á ¬®© á¥¡¥) äãªæ¨¨ ([4], á. 123).

�§ ¯®áâã«¨à®¢ ëå á¢®©áâ¢ ¯à®¨§¢®¤ëå á«¥¤ã¥â, çâ® äãªæ¨ï S 2 Z ï¢«ï¥âáï áâà®£® ¢ë-
¯ãª«®©, ¨¬¥îé¥©  ¡á®«îâë© ¬¨¨¬ã¬, ª®â®àë© ¤®áâ¨£ ¥âáï ¢ ã«¥. �®¡ ¢«¥¨¥ ª S «¨¥©®©
äãªæ¨¨ ¯à¨¢®¤¨â ª áâà®£® ¢ë¯ãª«®© äãªæ¨¨

eS(�) = S(�) + k�; (2.8)

£¤¥ k | § ¤  ï ª®áâ â . �â  äãªæ¨ï ¯à¨ «î¡®¬ k â ª¦¥ ¨¬¥¥â  ¡á®«îâë© ¬¨¨¬ã¬.
�á«¨ k 6= 0, â® íâ®â ¬¨¨¬ã¬ ¤®áâ¨£ ¥âáï ¥ ¢ ã«¥.

� ¬¥ç ¨¥. �§ãç ¥¬ë¥ ¢ ¤ ®© áâ âì¥ á®¯àï¦¥ë¥ äãªæ¨¨ ï¢«ïîâáï ç áâë¬ á«ãç -
¥¬ á®¯àï¦¥ëå äãªæ¨© �¥¦ ¤à , ¨á¯®«ì§®¢ ëå ¢ [3], ¨ ç áâë¬ á«ãç ¥¬ á®¯àï¦¥ëå
äãªæ¨© �¥å¥«ï, ª®â®àë¥ ¨£à îâ ®á®¢®¯®« £ îéãî à®«ì ¢ ¢ë¯ãª«®¬   «¨§¥ [4].

�ãáâì S|äãªæ¨ï ¨§ Z, s| ¥¥ ¯à®¨§¢®¤ ï. �§ á¢®©áâ¢ (2.1){(2.5), ª ª ®â¬¥ç «®áì, á«¥¤ã¥â
áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ®¡à â®© ª s äãªæ¨¨, ª®â®àãî ®¡®§ ç¨¬ s�1. �®ª ¦¥¬, çâ® ®¯à¥¤¥«¥ë¥
¢ëè¥ á®¯àï¦¥ë¥ äãªæ¨¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«ãç¥ë ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï �¥¦ ¤à .
�à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ �¥¦ ¤à  ([4], á. 272) äãªæ¨¨ S  §ë¢ ¥âáï äãªæ¨ï

W (�) = �s�1(�) � S(s�1(�)): (2.9)

�§ á¢®©áâ¢ (2.1){(2.5) á«¥¤ã¥â, çâ® å®âï ¢ ¥ª®â®àëå â®çª å (  ¨¬¥®, ¢ â®çª å ¨§«®¬ ,
ª®â®àëå ¬®¦¥â ¡ëâì ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â®¥ ç¨á«®) äãªæ¨¨ s ¨ s�1 ¬®£ãâ ¥ ¨¬¥âì ¯à®¨§¢®¤ëå,
® ¢® ¢á¥å â®çª å ã ¨å ¥áâì «¥¢®áâ®à®¨¥ ¨ ¯à ¢®áâ®à®¨¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥. � «¥¥ áç¨â ¥¬, çâ®
¢ëà ¦¥¨¥ ds�1(�)=d� ®¡®§ ç ¥â «¨¡® «¥¢®áâ®à®îî, «¨¡® ¯à ¢®áâ®à®îî ¯à®¨§¢®¤ãî.

�ëà §¨¢ «¥¢®áâ®à®îî ¨«¨ ¯à ¢®áâ®à®îî ¯à®¨§¢®¤ãî äãªæ¨¨ w(�) ¨§ (2.9) ¯® ¯à -
¢¨«ã ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï á«®¦®© äãªæ¨¨, ¨¬¥¥¬

w(�) = s�1(�) + �
ds�1(�)
d�

� s(s�1(�))
ds�1(�)
d�

= s�1(�) + (�� s(s�1(�)))
ds�1(�)
d�

:

�®áª®«ìªã ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î ®¡à â®© äãªæ¨¨ s(s�1(�)) = �, â® w(�) = s�1(�), ¥á«¨ ds�1(�)

d�
6=1.

� ç¥¨¥ w(�) ¥ § ¢¨á¨â ®â â®£®, ª ª ï ¨§ ¯à®¨§¢®¤ëå («¥¢®áâ®à®ïï ¨«¨ ¯à ¢®áâ®à®ïï)
¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢ ¢ëà ¦¥¨¨ ds�1(�)=d�. �®íâ®¬ã «¥¢®áâ®à®ïï ¨ ¯à ¢®áâ®à®ïï ¯à®¨§¢®¤ë¥
äãªæ¨¨ W á®¢¯ ¤ îâ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ®  ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ .

�«ãç © ds�1(�)

d�
= 1 ¢®§¬®¦¥ ¢ ®â¤¥«ìëå ¨§®«¨à®¢ ëå â®çª å. �á«¨ íâ® ¢ë¯®«ï¥âáï

¢ â®çª¥ �, â® ¤«ï ¢á¥å â®ç¥ª ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ � ¯à®¨§¢®¤ ï ¡ã¤¥â ª®¥ç®©. �«¥¤®¢ -
â¥«ì®, ¢® ¢á¥å â®çª å íâ®© ®ªà¥áâ®áâ¨ § ç¥¨¥ w(�) á®¢¯ ¤ ¥â á® § ç¥¨¥¬ s�1(�). � á¨«ã
¥¯à¥àë¢®áâ¨ w ¨ s § ç¥¨¥ w(�) ¡ã¤¥â á®¢¯ ¤ âì á s�1(�). � ª ®â¬¥ç «®áì, ®¡à â ï ª s
äãªæ¨ï ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ (2.1){(2.5). �§ (2.2), (2.5) ¨ (2.9) á«¥¤ã¥â W (0) = 0.

�â ª, ¤®ª § ®, çâ® ¯®«ãç ¥¬ ï ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï �¥¦ ¤à  äãªæ¨ï W ¡ã¤¥â
äãªæ¨¥© ¨§ Z, á®¯àï¦¥®© ª S.
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�à¥®¡à §®¢ ¨¥¬ �¥å¥«ï äãªæ¨¨ S 2 Z ¡ã¤¥â äãªæ¨ï

W (�) = max
�
(�� � S(�)): (2.10)

�§ ®¡áã¦¤ ¢è¨åáï ¢ëè¥ á¢®©áâ¢ äãªæ¨¨ (2.8) á«¥¤ã¥â, çâ® äãªæ¨ï G�(�) = �� � S(�)
¯à¨ «î¡®¬ � ¡ã¤¥â áâà®£® ¢®£ãâ®©, ¨¬¥îé¥©  ¡á®«îâë© ¬ ªá¨¬ã¬. � ç¥¨¥  à£ã¬¥â  �,
¯à¨ ª®â®à®¬ ¤®áâ¨£ ¥âáï íâ®â ¬ ªá¨¬ã¬, § ¢¨á¨â ®â �. �¡®§ ç¨¬ íâã § ¢¨á¨¬®áâì �(�) =
argmax�(�� � S(�)). �®áª®«ìªã ¢ â®çª¥ ¬ ªá¨¬ã¬  ¯à®¨§¢®¤ ï G� ¤®«¦  à ¢ïâìáï ã«î,
â® � = s(�(�)). �«¥¤®¢ â¥«ì®, �(�) ï¢«ï¥âáï ®¡à â®© äãªæ¨¥© ®â s: �(�) = w(�), £¤¥ w(�)
| äãªæ¨ï ¨§ ãá«®¢¨© (2.6). �âáî¤  ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ �¥å¥«ï (2.10) ¤ ¥â á®¯àï-
¦¥ãî ª S äãªæ¨î W .

�§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï (2.10) á«¥¤ã¥â ®¤® ®ç¥ì ¢ ¦®¥ á¢®©áâ¢® á®¯àï¦¥ëå äãªæ¨© S ¨ W ¨§
Z. �á«¨

� = w(�); (2.11)

â®

W (�) + S(�) = ��; (2.12)

¥á«¨ ¦¥

� 6= w(�); (2.13)

â®

W (�) + S(�) > ��: (2.14)

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ìëå � ¨ � W (�) + S(�) � ��. �â® á®®â®è¥¨¥  §ë¢ ¥âáï
¥à ¢¥áâ¢®¬ �¥å¥«ï ([4], á. 121).

3. �¢®©áâ¢¥ë¥ § ¤ ç¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨

�ã¤¥¬  §ë¢ âì ¨áå®¤®© á«¥¤ãîéãî § ¤ çã ¬¨¨¬¨§ æ¨¨ áâà®£® ¢ë¯ãª«®© äãªæ¨¨:

F (x)� (c; x)! min (3.1)

¯à¨ «¨¥©ëå ®£à ¨ç¥¨ïå

Ax = b; (3.2)

xj � 0; j 2 J: (3.3)

�¥à¥¬¥ë¥ §¤¥áì á®áâ ¢«ïîâ ¢¥ªâ®à x 2 Rn,   J � f1; : : : ; ng. � ¤ ë á«¥¤ãîé¨¥ ®¡ê¥ªâë:
¬ âà¨æ  A à §¬¥à®áâ¨ m� n; ¢¥ªâ®àë b 2 Rm, c 2 Rn; á¥¯ à ¡¥«ì ï äãªæ¨ï

F (x) =
nX
j=1

Fj(xj);

£¤¥ Fj ¨§ Z.
�ãáâì �j | äãªæ¨ï ¨§ Z, á®¯àï¦¥ ï ª Fj , â. ¥. ¤«ï «î¡®£® � 2 R

fj('j(�)) = �; 'j(fj(�)) = �; j = 1; : : : ; n;

£¤¥ fj , 'j | ¯à®¨§¢®¤ë¥ äãªæ¨© Fj ¨ �j . �¢¥¤¥¬ äãªæ¨î �(y) =
nP
j=1

�j(yj), £¤¥ y | ¢¥ªâ®à

Rn á ª®¬¯®¥â ¬¨ yj, j = 1; : : : ; n.
� ª ç¥áâ¢¥ ¤¢®©áâ¢¥®© ª (3.1){(3.3)  §®¢¥¬ á«¥¤ãîéãî § ¤ çã ®¯â¨¬¨§ æ¨¨:

�(y)� (b; u)! min (3.4)
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¯à¨ «¨¥©ëå ®£à ¨ç¥¨ïå

gj(y; u) � 0; j 2 J; (3.5)

gj(y; u) = 0; j =2 J; (3.6)

£¤¥ g(y; u) = y �ATu� c. �¥à¥¬¥ë¬¨ §¤¥áì ï¢«ïîâáï ª®¬¯®¥âë ¢¥ªâ®à®¢ y 2 Rn, u 2 Rm.
�áå®¤ ï § ¤ ç  (3.1){(3.3) ¬®¦¥â ¥ ¨¬¥âì à¥è¥¨ï â®«ìª® ¨§-§  â®£®, çâ® ¥¥ ®£à ¨ç¥¨ï

¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë¥. �á«¨ ã ¤ ®© § ¤ ç¨ ¥áâì ¤®¯ãáâ¨¬ë¥ à¥è¥¨ï, â® ¨¬¥¥âáï ¨ ®¯â¨¬ «ì®¥
¤®¯ãáâ¨¬®¥ à¥è¥¨¥. �â® á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® § ç¥¨¥ Fj(xj)� cjxj ¥®£à ¨ç¥® ¢®§à áâ ¥â
¯à¨ xj !1 ¨ ¯à¨ xj ! �1 ¤«ï «î¡®£® j = 1; : : : ; n. �¯â¨¬ «ì®¥ ¤®¯ãáâ¨¬®¥ à¥è¥¨¥ ¢ á¨«ã
áâà®£®© ¢ë¯ãª«®áâ¨ äãªæ¨¨ F ¡ã¤¥â ¥¤¨áâ¢¥ë¬.

�¢®©áâ¢¥ ï § ¤ ç  (3.4){(3.6) ¢á¥£¤  ¨¬¥¥â ¤®¯ãáâ¨¬®¥ à¥è¥¨¥. � ç áâ®áâ¨, ¤®¯ãáâ¨¬®¥
à¥è¥¨¥ á®áâ ¢«ïîâ ¢¥ªâ®àë y = c, u = 0. � ¤ ç  (3.4){(3.6) ¬®¦¥â ¥ ¨¬¥âì à¥è¥¨ï â®«ìª®
¨§-§  â®£®, çâ® ¥¥ æ¥«¥¢ ï äãªæ¨ï ¥ ®£à ¨ç¥  á¨§ã   ®¡« áâ¨ ¤®¯ãáâ¨¬ëå à¥è¥¨©. � íâ®,
¯®áª®«ìªã �j 2 Z, ¢®§¬®¦® ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ à §à¥è¨¬  á«¥¤ãîé ï á¨áâ¥¬ 
«¨¥©ëå ãà ¢¥¨© ¨ ¥à ¢¥áâ¢ ®â®á¨â¥«ì® ¢¥ªâ®à  ¯¥à¥¬¥ëå v 2 Rm:

(ATv)j � 0; j 2 J; (3.7)

(ATv)j = 0; j =2 J; (3.8)

(b; v) > 0: (3.9)

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¤«ï «î¡®£® ¤®¯ãáâ¨¬®£® à¥è¥¨ï y, u § ¤ ç¨ (3.4){(3.6) ¯ à  ¢¥ªâ®à®¢ y,
u+ �v ¡ã¤¥â â ª¦¥ á®áâ ¢«ïâì ¤®¯ãáâ¨¬®¥ à¥è¥¨¥ ¯à¨ ¢áïª®¬ � � 0. �à¨ íâ®¬ á®áâ ¢«ïîé ï
(b; u + �v) ¡ã¤¥â ¥®£à ¨ç¥® ¢®§à áâ âì ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢áï æ¥«¥¢ ï äãªæ¨ï (3.4) ¡ã¤¥â
¥®£à ¨ç¥® ã¡ë¢ âì á ã¢¥«¨ç¥¨¥¬ �. �§ â¥®à¥¬ ®¡  «ìâ¥à â¨¢ëå á¨áâ¥¬ å «¨¥©ëå
¥à ¢¥áâ¢ ( ¯à., [9] ¨«¨ [10]) á¨áâ¥¬  (3.7){(3.9) ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥,
¥á«¨ ¥ á®¢¬¥áâ  á¨áâ¥¬  ®£à ¨ç¥¨© (3.2), (3.3), â. ¥. â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¥ ¨¬¥¥â
à¥è¥¨ï ¨áå®¤ ï § ¤ ç  (3.1), (3.3). �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨§ãç ¥¬ë¥ §¤¥áì ¨áå®¤ ï ¨ ¤¢®©áâ¢¥ ï
§ ¤ ç¨ «¨¡® ®¡¥ ¨¬¥îâ à¥è¥¨ï, «¨¡® ®¡¥ ¥ ¨¬¥îâ à¥è¥¨©.

�§ ãá«®¢¨ï ®¯â¨¬ «ì®áâ¨ �ã {� ªª¥à  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤®¯ãáâ¨¬®¥ ¤«ï ¨áå®¤®© § ¤ ç¨ à¥-
è¥¨¥ x ¡ã¤¥â ®¯â¨¬ «ìë¬ ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥ªâ®à eu 2 Rm (ï¢«ï-
îé¨©áï ¢¥ªâ®à®¬ ¬®¦¨â¥«¥© � £à ¦  ®£à ¨ç¥¨© (3.2)), ¯à¨ ª®â®à®¬ ¢¬¥áâ¥ á ¢¥ªâ®à®¬

ey = rF (x) (3.10)

¢ë¯®«ïîâáï ãá«®¢¨ï (3.5), (3.6). � ç¨â, ¢¥ªâ®àë ey, eu ï¢«ïîâáï ¤®¯ãáâ¨¬ë¬ à¥è¥¨¥¬ ¤¢®©-
áâ¢¥®© § ¤ ç¨ ¨ ¯à¨ íâ®¬ ¢ë¯®«ï¥âáï (3.10).

�§ ãá«®¢¨© ®¯â¨¬ «ì®áâ¨ �ã {� ªª¥à  â ª¦¥ á«¥¤ã¥â, çâ® ¢¥ªâ®àë y, u, á®áâ ¢«ïîé¨¥
¤®¯ãáâ¨¬®¥ ¤«ï ¤¢®©áâ¢¥®© § ¤ ç¨ à¥è¥¨¥, ¡ã¤ãâ ¤«ï ¥¥ ®¯â¨¬ «ìë¬¨ ¢ â®¬ ¨ â®«ìª®
â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥ªâ®à ex 2 Rn (ï¢«ïîé¨©áï ¢¥ªâ®à®¬ ¬®¦¨â¥«¥© � £à ¦ 
®£à ¨ç¥¨© (3.5), (3.6)), ¯à¨ ª®â®à®¬ ¢ë¯®«ïîâáï ãá«®¢¨ï (3.2), (3.3) ¨ á®®â®è¥¨¥

ex = r�(y): (3.11)

�®íâ®¬ã ¢¥ªâ®à ex ï¢«ï¥âáï ¤®¯ãáâ¨¬ë¬ à¥è¥¨¥¬ ¨áå®¤®© § ¤ ç¨, ¨ ¯à¨ íâ®¬ ¢ë¯®«ï¥âáï
ãá«®¢¨¥ (3.11).

�â ª, ãáâ ®¢«¥®, çâ® ¬®¦¨â¥«¨ � £à ¦  ®£à ¨ç¥¨© ®¤®© ¨§ § ¤ ç ï¢«ïîâáï ®¯â¨-
¬ «ìë¬¨ ¤®¯ãáâ¨¬ë¬¨ à¥è¥¨ï¬¨ ¤àã£®©, ¤¢®©áâ¢¥®© ª ¥©: x = ex, y = ey, u = eu. �à¨ íâ®¬
¢ë¯®«ïîâáï ¤¢  à ¢®á¨«ìëå, ¢ á¨«ã á®¯àï¦¥®áâ¨ äãªæ¨© Fj ¨ �j , ãá«®¢¨ï:

x = r�(y); y = rF (x): (3.12)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ãáâ ®¢«¥  á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì á«¥¤ãîé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï.
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�¥®à¥¬  1. �«ï § ¤ ç (3.1){(3.3) ¨ (3.4){(3.6) ¢®§¬®¦ë ¤¢  á«ãç ï.

1. �¡¥ § ¤ ç¨ ¥ ¨¬¥îâ à¥è¥¨©: ®£à ¨ç¥¨ï ¨áå®¤®© § ¤ ç¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë, æ¥«¥¢ ï

äãªæ¨ï ¤¢®©áâ¢¥®© § ¤ ç¨ ¥ ®£à ¨ç¥  á¨§ã   ®¡« áâ¨ ¥¥ ¤®¯ãáâ¨¬ëå à¥è¥¨©. � íâ®¬

¨ â®«ìª® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ á¨áâ¥¬  (3.7){(3.9) ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥.

2. �¡¥ § ¤ ç¨ ¨¬¥îâ à¥è¥¨ï. �«ï â®£® çâ®¡ë ¤®¯ãáâ¨¬®¥ à¥è¥¨¥ x ¨áå®¤®© § ¤ ç¨

¡ë«® ®¯â¨¬ «ìë¬ ¤«ï íâ®© § ¤ ç¨, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç® áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¤®¯ãáâ¨¬®£®

à¥è¥¨ï ¤¢®©áâ¢¥®© § ¤ ç¨ y, u, ¯à¨ ª®â®à®¬ ¢ë¯®«ïîâáï á®®â®è¥¨ï (3:12).
�«ï â®£® çâ®¡ë ¤®¯ãáâ¨¬®¥ à¥è¥¨¥ y, u ¤¢®©áâ¢¥®© § ¤ ç¨ ¡ë«® ®¯â¨¬ «ìë¬ ¤«ï

íâ®© § ¤ ç¨, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç® áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¤®¯ãáâ¨¬®£® à¥è¥¨ï ¨áå®¤®© § ¤ ç¨

x, ¯à¨ ª®â®à®¬ ¢ë¯®«ïîâáï á®®â®è¥¨ï (3:12).

�§ â¥®à¥¬ë 1 á«¥¤ã¥â à ¢®á¨«ì®áâì ¯à®¡«¥¬ ¯®¨áª  à¥è¥¨ï ¨áå®¤®© (3.1){(3.3) ¨ ¤¢®©-
áâ¢¥®© (3.4){(3.6) § ¤ ç ®¯â¨¬¨§ æ¨¨. �¡¥ § ¤ ç¨ à ¢®á¨«ìë § ¤ ç¥ ¯®¨áª  à¥è¥¨ï á«¥-
¤ãîé¥© á¨áâ¥¬ë ãà ¢¥¨© ¨ ¥à ¢¥áâ¢ ®â®á¨â¥«ì® ¢¥ªâ®à®¢ ¯¥à¥¬¥ëå x 2 Rn, y 2 Rn,
u 2 Rm:

Ax = b; xj � 0; j 2 J ; (3.13)

(y �ATu)j � cj ; j 2 J; (y �ATu)j = cj ; j =2 J ; (3.14)

y = rF (x); x = r�(y): (3.15)

�¥è¥¨ï ¨áå®¤®© ¨ ¤¢®©áâ¢¥®© § ¤ ç ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ á®áâ ¢«ïîâ à¥è¥¨¥ ¤ ®© á¨áâ¥¬ë ¨,
 ®¡®à®â, à¥è¥¨¥ ¤ ®© á¨áâ¥¬ë á®áâ®¨â ¨§ ¢¥ªâ®à  x, ï¢«ïîé¥£®áï à¥è¥¨¥¬ ¨áå®¤®© § -
¤ ç¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨, ¨ ¢¥ªâ®à®¢ y, u, ï¢«ïîé¨åáï à¥è¥¨ï¬¨ ¤¢®©áâ¢¥®© § ¤ ç¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨.

�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢ á¨«ã áâà®£®© ¢ë¯ãª«®áâ¨ äãªæ¨© F ¨ �, ¥á«¨ à áá¬®âà¥ë¥ ¢
¤ ®¬ ¯ à £à ä¥ âà¨ § ¤ ç¨ ¨¬¥îâ à¥è¥¨ï, â® à¥è¥¨¥ ª ¦¤®© § ¤ ç¨ ¥¤¨áâ¢¥® ®â®á¨-
â¥«ì® ¢¥ªâ®à®¢ x ¨ y.

�§ ãá«®¢¨© ®¯â¨¬ «ì®áâ¨ �ã {� ªª¥à  â ª¦¥ á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï à¥è¥¨© ¨áå®¤®© ¨ ¤¢®©-
áâ¢¥®© § ¤ ç ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¢ë¯®«ïîâáï ãá«®¢¨ï

xjgj(y; u) = 0; j = 1; : : : ; n: (3.16)

� â® ¦¥ ¢à¥¬ï ¤«ï «î¡ëå ¤®¯ãáâ¨¬ëå ¯® ®£à ¨ç¥¨ï¬ § ¤ ç (3.1){(3.3) ¨ (3.4){(3.6) ¢¥ªâ®à®¢
¢ë¯®«ïîâáï ¥à ¢¥áâ¢ 

xjgj(y; u) � 0; j 2 J: (3.17)

�ë¯®«¥¨¥ á®®â®è¥¨ï (3.16), ª®â®à®¥ ¯à¨ïâ®  §ë¢ âì ãá«®¢¨¥¬ ¤®¯®«ïîé¥© ¥¦¥áâª®-

áâ¨, ¤«ï ¤®¯ãáâ¨¬ëå à¥è¥¨© ¨§ãç ¥¬ëå § ¤ ç ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ï¢«ï¥âáï ¥®¡å®¤¨¬ë¬, ® ¥
¤®áâ â®çë¬ ¤«ï ®¯â¨¬ «ì®áâ¨ íâ¨å à¥è¥¨©.

4. � ¬®á®¯àï¦¥ ï § ¤ ç  ®¯â¨¬¨§ æ¨¨

�¢¥¤¥¬ äãªæ¨¨ ®â ¢¥ªâ®à®¢ x 2 Rn, y 2 Rn, u 2 Rm

G(x; y; u) = F (x) + �(y)� (c; x)� (b; u);

R(x; y) = F (x) + �(y)� (x; y);

	(x; y; u) = (x; y)� (c; x)� (b; u):

�§ íâ¨å ®¯à¥¤¥«¥¨© ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â

G(x; y; u) = R(x; y) + 	(x; y; u): (4.1)

�¯à ¢¥¤«¨¢ 
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�¥®à¥¬  2. �ãáâì ¢¥ªâ®à x ï¢«ï¥âáï ¤®¯ãáâ¨¬ë¬ à¥è¥¨¥¬ § ¤ ç¨ (3.1){(3.3), ¢¥ªâ®àë
y, u á®áâ ¢«ïîâ ¤®¯ãáâ¨¬®¥ à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ (3.4){(3.6). �®£¤ 

G(x; y; u) � 0; (4.2)

R(x; y) � 0; (4.3)

	(x; y; u) � 0: (4.4)

�à¨ íâ®¬, ¥á«¨ ¤®¯ãáâ¨¬®¥ à¥è¥¨¥ x ¥ ï¢«ï¥âáï ®¯â¨¬ «ìë¬ ¤«ï § ¤ ç¨ (3.1){(3.3) «¨¡®
¢¥ªâ®àë y, u ¥ á®áâ ¢«ïîâ ®¯â¨¬ «ì®¥ à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ (3.4){(3.6), «¨¡® ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ®¡ 

íâ¨ á«ãç ï, â®

G(x; y; u) > 0; (4.5)

R(x; y) > 0; (4.6)

	(x; y; u) � 0: (4.7)

�á«¨ x | à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ (3.1){(3.3), ¢¥ªâ®àë y, u á®áâ ¢«ïîâ ®¯â¨¬ «ì®¥ à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨

(3.4){(3.6), â®

G(x; y; u) = 0; (4.8)

R(x; y) = 0; (4.9)

	(x; y; u) = 0: (4.10)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ¢¥ªâ®à x 2 Rn ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î Ax = b, â® ¯à¨ «î¡ëå y 2 Rn,

u 2 Rm 	(x; y; u) =
nP
j=1

xjgj(y; u), â. ª. 	(x; y; u) = xT y � xT c� (Ax)Tu = xT (y � c�ATu).

�§ ãá«®¢¨© ¤®¯®«ïîé¥© ¥¦¥áâª®áâ¨ (3.16), (3.17) á«¥¤ãîâ á®®â®è¥¨ï (4.4), (4.7), (4.10).
�§ (2.11), (2.12) ¨ (2.13), (2.14) á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£® j = 1; : : : ; n Fj(xj) + �j(yj) = xjyj,

¥á«¨ yj = fj(xj). �á«¨ ¦¥ yj 6= fj(xj), â® Fj(xj) + �j(yj) > xjyj . �âáî¤  ¯à¨ «î¡ëå x 2 Rn,

y 2 Rn
nP
j=1

Fj(xj) +
nP
j=1

�j(yj) �
nP
j=1

xjyj, â. ¥. á¯à ¢¥¤«¨¢® ¥à ¢¥áâ¢® (4.3).

�á«¨ x 6= f(y), £¤¥ f(y) = r�(y), â® ¨¬¥¥¬ áâà®£®¥ ¥à ¢¥áâ¢®
nX
j=1

Fj(xj) +
nX
j=1

�j(yj) >
nX
j=1

xjyj;

çâ® ¤®ª §ë¢ ¥â (4.6). �á«¨ ¦¥ x = f(y), ª®£¤  ¢¥ªâ®àë x, y, u á®câ ¢«ïîâ à¥è¥¨¥ § ¤ ç ¨§

à §¤¥«  3, â®
nP
j=1

Fj(xj) +
nP
j=1

�j(yj) =
nP
j=1

xjyj. �â¨¬ ¤®ª § ® à ¢¥áâ¢® (4.9).

�â ª, ¤®ª § ë ¢á¥ á®®â®è¥¨ï, ®â®áïé¨¥áï ª äãªæ¨¨ R. �®®â®è¥¨ï (4.2), (4.5), (4.8),
®â®áïé¨¥áï ª äãªæ¨¨ G, ï¢«ïîâáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ à ¢¥áâ¢  (4.1) ¨ ¤®ª § -
ëå ¥à ¢¥áâ¢ (4.3), (4.4), (4.6), (4.7) ¨ (4.9), (4.10).

�  ®á®¢¥ ¤®ª § ®© â¥®à¥¬ë ¬®¦® áä®à¬ã«¨à®¢ âì âà¨ § ¤ ç¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ (á¢ï§ ë¥
á § ¤ ç ¬¨ à §¤¥«  3), ã ª®â®àëå ¯¥à¥¬¥ë¥ á®áâ ¢«ïîâ ¢¥ªâ®àë x 2 Rn, y 2 Rn, u 2 Rm.

� ¬®á®¯àï¦¥ ï § ¤ ç  ®¯â¨¬¨§ æ¨¨

G(x; y; u)! min (4.11)

¯à¨ ®£à ¨ç¥¨ïå (3.13), (3.14) ®â®á¨âáï ª ª« ááã § ¤ ç ¬¨¨¬¨§ æ¨¨ á¥¯ à ¡¥«ìëå ¢ë¯ãª«ëå
äãªæ¨© ¯à¨ «¨¥©ëå ®£à ¨ç¥¨ïå, ¯à¨ç¥¬ ¢á¥ ¥«¨¥©ë¥ ª®¬¯®¥âë æ¥«¥¢®© äãªæ¨¨
ï¢«ïîâáï äãªæ¨ï¬¨ ¨§ ¬®¦¥áâ¢  Z. �¢®©áâ¢¥®© ª § ¤ ç¥ (4.11) ¡ã¤¥â á ¬  íâ  § ¤ ç , ç¥¬
¨ ®¡êïáï¥âáï ¢ë¡à ®¥ ¤«ï ¥¥  §¢ ¨¥.

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ ¥é¥ ¤¢¥ § ¤ ç¨ ¯à¨ ®£à ¨ç¥¨ïå (3.13), (3.14):
§ ¤ ç  ¬¨¨¬¨§ æ¨¨ ¥¢ï§®ª ¢ ãá«®¢¨¨ á®¯àï¦¥®áâ¨ �¥å¥«ï

R(x; y)! min; (4.12)
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§ ¤ ç  ¬¨¨¬¨§ æ¨¨ ¥¢ï§®ª ¢ ãá«®¢¨¨ ¤®¯®«ïîé¥© ¥¦¥áâª®áâ¨

	(x; y; u)! min : (4.13)

�á¥ âà¨ § ¤ ç¨ ¨¬¥îâ à¥è¥¨ï ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¨¬¥îâ à¥è¥¨ï § ¤ ç¨ ¨§ à §¤¥«  3,
â. ¥. ¥á«¨ á®¢¬¥áâë ãá«®¢¨ï (3.13). �¥è¥¨¥ § ¤ ç (3.1){(3.3), (3.4){(3.6) ¡ã¤¥â à¥è¥¨¥¬ § ¤ ç
(4.11), (4.12) ¨ (4.13). �«ï § ¤ ç (4.11), (4.12) á¯à ¢¥¤«¨¢® ¨ ®¡à â®¥ | ¨å à¥è¥¨ï ï¢«ïîâáï
à¥è¥¨ï¬¨ § ¤ ç ¨§ à §¤¥«  3. �®íâ®¬ã § ¤ ç¨ (4.11), (4.12) ¬®¦® áç¨â âì à ¢®á¨«ìë¬¨
§ ¤ ç ¬, ¨§ãç¥ë¬ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥.

� ¤ ç  (4.13) ¬®¦¥â ¨¬¥âì ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®¯â¨¬ «ì®£® ¤®¯ãáâ¨¬®£® à¥è¥¨ï ¢¥ªâ®àë x, y, u,
¥ ï¢«ïîé¨¥áï à¥è¥¨ï¬¨ ¯à¥¤ë¤ãé¨å § ¤ ç. �®íâ®¬ã ¤  ï § ¤ ç  ¥ à ¢®á¨«ì  § ¤ ç ¬
¨§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ à £à ä .

�¯à¥¤¥«¥ë¥ âà¨ § ¤ ç¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¨â¥à¥áë â¥¬, çâ® § à ¥¥ ¨§¢¥áâë ®¯â¨¬ «ìë¥
§ ç¥¨ï ¨å æ¥«¥¢ëå äãªæ¨©. �â® ¯®§¢®«ï¥â ä®à¬ã«¨à®¢ âì íâ¨ § ¤ ç¨ ¢ ¢¨¤¥ á¨áâ¥¬ ãà ¢-
¥¨© ¨ ¥à ¢¥áâ¢. � ¨§ãç¥®© à ¥¥ á¨áâ¥¬¥ (3.13){(3.15) ¬®¦® § ¬¥¨âì ãá«®¢¨¥ (3.15)
  ãá«®¢¨¥ à ¢¥áâ¢  ã«î § ç¥¨ï äãªæ¨¨ G ¨«¨ R. � ®¡®¨å á«ãç ïå ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã
ãà ¢¥¨© ¨ ¥à ¢¥áâ¢, à ¢®á¨«ìãî (3.13){(3.15). � ª, ¢ ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥ ¯à¨å®¤¨¬ ª á¨áâ¥¬¥,
¢ª«îç îé¥© ãá«®¢¨ï (3.13), (3.14) ¨ à ¢¥áâ¢® F (x) + �(y)� (c; x) � (b; u) = 0.

�§ (4.5), (4.8), (4.11) ¢ëâ¥ª ¥â ¯à¨¢®¤¨¬®¥ ¨¦¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥. �® ï¢«ï¥âáï   «®£®¬ ¨§-
¢¥áâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ® á®®â®è¥¨ïå § ç¥¨© æ¥«¥¢ëå äãªæ¨© ¨áå®¤®© ¨ ¤¢®©áâ¢¥®©
§ ¤ ç «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï.

�¥®à¥¬  3. �à¨ «î¡ëå ¤®¯ãáâ¨¬ëå à¥è¥¨ïå ¨áå®¤®© (3.1){(3.3) ¨ ¤¢®©áâ¢¥®© (3.4){
(3.6) § ¤ ç ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ § ç¥¨¥ æ¥«¥¢®© äãªæ¨¨ ¨áå®¤®© (¤¢®©áâ¢¥®©) § ¤ ç¨ ¥ ¬¥ìè¥,
ç¥¬ § ç¥¨¥ æ¥«¥¢®© äãªæ¨¨ ¤¢®©áâ¢¥®© (¨áå®¤®©) § ¤ ç¨, ¢§ïâ®© á ®¡à âë¬ § ª®¬,

F (x)� (c; x) � ��(y) + (b; u);

�(y)� (b; u) � �F (x) + (c; x):

�®¯ãáâ¨¬ë¥ à¥è¥¨ï ¡ã¤ãâ ®¯â¨¬ «ìë¬¨ ¤«ï ®¡¥¨å § ¤ ç ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨

¤ ë¥ ¥à ¢¥áâ¢  ¢ë¯®«ïîâáï ¢ ¢¨¤¥ à ¢¥áâ¢.

5. �¥è¥¨¥ ¨áå®¤®© § ¤ ç¨   ®á®¢¥ ¤¢®©áâ¢¥®©

�¢®©áâ¢¥ãî § ¤ çã (3.6){(3.8) ¬®¦® á¢¥áâ¨ ª ¯à®¡«¥¬¥ ¡¥§ãá«®¢®© ¬¨¨¬¨§ æ¨¨ áâà®£®
¢ë¯ãª«®© äãªæ¨¨ ®â m ¯¥à¥¬¥ëå. �ãáâì u | à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨

X
j2J

�j(((A
Tu� c)j)+) +

X
j =2J

�j((A
Tu+ c)j)� (b; u)! min

u2Rm
; (5.1)

£¤¥ (�)+ = maxf0; �g ¤«ï ¢¥é¥áâ¢¥®£® �. �®á«¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï u ¬®¦¥¬ ¢ëç¨á«¨âì ª®¬¯®¥âë
¢¥ªâ®à  y:

yj = ((ATu� c)j)+; j 2 J ; yj = (ATu� c)j ; j =2 J:

� â¥¬ ¬®¦¥¬ ¢ëç¨á«¨âì à¥è¥¨¥ ¨áå®¤®© § ¤ ç¨ x = r�(y). �á«¨ § ¤ ç  (5.1) ¥ ¨¬¥¥â à¥è¥-
¨ï, â® ¥ ¨¬¥îâ à¥è¥¨© ¤¢®©áâ¢¥ ï (3.4){(3.6) ¨ ¨áå®¤ ï (3.1){(3.3) § ¤ ç¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨.

�§«®¦¥ë© ¯®¤å®¤ ¬®¦¥â ¨¬¥âì ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢® ¯® áà ¢¥¨î á  «£®à¨â¬ ¬¨ ¨â¥à â¨¢®-
£® ã«ãçè¥¨ï à¥è¥¨© ¨áå®¤®© § ¤ ç¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¥á«¨,  ¯à¨¬¥à, m áãé¥áâ¢¥® ¬¥ì-
è¥ n. �§«®¦¥ë© ¯ãâì ¢ëç¨á«¥¨© ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¬®¤¨ä¨ª æ¨î à §¢¨¢ ¥¬®£®
�.�. �®«¨ª®¢ë¬ ¨ �.�. �¢âãè¥ª® \ «ìâ¥à â¨¢®£® ¯®¤å®¤ " [11], [12] ¤«ï ¯®¨áª  ®à¬ «ìëå
(á  ¨¬¥ìè¥© ¥¢ª«¨¤®¢®© ®à¬®©) à¥è¥¨© á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯à¨

c = 0, F (x) = 0;5
nP
j=1

(xj)2 ¨áå®¤ ï § ¤ ç  ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ï¢«ï¥âáï § ¤ ç¥© ¯®¨áª  ®à¬ «ì®£®

à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ãà ¢¥¨© ¨ ¥à ¢¥áâ¢ (3.2), (3.3). �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥

�(y) = 0;5
nP
j=1

(yj)2, ¨ § ¤ ç  (5.1) ¨¬¥¥â ¯à¨¢«¥ª â¥«ìë© ¢ ¢ëç¨á«¨â¥«ì®¬ ®â®è¥¨¨ ¢¨¤.
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�  ®á®¢¥ ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå §¤¥áì á®¯àï¦¥ëå äãªæ¨© ¬®¦® ¯®«ãç¨âì ®¡®¡é¥¨ï \ «ìâ¥à-
 â¨¢®£® ¯®¤å®¤ " ª à¥è¥¨î á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ á ¬¨¨¬ «ìë¬ § ç¥¨¥¬ ¤àã£¨å,
¥ â®«ìª® ¥¢ª«¨¤®¢ëå, ®à¬. � ¯à¨¬¥à, ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ äãªæ¨©

F (x) =
nX
j=1

hj
p
jxj j

p; �(x) =
nX
j=1

dj
q
jxj j

q (5.2)

¯®«ãç¨¬ \ «ìâ¥à â¨¢ë© ¯®¤å®¤" ª à¥è¥¨î á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ á ¬¨¨¬ «ìë¬
§ ç¥¨¥¬ £¥«ì¤¥à®¢áª¨å ®à¬. �¤¥áì p > 1, q > 1 | áâ¥¯¥ë¥ ª®íää¨æ¨¥âë £¥«ì¤¥à®¢áª¨å
®à¬, á¢ï§ ë¥ ãá«®¢¨¥¬ (2.7); hj > 0, dj > 0 | ¢¥á®¢ë¥ ª®íää¨æ¨¥âë ®à¬, á¢ï§ ë¥
ãá«®¢¨ï¬¨ hq�1j dj = 1, hjd

p�1
j = 1, j = 1; : : : ; n. �â¨ ãá«®¢¨ï à ¢®á¨«ìë¥, ¯®áª®«ìªã á®£« á®

(2.7) (p� 1)(q � 1) = 1.
� ¨¡®«ìè¨© ¯à ªâ¨ç¥áª¨© ¨â¥à¥á ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á«ãç ¨ p = q = 2. �®«¥¥ ¯®¤à®¡® ®¡®¡é¥-

¨ï \ «ìâ¥à â¨¢®£® ¯®¤å®¤ ", ¢ â®¬ ç¨á«¥ ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ ¥á¥¯ à ¡¥«ìëå í¥à£¥â¨ç¥-
áª¨å ®à¬, ¨§ãç îâáï ¢ áâ âì¥ [2].

6. �¥£ã«ïà¨§ æ¨ï ¢ «¨¥©®¬ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨¨

�ãáâì

F (x) = ("=2)
nX
j=1

x2j (6.1)

¯à¨ § ¤ ®¬ " > 0. �®£¤  § ¤ ç  (3.1){(3.3) ¡ã¤¥â à¥£ã«ïà¨§ æ¨¥© ¯® �¨å®®¢ã § ¤ ç¨ «¨¥©-
®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï

(c; x)! min; Ax = b; xj � 0; j 2 J: (6.2)

�â  à¥£ã«ïà¨§ æ¨ï ¯à®â¨¢®¤¥©áâ¢ã¥â ¥à §à¥è¨¬®áâ¨ ¨§-§  ¥®£à ¨ç¥®áâ¨ á¨§ã æ¥«¥¢®©
äãªæ¨¨   ®¡« áâ¨ ¤®¯ãáâ¨¬ëå à¥è¥¨© ¨ ¢®§¬®¦®© ¥®¤®§ ç®áâ¨ à¥è¥¨ï § ¤ ç¨ (6.2),
¢ëà®¦¤¥®áâ¨ ¤¢®©áâ¢¥®© ª (6.2) § ¤ ç¨.

�ãªæ¨¨ (6.1) ¨áå®¤®© § ¤ ç¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ (3.1){(3.3) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â äãªæ¨ï

�(y) = (1=(2"))
nX
j=1

y2j (6.3)

¤«ï ¤¢®©áâ¢¥®© § ¤ ç¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨. �®£¤  § ¤ ç  (3.4){(3.6) ¡ã¤¥â à¥£ã«ïà¨§ æ¨¥© ¢ æ¥«ïå
¯à¥®¤®«¥¨ï ¢®§¬®¦®© ¥á®¢¬¥áâ®áâ¨ ®£à ¨ç¥¨© § ¤ ç¨ «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï

(b; u)! min; (�ATu)j � cj ; j 2 J ; (�ATu)j = cj ; j =2 J: (6.4)

� ¤ ç¨ (6.2), (6.4) ï¢«ïîâáï ¢§ ¨¬® ¤¢®©áâ¢¥ë¬¨ § ¤ ç ¬¨ «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï.
�  ï ¢§ ¨¬®á¢ï§ì ¤¢ãå ¢¨¤®¢ à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨ à áá¬ âà¨¢ « áì ¢ [13]. �«ï æ¥«¥© à¥£ã«ï-

à¨§ æ¨¨ ªà®¬¥ (6.1), (6.3) ¬®¦® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¨ ¤àã£¨¥ á®¯àï¦¥ë¥ äãªæ¨¨, ¢ ç áâ®áâ¨,
áã¬¬ë ¢§¢¥è¥ëå ª¢ ¤à â®¢

F (x) = 0;5
nX
j=1

hjx
2
j ; �(y) = 0;5

nX
j=1

djy
2
j ;

¯à¨ ¢ë¯®«¥¨¨ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨©   ¢¥á®¢ë¥ ª®íää¨æ¨¥âë: hj > 0, dj > 0, hjdj = 1,
j = 1; : : : ; n. �â® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â äãªæ¨ï¬ (5.2) ¯à¨ p = q = 2. �ë¡®à ¢¥á®¢ëå ª®íää¨æ¨¥-
â®¢ ¯®§¢®«ï¥â ¢®§¤¥©áâ¢®¢ âì   à®«ì ®â¤¥«ìëå ¯¥à¥¬¥ëå ¨ ®£à ¨ç¥¨© ¢ à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨.
� ª, ¢ àì¨àãï ª®íää¨æ¨¥âë dj , ¬®¦¥¬ ¢®§¤¥©áâ¢®¢ âì   â®ç®áâì ¢ë¯®«¥¨ï ®â¤¥«ìëå
®£à ¨ç¥¨© ¤¢®©áâ¢¥®© § ¤ ç¨ «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï (6.4).
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7. �®¤¥«¨ ¯®â®ª®à á¯à¥¤¥«¥¨ï

�à¥¤áâ ¢«¥ë¥ ¢ à §¤¥« å 3 ¨ 4 à¥§ã«ìâ âë ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«¥§ë ¤«ï à §¢¨â¨ï â¥®à¨¨ ¨
¬¥â®¤®¢ à¥è¥¨ï § ¤ ç ¯®â®ª®à á¯à¥¤¥«¥¨ï. � ®á®¢®¬, §¤¥áì ¡ã¤ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï £¨¤à ¢-
«¨ç¥áª¨¥ æ¥¯¨, â¥®à¨ï ª®â®àëå à §à ¡ âë¢ « áì [5], [6] ¤«ï à¥è¥¨ï ¯à ªâ¨ç¥áª¨å § ¤ ç âàã-
¡®¯à®¢®¤ëå á¨áâ¥¬, ¢ â®¬ ç¨á«¥ ¢®¤®-, â¥¯«®- ¨ £ §®á ¡¦¥¨ï. �áå®¤ë¬   «®£®¬ á«ã¦¨« 
â¥®à¨ï í«¥ªâà¨ç¥áª¨å æ¥¯¥©, ¯®ïâ¨ï ¨§ ª®â®à®© ¡ã¤¥¬ ¯à¨¢®¤¨âì ¨®£¤  ¢ áª®¡ª å.

�®¤¥«ì ¯®â®ª®à á¯à¥¤¥«¥¨ï ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥  ¯à ¢«¥®£® £à ä . �ç¨â ¥¬, çâ® ® 
¨¬¥¥â ¢¨¤ á¨â¥¬ë (3.13){(3.15). �ãáâì i = 1; : : : ;m| ®¬¥à  ã§«®¢, j = 1; : : : ; n| ®¬¥à  ¤ã£, A
| ¬ âà¨æ  ¨æ¨¤¥æ¨© ã§«®¢ ¨ ¤ã£, ¢ ª ¦¤®¬ áâ®«¡æ¥ ª®â®à®© â®«ìª® ¤¢  ¥ã«¥¢ëå í«¥¬¥â ,
à ¢ëå +1 ¨ �1. �¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®¬¥à ¬ ã§«®¢  ç «  ¨ ª®æ  ¤ ®© ¤ã£¨. �¥ªâ®à b á®-
áâ®¨â ¨§ § ¤ ëå ¯à¨â®ª®¢ (¨«¨ ®ââ®ª®¢, ¥á«¨ bi < 0) ¯¥à¥¬¥é ¥¬®© ¯® £¨¤à ¢«¨ç¥áª®© æ¥¯¨

áà¥¤ë (¤«ï í«¥ªâà¨ç¥áª®© æ¥¯¨ | â®ª®¢) ¢ ¥¤¨¨æã ¢à¥¬¥¨, ¯à¨ç¥¬
mP
i=1

bi = 0. �¥ªâ®à c á®áâ®¨â

¨§ § ¤ ëå ¤¥©áâ¢ãîé¨å  ¯®à®¢, á®§¤ ¢ ¥¬ëå ¯¥à¥ª ç¨¢ îé¨¬¨ ãáâà®©áâ¢ ¬¨ (í«¥ªâà®¤¢¨-
¦ãé¥© á¨«ë)   ®â¤¥«ìëå ¤ã£ å.

�¥à¥¬¥ ï xj á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à áå®¤ã ¢ ¥¤¨¨æã ¢à¥¬¥¨ ¯¥à¥¬¥é ¥¬®© áà¥¤ë (á¨«¥ â®ª )
  ¤ã£¥ j. �á«®¢¨¥ xj � 0 ¤«ï j 2 J ®§ ç ¥â, çâ®   ¤ ®© ¤ã£¥ ¤¥©áâ¢ã¥â § ¯®àë© ª« ¯ 
(¤¥â¥ªâ®à), ¯à¥¯ïâáâ¢ãîé¨© ¯¥à¥¬¥é¥¨î áà¥¤ë (â®ª ) ¢ ®¡à â®¬ ª ¢ë¡à ®¬ã §  ¯®«®¦¨-
â¥«ì®¥  ¯à ¢«¥¨¥. �¥à¥¬¥ ï yj á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯®â¥à¥ ¤ ¢«¥¨ï (¯¥à¥¯ ¤ã  ¯àï¦¥¨ï)  
¯à¥®¤®«¥¨¥ á¨«ë âà¥¨ï (á®¯à®â¨¢«¥¨ï). �¥à¥¬¥ ï ui á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¤ ¢«¥¨î ( ¯àï¦¥-
¨î) ¢ ã§«¥ i.

�á«®¢¨¥ Ax = b ¢ (3.13) ¢ëà ¦ ¥â âà¥¡®¢ ¨¥ á®¡«î¤¥¨ï ¡ « á®¢ ¢å®¤ïé¨å ¨ ¢ëå®¤ï-
é¨å ¯®â®ª®¢ (â®ª®¢) ¢ ª ¦¤®¬ ã§«¥ (â. ¥. ¯¥à¢ë© § ª® �¨àå£®ä ). �á«®¢¨ï (3.15) ¢ëà ¦ îâ
¡ « á®¢ë¥ á®®â®è¥¨ï ¤«ï ¤ ¢«¥¨© ( ¯àï¦¥¨©) ¯® ®â¤¥«ìë¬ ¤ã£ ¬. � ª ãá«®¢¨¥

yj = cj + (ATu)j ; j 2 J;

®§ ç ¥â, çâ® ¯®â¥àï ¤ ¢«¥¨ï (¯¥à¥¯ ¤  ¯àï¦¥¨ï)   ¯à¥®¤®«¥¨¥ á¨«ë âà¥¨ï (  á®¯à®â¨-
¢«¥¨¥) ¯® ¤ã£¥ j ¥áâì áã¬¬  ¤¢ãå á®áâ ¢«ïîé¨å: ¤¥©áâ¢ãîé¨å  ¯®à®¢   ¤ ®© ¤ã£¥ (���)
¨ à §¨æë ¤ ¢«¥¨© ( ¯àï¦¥¨©) ¢  ç «¥ ¨ ª®æ¥ ¤ã£¨. �®®â®è¥¨ï (3.15) ¢ â¥®à¨¨ £¨¤à ¢-
«¨ç¥áª¨å æ¥¯¥© ¯à¨ïâ®  §ë¢ âì \§ ¬ëª îé¨¬¨". �¨ ¢ëà ¦ îâ á¢ï§ì ¬¥¦¤ã ¯¥à¥¯ ¤®¬
¤ ¢«¥¨©   ¯à¥®¤®«¥¨¥ á¨«ë âà¥¨ï á ®¡ê¥¬®¬ ¯¥à¥ª ç¨¢ ¥¬®© áà¥¤ë ¢ ¥¤¨¨æã ¢à¥¬¥¨ ¤«ï
ª ¦¤®© ¤ã£¨ (§ ª® �¬ ):

yj = fj(xj) ¨«¨ xj = 'j(yj), j = 1; : : : ; n;

£¤¥ fj , 'j | ¯à®¨§¢®¤ë¥ á®¯àï¦¥ëå äãªæ¨© Fj ¨ �j ¨§ Z.
�â¬¥â¨¬ ¥ª®â®àë¥ ¯®«¥§ë¥ ¤«ï â¥®à¨¨ ¨ ¬¥â®¤®¢ à áç¥â  £¨¤à ¢«¨ç¥áª¨å æ¥¯¥© ä ªâë

¨§ ¯à¥¤áâ ¢«¥ëå ¢ à §¤¥« å 2 ¨ 3 à¥§ã«ìâ â®¢.
1. �®£« á® â¥®à¥¬¥ 1 ¬®¤¥«ì ¯®â®ª®à á¯à¥¤¥«¥¨ï ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ à¥è¥¨¥, ¥á«¨ ®£à -

¨ç¥¨ï (3.13) ¥¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë¥ ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ «î¡ëå äãªæ¨© fj , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å
ãá«®¢¨ï¬ (2.1){(2.5). � ¥¥ �.�.�¥à¥ª®¢ë¬ [6] ¡ë«  ¤®ª §   ¯à¨ J = ; â®«ìª® ¥¤¨áâ¢¥-
®áâì à¥è¥¨ï (¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥) ¨ â®«ìª® ¤«ï äãªæ¨¨ ¢¨¤ 

fj(xj) = �j jxj j
� signxj (7.1)

¯à¨ § ¤ ëå �j > 0, �j � 1. � â® ¦¥ ¢à¥¬ï, ª ª ®â¬¥ç «®áì ¨ �¥à¥ª®¢ë¬ ([6], á. 28{32), ¢
¥ª®â®àëå á«ãç ïå ¬®£ãâ ¨¬¥âì ¬¥áâ® ¨ ¤àã£¨¥, ®â«¨çë¥ ®â (7.1), § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¬¥¦¤ã ®¡ê¥¬ ¬¨
¯¥à¥â®ª®¢ ¨ ¯¥à¥¯ ¤ ¬¨ ¤ ¢«¥¨ï.

2. � ¥¥ ¢ à ¡®â å ¯® â¥®à¨¨ £¨¤à ¢«¨ç¥áª¨å æ¥¯¥© ¯à¨¢¥¤¥ë¥ ¢ëè¥ ¤¢®©áâ¢¥ ï ¨ á -
¬®á®¯àï¦¥ ï § ¤ ç¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¥ ¨§ãç «¨áì. �¬¥áâ¥ á â¥¬, ª ª ®â¬¥ç «®áì ¢ à §¤¥«¥ 5,
¤¢®©áâ¢¥ ï § ¤ ç  ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«¥§  ¤«ï ª®áâàã¨à®¢ ¨ï ®¢ëå íää¥ªâ¨¢-
ëå  «£®à¨â¬®¢ à¥è¥¨ï § ¤ ç¨ ¯®â®ª®à á¯à¥¤¥«¥¨ï.
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3. � ¬®á®¯àï¦¥ ï § ¤ ç  (4.11) ¨ ¥¥ ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨ (4.12), (4.13) ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«¥§ë ¤«ï
í¥à£¥â¨ç¥áª®© ¨â¥à¯à¥â æ¨¨ ¯®«ãç ¥¬®£® à¥è¥¨ï, ª®â®à®¥ ¥à¥¤ª® ¯à¨¬¥ï¥âáï ¢ ¨áá«¥¤®¢ -
¨ïå ä¨§¨ç¥áª¨å ¯à®æ¥áá®¢. � æ¥«¥¢®© äãªæ¨¨ (4.11) á®áâ ¢«ïîé ï F (x)+�(y) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â
¯®â¥àï¬ í¥à£¨¨ ¢ ¥¤¨¨æã ¢à¥¬¥¨ ¢ãâà¨ á¨áâ¥¬ë   ¯à¥®¤®«¥¨¥ á¨« âà¥¨ï â ª ¦¥, ª ª ¨
á®áâ ¢«ïîé ï (x; y) ¢ æ¥«¥¢®© äãªæ¨¨ (4.13). �®â¥à¨ í¥à£¨¨ ¢ãâà¨ á¨áâ¥¬ë ¬¨¨¬¨§¨àãîâ-
áï.

�àã£ ï á®áâ ¢«ïîé ï (b; u) + (c; x) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â § âà â ¬ í¥à£¨¨ §  ¥¤¨¨æã ¢à¥¬¥¨ ¢¥
á¨áâ¥¬ë. � ª \¬¨ãá" ¯à¨ íâ®© á®áâ ¢«ïîé¥© ¢ æ¥«¥¢ëå äãªæ¨ïå (4.11), (4.13) ®§ ç ¥â, çâ®
íâ  í¥à£¨ï ¬ ªá¨¬¨§¨àã¥âáï. � ª®¥ç®¬ ¨â®£¥, á®£« á® â¥®à¥¬ ¬ 2 ¨ 3 ¤«ï ®¯â¨¬ «ìëå
à¥è¥¨© íâ¨ ¤¢¥ á®áâ ¢«ïîé¨¥ á®¢¯ ¤ îâ, çâ® ¢ëà ¦ ¥â § ª® á®åà ¥¨ï í¥à£¨¨.

� ¥¥   «®£¨ç ï í¥à£¥â¨ç¥áª ï ¨â¥à¯à¥â æ¨ï ¡ë«  ¤   �.�.�®£ ®¢¨ç¥¬ ¨ �.�. �ã¬ -
à®ª®¢ë¬ ([6], á. 168)   ®á®¢¥ § ¤ ç¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ (3.1){(3.3) ¯à¨ J = 0 â®«ìª® ¤«ï § ¬ªãâ®©
£¨¤à ¢«¨ç¥áª®© æ¥¯¨ (ª®£¤  b = 0) ¯à¨ § ¬ëª îé¨å á®®â®è¥¨ïå ¢¨¤  (7.1).

�¢â®à ¡« £®¤ à¥ �.�.�à®çª® ¨ �.�.�áâ äì¥¢ã §  ¯®«¥§®¥ ®¡áã¦¤¥¨¥ ¬ â¥à¨ «®¢, ¯à¥¤-
áâ ¢«¥ëå ¢ ¤ ®© áâ âì¥.
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