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Введение 

При исследовании различных явлений механики сплошной среды, 

химических реакциях, электрических и магнитных явлений, в 

электростатике, гидростатике и многих других разделов физики, приводит 

к необходимости решения уравнения Фредгольма 2-го рода  

Проблема разработки алгоритма решения и написание на его основе 

функции является актуальной, так как решение линейных интегральных 

уравнений без привлечения компьютера  является достаточно трудоемким. 

В нашей дипломной работе мы будем рассматривать реализацию  

прямых методов решения уравнения Фредгольма 2-го рода. 

Целью дипломной работы является сравнение различных алгоритмов  

решения уравнения Фредгольма 2-го рода. 

Задачами дипломной работы в связи с указанной целью являются: 

1) рассмотреть решение уравнения Фредгольма методом 

Галёркина; 

2) рассмотреть решение уравнения Фредгольма методом 

подобластей; 

3) реализация последовательного и параллельного алгоритма 

задачи 1; 

4) реализация последовательного и параллельного алгоритма 

задачи 2; 

5) анализ полученных результатов и сравнение полученных 

алгоритмов;  
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 Интегральное  уравнение Фредгольма 2-го рода.  

Интегральное уравнение — это уравнение, в котором неизвестная 

функция находится под знаком интеграла. Например, уравнение [1] 

𝑥(𝑠) − 𝜆�ℎ(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑦(𝑠)
𝑏

𝑎

, 

где 𝑦(𝑠),ℎ(𝑡, 𝑠) — известные функции, 𝑥(𝑠) необходимо найти, 𝜆 — 

постоянный параметр, ℎ(𝑡, 𝑠) называется ядром интегрального уравнения. 

Переменные s и t пробегают здесь некоторый фиксированный 

отрезок [a,b].  

Интегральное уравнение вида [1] 

𝜆�ℎ(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑦(𝑠)
𝑏

𝑎

 

называется интегральным уравнением Фредгольма первого рода. 

Интегральное уравнение Фредгольма 2-го рода имеет вид:[2] 

𝑥(𝑠) − 𝜆�ℎ(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑦(𝑠)
𝑏

𝑎

 

ℎ(𝑡, 𝑠) — ядро интегрального оператора, 𝜆 — заданный параметр, 𝑦(𝑠) — 

заданная функция, 𝑥(𝑠) — искомая функция. 

Если 𝑦(𝑠) ≡ 0, то уравнение однородное, если же 𝑦(𝑠) ≠ 0, то 

уравнение неоднородное. 
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Рассмотрим решение интегрального уравнения Фредгольма второго 

рода: 

𝑥(𝑠) − 𝜆�𝐾(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑦(𝑠)
𝑏

𝑎

           (1) 

Ядро ℎ(𝑡, 𝑠)мы считаем комплексной непрерывной функцией двух 

переменных (𝑡, 𝑠) в квадрате  𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏,𝑎 ≤ 𝑠 ≤ 𝑏. Введем обозначение 

𝑀𝑥 = 𝜆�ℎ(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

и запишем уравнение в операторном виде 

 𝑥 −𝑀𝑥 = 𝑦,           (1′) 

где M — интегральный оператор с ядром ℎ(𝑡, 𝑠). Величина нормы М (то 

есть‖𝑀‖) зависит от пространства, в котором ведется рассмотрение. 

Для разрешимости уравнения (1’) достаточно выполнения условия 

‖𝑀‖ < 1. Это условие, например, в пространстве 𝐿2(𝑎, 𝑏) сведется к 

следующему [2]: 

‖𝑀‖ ≤ �𝜆�ℎ(𝑡, 𝑠)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

� = |𝜆|��ℎ(𝑡, 𝑠)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

� = |𝜆|����ℎ(𝑡, 𝑠)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

�

2

𝑑𝑠
𝑏

𝑎

≤ |𝜆|���|ℎ(𝑡, 𝑠)|2𝑑𝑡𝑑𝑠
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

. 
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Метод Галеркина. 

Приближенное решение уравнения (1) будем искать в виде 

алгебраического многочлена степени n, n𝜖N, 

𝑥𝑛(𝑡) = �𝑐𝑘𝑡𝑘,                      
𝑛

𝑘=0

 (2) 

а его неизвестные коэффициенты определим из условий [1] 

� 𝜌(𝑡)[𝐾𝑥𝑛(𝑡) − 𝑦(𝑡)]𝑡𝑗𝑑𝑡 = 0, 𝑗 = 0,𝑛,�����
+1

−1

 

где ρ(t) – весовая на [−1, 1] функция. Эти условия дают СЛАУ (n + 1)-го 

порядка относительно n + 1 коэффициентов 𝑐𝑘полинома (2): 

�𝛼𝑘𝑗𝑐𝑘 = 𝑦𝑗 , 𝑗 = 0,𝑛����� ,                 
𝑛

𝑘=0

 (3) 

где 

𝛼𝑘𝑗 = � 𝜌(𝑡)𝐾(𝑡𝑘)𝑡𝑗𝑑𝑡, 𝑦𝑗 = � 𝜌(𝑡)𝑦(𝑡)𝑡𝑗𝑑𝑡.               
+1

−1

+1

−1

 (4) 

 

Для вычислительной схемы метода Галеркина (1)–(4) имеет место 

Теорема 1. Пусть выполнены условия:[1] 

1) 𝜌(𝑡) = 1
√1−𝑡2

 или 𝜌(𝑡) = √1 − 𝑡2; 

2) 𝑦 ∈ 𝐿2,𝜌(−1,1); 

3) ядро h(t, s) таково, что порождаемый им интегральный оператор вполне 

непрерывен в пространстве 𝐿2,𝜌(−1,1); 

4) уравнение (1) имеет единственное решение при любой правой части из 

𝐿2,𝜌. 
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Тогда СЛАУ (3)–(4) также имеет единственное решение {𝑐𝑘∗} хотя бы 

при всех n, начиная с некоторого натурального 𝑛0. Приближенные 

решения 𝑥𝑛∗(𝑡), построенные по формуле (2) при 𝑐𝑘 = 𝑐𝑘∗, 𝑘 = 0,𝑛�����, сходятся 

к точному решению 𝑥∗(𝑡) уравнения (1) в пространстве 𝐿2,𝑝(−1,1) со 

скоростью 

‖𝑥∗ − 𝑥𝑛∗‖𝐿2,𝜌 = 𝑂�𝐸𝑛(𝑥∗)2,𝜌�,        (5) 

где 𝐸𝑛(𝑧)2,𝜌 — наилучшее среднеквадратическое приближение элемента 

𝑧 ∈ 𝐿2,𝜌(−1,1) алгебраическими многочленами степени не выше n. 

Следствие 1. Для погрешности приближенных решений в пространстве  

𝐿2,𝜌(−1,1) имеет место порядковое соотношение [1] 

‖𝑥∗ − 𝑥𝑛∗‖𝐿2,𝜌 = 𝑂�𝐸𝑛(𝑦)2,𝜌 + 𝐸𝑛(𝐻𝑥∗)2,𝜌�;             (5′) 

в частности, если ℎ(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐿2,𝜌(−1,1) × 𝐿2,1 𝜌⁄ (−1,1), то 

‖𝑥∗ − 𝑥𝑛∗‖𝐿2,𝜌 = 𝑂�𝐸𝑛(𝑦)2,𝜌 + 𝐸𝑛(ℎ)2;𝑝,1 𝜌⁄ �, 

где 𝐸𝑛(ℎ)2;𝜌,1 𝜌⁄  — частное наилучшее среднеквадратическое приближение 

функции ℎ(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐿2,𝜌(−1,1) × 𝐿2,1 𝜌⁄ (−1,1) по переменной 𝑠 

алгебраическими многочленами степени не выше n. 

Для определения погрешности прямых методов решения 

интегральных уравнений и сравнения последовательных и параллельных 

методов зададим точное значение 𝑥(𝑠) = 𝑒𝑠. Возьмём 𝜆 = 0.2, и найдём 

𝑦(𝑠) из уравнения вида: 

𝐾𝑥 ≡ 𝑒𝑠 + 0.2 � 𝑠2𝜎𝑒𝜎𝑑𝜎 = 𝑦(𝑠)
+1

−1

 

Вычисляя данный интеграл с помощью пакета Wolfram Mathematica, 

получим: 

𝑦(𝑠) = 𝑒𝑠 + 0.2𝑠2. 
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Возвращаясь к исходной задаче и подставляя 𝑦(𝑠) в уравнение (1) ,и 

выбирая в качестве ℎ(𝑡, 𝑠) и 𝑥(𝑠) соответственно 𝑠2𝜎 и 𝑒2, получим 

уравнение вида: 

𝐾𝑥 ≡ 𝑥(𝑠) + 0.2 � 𝑠2𝜎𝑒𝜎𝑑𝜎
+1

−1

= 𝑒𝑠 + 0.2𝑠2 . (6) 

Приближённое решение данного уравнения будем искать в виде 

алгебраического многочлена степени n, n𝜖N. 

𝑥𝑛(𝑠) = �𝑐𝑘𝑠𝑘
𝑛

𝑘=0

. 

Так как вычисление точного значения интеграла при помощи 

компьютера невозможно, мы будем использовать численные методы 

вычисления интегралов (метод трапеций). 

𝑆 = ℎ �
𝑦𝑛 + 𝑦0

2 + �𝑦𝑘

𝑛−1

𝑘=1

� = ℎ ��𝑦𝑘 −
1
2

𝑛

𝑘=0

(𝑦0 + 𝑦𝑛)�, 

где 𝑦0— нижний предел, 𝑦𝑛— верхний предел.h — шаг, который 

вычисляется по формуле: 

ℎ =
𝑏 − 𝑎
𝑛 . 

Для уравнения (3) по формуле метода Галёркина найдем 

𝑦𝑗 = � 𝜌(𝑠)𝑦(𝑠)𝑠𝑗𝑑𝑠
+1

−1

. 

Для определения коэффициентов 𝐶𝑘 из уравнения (6) потребуется найти: 

𝛼𝑘𝑗 = � 𝜌(𝑠)𝐾(𝑠𝑘)𝑠𝑗𝑑𝑠
+1

−1

. 
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Подставляя вместо К его значение получим: 

𝛼𝑘𝑗 = � �1 − 𝑠2 �𝑠𝑘 + 0.2 � 𝑠2
+1

−1

𝜎𝜎𝑘𝑑𝜎� 𝑠𝑗𝑑𝑠
+1

−1

= 

= � �1 − 𝑠2𝑠𝑘𝑠𝑗𝑑𝑠 + 0.2�𝑠𝑘 + 𝑠2
0.2(1𝑘+1 − (−1)𝑘+1)

𝑘 + 1 �
+1

−1

� 𝑠2𝑠𝑗𝑑𝑠
+1

−1

= 

= � �1 − 𝑠2𝑠𝑘+𝑗𝑑𝑠 + 0.2�𝑠𝑘 + 𝑠2
0.2(1𝑘+1 − (−1)𝑘+1)

𝑘 + 1 ���
𝑠3+𝑗

3 + 𝑗�
+1
−1�

+1

−1

= 

= � �1 − 𝑠2𝑠𝑘+𝑗𝑑𝑠 + 0.2
�1𝑘+1 − (−1)(𝑘+1)��13+𝑗 − (−1)(3+𝑗)�

(𝑘 + 1)(3 + 𝑗)

+1

−1

= 

� �1 − 𝑠2𝑠𝑘+𝑗𝑑𝑠 + 0.2
�1 − (−1)(𝑘+1)��1 − (−1)(3+𝑗)�

(𝑘 + 1)(3 + 𝑗)

+1

−1

 

𝑠 = �1 +
2𝑗
𝑛 � => 

𝛼𝑘𝑗 = � �1 − �1 +
2𝑗
𝑛 �

2

�1 +
2𝑗
𝑛 �

𝑘+𝑗

𝑑𝑠
+1

−1

+ 0.2
�1 − (−1)(𝑘+1)��1 − (−1)(3+𝑗)�

(𝑘 + 1)(3 + 𝑗)  

Далее найдем значение: 

𝑦𝑗 = � �1 − �1 +
2𝑗
𝑛 �

2

�𝑒�1+
2𝑗
𝑛 � + 0.2 �1 +

2𝑗
𝑛 �

2

� �1 +
2𝑗
𝑛 �

𝑗

𝑑𝑠
+1

−1

. 

Коэффициенты 𝑐𝑘 определим из условий: 
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� �1 − 𝑠2[𝐾𝑥𝑛(𝑠) − 𝑦(𝑠)]𝑠𝑗𝑑𝑠 = 0,     𝑗 = 0,𝑛�����
+1

−1

. 

Решая данное уравнение, перейдем к решению СЛАУ вида: 

�

𝛼00с0 + 𝛼10с1 + 𝛼20с2 + ⋯+ 𝛼0𝑛с𝑛 = 𝑦0
𝛼01с0 + 𝛼11с1 + 𝛼21с2 + ⋯+ 𝛼1𝑛с𝑛 = 𝑦1

⋯
𝛼0𝑛с0 + 𝛼1𝑛с1 + 𝛼2𝑛с2 + ⋯+ 𝛼𝑛𝑛с𝑛 = 𝑦𝑛

� ⇔ 𝐴𝑥 = 𝑏. 
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Метод подобластей.  

На сегменте [−1, 1] выберем систему из n + 2 точек 𝑡𝑘,𝑘 = 0,𝑛 + 1����������, 

расположенных в порядке возрастания. Приближенное решение 

уравнения(1) будем искать снова в виде многочлена (2), а его неизвестные 

коэффициенты определим из условий [1] 

� 𝜌(𝑡)[𝐾𝑥𝑛(𝑡) − 𝑦(𝑡)]𝑡𝑗𝑑𝑡 = 0, 𝑗 = 0,𝑛,�����
+1

−1

                 (7) 

Ясно, что эти условия относительно коэффициентов {𝑐𝑘} 

представляют СЛАУ вида: 

�𝛼𝑘𝑗𝑐𝑘 = 𝑦𝑗 , 𝑗 = 0,𝑛,�����
𝑛

𝑘=0

                                                              (8) 

𝛼𝑘𝑗 = � 𝜌(𝑡)𝐾(𝑡𝑘)𝑡𝑗𝑑𝑡, 𝑦𝑗 = � 𝜌(𝑡)𝑦(𝑡)𝑡𝑗𝑑𝑡.
+1

−1

+1

−1

 (9) 

Для вычислительной схемы метода подобластей (1), (2), (8)–(9) 

имеют место следующие результаты. 

Теорема 2. Пусть выполнены условия: [1] 

1) 𝑦 = 𝐿2,𝜌, 𝜌(𝑡) = √1 − 𝑡2; 

2) ядро h(t, s) таково, что порождаемый им интегральный оператор вполне 

непрерывен в пространстве 𝐿2,𝜌; 

3) уравнение (1) имеет единственное решение при любой правой части из 

𝐿2,𝜌. 

4)𝑡𝑗 = − cos 𝑗𝜋
𝑛+1

, 𝑗 = 0,𝑛 + 1.����������� 

Тогда СЛАУ (7) – (8) также имеет единственное решение {𝑐𝑘∗} хотя 

бы при всех достаточно больших натуральных n. Приближенные решения 

𝑥𝑛∗(𝑡) построенные по формуле (2) при 𝑐𝑘 = 𝑐𝑘∗ ,𝑘 = 0,𝑛�����, сходятся к 

точному решению 𝑥∗(𝑡) уравнения (1) в пространстве 𝐿2,𝜌 со скоростью 
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             ‖𝑥∗ − 𝑥𝑛∗‖𝐿2,𝜌 = 𝑂�𝐸𝑛(𝑥∗)2,𝜌�,          (10) 

Следствие 1. Для погрешности приближенных решений в пространстве 

𝐿2,𝑝 имеет место соотношение [1] 

‖𝑥∗ − 𝑥𝑛∗‖𝐿2,𝜌 = 𝑂�𝐸𝑛(𝑦)2,𝜌 + 𝐸𝑛(𝐻𝑥∗)2,𝜌�;              

в частности, если ℎ(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐿2,𝜌(−1,1) × 𝐿2,1 𝜌⁄ (−1,1), то 

‖𝑥∗ − 𝑥𝑛∗‖𝐿2,𝜌 = 𝑂�𝐸𝑛(𝑦)2,𝜌 + 𝐸𝑛(ℎ)2;𝜌,1 𝜌⁄ �, 

где 𝐸𝑛(ℎ)2;𝜌,1 𝜌⁄  — частное наилучшее среднеквадратическое приближение 

функции ℎ(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐿2,𝜌(−1,1) × 𝐿2,1 𝜌⁄ (−1,1) по переменной 𝑠 

алгебраическими многочленами степени не выше n. 

Перейдем к решению нашего уравнения  

𝐾𝑥 ≡ 𝑥(𝑠) + 0.2 � 𝑠2𝜎𝑒𝜎𝑑𝜎
+1

−1

= 𝑒𝑠 + 0.2𝑠2. 

Приближённое решение данного уравнения также будем искать в виде 

алгебраического многочлена степени n, n𝜖N. 

𝑥𝑛(𝑠) = �𝑐𝑘𝑠𝑘 .
𝑛

𝑘=0

 

По формуле метода подобластей найдем 

𝑦𝑗 = � 𝜌(𝑠)𝑦(𝑠)𝑠𝑗𝑑𝑠

𝑠𝑗+1

𝑠𝑗

. 

Для определения коэффициентов 𝐶𝑘 потребуется найти: 

𝛼𝑘𝑗 = � 𝜌(𝑠)𝐾(𝑠𝑘)𝑠𝑗𝑑𝑠

𝑠𝑗+1

𝑠𝑗

. 

Подставив значения получим следующее: 
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𝛼𝑘𝑗 = � �1 − 𝑠2 �𝑠𝑘 + 0.2 � 𝑠2
+1

−1

𝜎𝜎𝑘𝑑𝜎� 𝑠𝑗𝑑𝑠

𝑠𝑗+1

𝑠𝑗

= 

= � �1 − 𝑠2𝑠𝑘𝑠𝑗𝑑𝑠 + 0.2�𝑠𝑘 + 𝑠2
0.2(1𝑘+1 − (−1)𝑘+1)

𝑘 + 1 �

𝑠𝑗+1

𝑠𝑗

� 𝑠2𝑠𝑗𝑑𝑠

𝑠𝑗+1

−1

= 

= � �1 − 𝑠2𝑠𝑘+𝑗𝑑𝑠 + 0.2�𝑠𝑘 + 𝑠2
0.2�𝑠𝑗+1𝑘+1 − 𝑠𝑗𝑘+1�

𝑘 + 1 ���
𝑠3+𝑗

3 + 𝑗�
𝑠𝑗+1
𝑠𝑗 �

𝑠𝑗+1

𝑠𝑗

= 

= � �1 − 𝑠2𝑠𝑘+𝑗𝑑𝑠 + 0.2
�𝑠𝑗+1𝑘+1 − 𝑠𝑗(𝑘+1)��𝑠𝑗+13+𝑗 − 𝑠𝑗(3+𝑗)�

(𝑘 + 1)(3 + 𝑗)

𝑠𝑗+1

𝑠𝑗

= 

𝑠 = �1 +
2𝑗
𝑛 � => 

𝛼𝑘𝑗 = � �1 − �1 +
2𝑗
𝑛 �

2

�1 +
2𝑗
𝑛 �

𝑘+𝑗

𝑑𝑠

𝑠𝑗+1

𝑠𝑗

+ 0.2
�𝑠𝑗+1 − 𝑠𝑗(𝑘+1)��𝑠𝑗+1 − 𝑠𝑗(3+𝑗)�

(𝑘 + 1)(3 + 𝑗)  

Найдем значение: 

𝑦𝑗 = � �1 − �1 +
2𝑗
𝑛 �

2

�𝑒�1+
2𝑗
𝑛 � + 0.2 �1 +

2𝑗
𝑛 �

2

� �1 +
2𝑗
𝑛 �

𝑗

𝑑𝑠

𝑠𝑗+1

𝑠𝑗

. 

Коэффициенты 𝑐𝑘 определим из условий:[1] 

� �1 − 𝑠2[𝐾𝑥𝑛(𝑠) − 𝑦(𝑠)]𝑠𝑗𝑑𝑠 = 0,     𝑗 = 0,𝑛�����

𝑡𝑗+1

𝑡𝑗

. 

Решая данное уравнение, перейдем к решению СЛАУ вида: 
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�

𝛼00с0 + 𝛼10с1 + 𝛼20с2 + ⋯+ 𝛼𝑛0с𝑛 = 𝑦0
𝛼01с0 + 𝛼11с1 + 𝛼21с2 + ⋯+ 𝛼𝑛1с𝑛 = 𝑦1

⋯
𝛼0𝑛с0 + 𝛼1𝑛с1 + 𝛼2𝑛с2 + ⋯+ 𝛼𝑛𝑛с𝑛 = 𝑦𝑛

� 

В результате применения обоих методов мы пришли к СЛАУ. 

Рассмотрим один из возможных способов ее решения. 

Итерационные методы, основанные на использовании 

повторяющегося (циклического) процесса и позволяющие получить 

решение в результате последовательных приближений. Операции, 

входящие в повторяющийся процесс, составляют итерацию. К 

итерационным методам относятся: метод простых итераций, метод Зейделя 

и др. 

Альтернативой прямым методам решения СЛАУ являются 

итерационные методы, основанные на многократном уточнении , 

заданного приближенного решения системы . Верхним индексом 

в скобках здесь и далее по тексту обозначается номер итерации 

(совокупности повторяющихся действий).[4] 

Реализация простейшего итерационного метода — метода простых 

итераций — состоит в выполнении следующих процедур. 

1.Исходная задача 𝐴𝑥 = 𝑏 преобразуется к равносильному виду:[4] 

𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽, 

где 𝛼 — квадратная матрица порядка n;  𝛽 — столбец. Это преобразование 

может быть выполнено различными путями, но для обеспечения 

сходимости итераций (см. процедуру 2) нужно добиться выполнения 

условия ‖𝛼‖ < 1. 
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2. Столбец 𝛽 принимается в качестве начального приближения 

𝑥(0) = 𝛽 и далее многократно выполняются действия по уточнению 

решения, согласно рекуррентному соотношению 

𝑥(𝑘+1) = 𝛼𝑥(𝑘) + 𝛽,𝑘 = 0,1,2, … 

или в развернутом виде 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥1

(𝑘+1) = 𝛼11𝑥1
(𝑘) + 𝛼12𝑥2

(𝑘) + ⋯+ 𝛼1𝑛𝑥𝑛
(𝑘) + 𝛽1,

𝑥2
(𝑘+1) = 𝛼21𝑥1

(𝑘) + 𝛼22𝑥2
(𝑘) + ⋯+ 𝛼2𝑛𝑥𝑛

(𝑘) + 𝛽2,
⋮

𝑥𝑛
(𝑘+1) = 𝛼𝑛1𝑥1

(𝑘) + 𝛼𝑛2𝑥2
(𝑘) + ⋯+ 𝛼𝑛𝑛𝑥𝑛

(𝑘) + 𝛽𝑛.

� 

3. Итерации прерываются при выполнении условия (где 𝜀 > 0 — 

заданная точность, которую необходимо достигнуть при решении задачи) 

�𝑥(𝑘+1) − 𝑥(𝑘)� < 𝜀. 

Теорема 3 [о достаточном условии сходимости метода простых 

итераций.]  [4] 

Метод простых итераций, реализующийся в процессе 

последовательных приближений, сходится к единственному 

решению исходной системы 𝐴𝑥 = 𝑏 при любом начальном 

приближении 𝑥(0) со скоростью не медленнее геометрической 

прогрессии, если какая-либо норма матрицы 𝛼 меньше единицы, 

т.е. ‖𝛼‖𝑠 < 1(𝑠 ∈ {1,2,3}). 

Теорема 4. [о необходимом и достаточном условии сходимости 

метода простых итераций.]  [4] 

Для сходимости метода простых итераций при любых 𝑥(0) и 𝛽 

необходимо и достаточно, чтобы собственные значения матрицы 𝛼 

были по модулю меньше единицы, т.е. |𝜆𝑖(𝛼)| < 1, 𝑖 = 1, … ,𝑛. [6] 
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Рисунок 1 

При нахождения 𝛼𝑘,𝑗 и 𝑦𝑗 необходимо вычислять значение 

интегралов. Эти значения можно находить численными методами, которые 

заключаются в интерполяции f(x) на отрезке [a,b] подходящим полиномом, 

для которого интеграл вычисляется по формулам численного 

интегрирования. Мы воспользуемся методом трапеций. Соединим точки 

𝑦0,𝑦1, … ,𝑦𝑛 ломаной кривой. Рассмотрим трапецию, ограниченную отрезком 

оси абсцисс (x0, x1), отрезком прямой, соединяющей значения ординат y0 иy1, и 

ординатами этих точек — вертикальными линиями. Обозначим площадь этой 

трапеции через 𝑆1. Очевидно, что 𝑆1 = ℎ1
2

(𝑦0 + 𝑦1), где ℎ1 = 𝑥1 − 𝑥0. 

Площадь соседней трапеции 𝑥1, 𝑦1,𝑦2, 𝑥2 равна 𝑆2 = ℎ2
2

(𝑦1 + 𝑦2), где ℎ2 =

𝑥2 − 𝑥1 … . Определенный интеграл от a до b приближенно равен сумме 

площадей этих трапеций  

𝑆 = �𝑆𝑘 .
𝑛

𝑘=1

 

Если точки 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛 на оси абсцисс распределены равномерно, т.е. 

ℎ1 = ℎ2 = ⋯ = ℎ𝑛, то  

𝑆 = ℎ �
𝑦𝑛 + 𝑦0

2 + �𝑦𝑘

𝑛−1

𝑘=1

�, 

Таким образом, квадратурная формула трапеций имеет вид:[4] 
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 �𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ℎ ��𝑦𝑘 −
1
2

𝑛

𝑘=0

(𝑦0 + 𝑦𝑛)�, 

Для ускорения этих вычислений мы можем прибегнуть к параллельным 

алгоритмам. Для того чтобы осуществить параллельные вычисления мы 

разбиваем исходный отрезок [a,b] на несколько частей (рисунок 2), причем 

разбиение должно происходить по узлам, поскольку в противном случае, 

на концах будут оставаться части отрезков, площади которых придётся 

вычислять отдельно, что затруднит наше решение. Далее производим 

вычисления на каждой части отрезка, а затем складываем полученные 

результаты всех частей. 

 

Рисунок 2. Метод трапеций (случай применения многопоточных алгоритмов). 
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Программная реализация. 

Для решения поставленной задачи нами была создано приложение на 

языке C++/CLI, являющийся расширением языка C++ в среде разработки 

MS Visual Studio 2012. 

Язык C++/CLI позволяет создавать приложения Windows Forms, 

использующие графически интерфейс пользователя, в режиме визуального 

программирования. Для создания таких приложений можно 

воспользоваться готовым шаблоном «Windows Forms». После этого в 

программу можно будет добавлять ряд стандартных графических 

элементов управления, и форматировать внешний вид окна приложения 

при помощи мышки. Однако в Visual Studio версии 2012 такой шаблон 

программ для языка C++/CLI отсутствует. Но существует возможность 

сформировать его из пустого приложения Windows Forms, созданного в 

Visual Studio 2010 версии, а затем импортировать Visual Studio 2012.  

При создании приложения с графическим интерфейсом пользователя 

в среде Visual Studio 2012, у программиста есть возможность пользоваться 

стандартными графическими элементами управления. При помощи 

конструктора форм, являющихся заготовками будущих окон программы, 

существует возможность перетащить мышью элементы, расположенные в 

палитре, на форму, сформировав тем самым дизайн окна программы. При 

этом программный код, необходимый для создания экземпляров 

используемых объектов, будет добавлен в программу автоматически. 

Такой способ программирования называется визуальным.[5] 

В нашем приложении мы будем использовать параллельный 

алгоритм. В отличие от традиционных, последовательных алгоритмов, 

может быть реализован по частям на множестве различных 

вычислительных устройств с последующим объединением частичных 

результатов в один общий.  
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Параллельные вычисления — такой способ организации 

компьютерных вычислений, при котором программы разрабатываются как 

набор взаимодействующих вычислительных процессов, работающих 

параллельно (одновременно). Термин охватывает совокупность вопросов 

параллелизма в программировании, а также создание эффективно 

действующих аппаратных реализаций. Теория параллельных вычислений 

составляет раздел прикладной теории алгоритмов. 

Существуют различные способы реализации параллельных 

вычислений. Например, каждый вычислительный процесс может быть 

реализован в виде процесса операционной системы, либо же 

вычислительные процессы могут представлять собой набор потоков 

выполнения внутри одного процесса ОС. Параллельные программы могут 

физически исполняться либо последовательно на единственном 

процессоре — перемежая по очереди шаги выполнения каждого 

вычислительного процесса, либо параллельно — выделяя каждому 

вычислительному процессу один или несколько процессоров 

(находящихся рядом или распределённых в компьютерную сеть). 

Основная сложность при проектировании параллельных программ — 

обеспечить правильную последовательность взаимодействий между 

различными вычислительными процессами, а также координацию 

ресурсов, разделяемых между процессами. [12] 

Существует несколько программных инструментов параллелизма 

OpenMP— стандарт интерфейса приложений для параллельных систем с 

общей памятью. 

POSIX Threads— стандарт реализации потоков (нитей) выполнения. 

Windows API— многопоточные приложения для C++. 
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PVM (Parallel Virtual Machine)позволяет объединить разнородный (но 

связанный сетью) набор компьютеров в общий вычислительный ресурс. 

MPI (Message Passing Interface)— стандарт систем передачи сообщений 

между параллельно исполняемыми процессами. 

Мы воспользуемся средой .NET. 

Эта среда предоставляет нам следующие классы: 

ArrayList — динамический массив, размеры которого увеличиваются 

и уменьшаются по мере надобности. 

BitArray — используется для поразрядных операций с отдельными 

битами. 

Hashtable — коллекция пар «ключ/значение», упорядоченная.,по 

хэш-кодам ключей. 

Queue — очередь (принцип FIFO, «первым пришел, первым 

вышел»). 

Stack — стек (принцип LIFO, «последним пришел, первым вышел»). 

DictionaryBase — базовый класс для различных ассоциативных 

массивов (словарей). В ассоциативном массиве хранятся пары 

«ключ/значение», и работать с ними удобнее, чем со многими типами 

коллекций. Класс DictionaryBase используется только путем наследования. 

В нашем приложении мы используем следующие элементы: 

Button (кнопка) — размещается на форме, чтобы у пользователя 

была возможность генерировать определенные события при их нажатии. 

Таким образом, нажатие кнопок может вызвать выполнение тех или иных 

действий в программе. 
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Label(метка) —позволяет вывести статический текст, являющийся 

описанием или информацией, получаемой во время выполнения 

программы. 

TextBox(текстовый редактор) — обеспечивает возможности ввода 

неформатированного одно- или многострочного текста. 

В программе имеются 4 файла: «Form1.cpp», «posled.cpp», 

«summator.cpp», «main.cpp». 

В первом файле содержится описание ссылочного класса: 

public ref class Form1 : public System::Windows::Forms::Form, 

являющимся наследником от стандартного окна windows. В нем 

содержится графический интерфейс нашей программы. 

В следующем файле находится класс для решения интеграла 

последовательным методом: ref class Reshenie. 

Методы данного класса: 

Reshenie (TextBox^ tx1, TextBox ^ tx2, TextBox^ tx3, TextBox^ tx4); 

void Vivod(); 

void S4et(); 

В методе void Vivod() находим значения 𝑦𝑖  и 𝛼𝑘𝑗 . Составляем из 

полученных значений двумерный массив array<double,2>^ matrix = gcnew 

array<double,2>(n,n+1) размерности (n,n+1) с учетом столбца свободных 

членов. Определяем массив для неизвестных коэффициентов ck 

следующим образом previousVariableValues = gcnew array<long double>(n). 

Полученное СЛАУ решаем методом простой итерации. 

Метод void S4et() обеспечивает вывод полученных результатов в 

Forms. 

Классы файла summator.cpp: 



22 
 

Ref class parallel — класс, содержащий ряд статических методов для 

реализации параллельно выполняющихся циклов или параллельно 

выполняющихся независимых задач. 

Ref class Monitor — гарантирует последовательный доступ 

нескольких потоков к заблокированному объекту. 

В файле «main.cpp» производится настройка графики и создание 

экземпляра окна.  

Интерфейс программы выглядит как показано на рисунке 3. Два 

текстовых поля для ввода данных, кнопка для выполнения алгоритмов и 

поле для отображения полученных результатов. 

 

Рисунок 3  

Полученные результаты. Методом Галёркина получили значение 

−0.00513889𝑠10 + 1.12465𝑠9 − 0.910663𝑠8 − 2.0517𝑠7 + 1.7355𝑠6 +

1.0782𝑠5 − 0.935992𝑠4 + 0.0140946𝑠3 + 0.859803𝑠2 + 0.999753𝑠 +

0.991494, а методом подобластей −0.197847𝑠10 + 1.39444𝑠9 −

0.743007𝑠8 − 2.41592𝑠7 + 1.78793𝑠6 + 1.17962𝑠5 − 0.965729𝑠4 +

0.00704625𝑠3 + 0.862177𝑠2 + 0.999814𝑠 + 0.991473. Мы построили 

графики полученных результатов.  
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Рисунок 4 

По графикам можем сделать вывод что метод подобластей дает более 

точное значение. Время работы последовательного и параллельного 

алгоритма может отличаться в разы в зависимости, от количества ядер 

процессора на конкретном компьютере. Например, на компьютере с 

двухядерным процессором Pentium® Dual-Core CPU T4500 @2.3 Ггц. при 

степени полинома = 11и количестве узлов 100 были получены следующие 

результаты: последовательный способ вычисления метода Галёркина занял 

5,351 с., метода подобластей —5.584 с., а параллельный — 3,895 и 3,986 с. 

соответственно, что составляет разницу в 20%.  
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Заключение. 

Подведем итоги проделанной нами работы.  

1) рассмотрели решение методом Галёркина. Составили 

интегральное уравнение Фредгольма 2-го рода, для начала взяв 

x(s) как заданную функцию;  

2) рассмотрели решение методом подобластей; 

3) составили программу для последовательного и параллельного 

решения задачи 1; 

4) составили программу для последовательного и параллельного 

решения задачи 2; 

5) сравнили полученные результаты с точным значением. 

Для реализации поставленных задач, нами была написана программа 

на языке C++. Она  работает следующим образом: 

1) запрос заданных функций и границ интегрирования; 

2) решает задачу методом Галёркина; 

3) решает задачу методом подобластей; 

4) решает задачу, применяя средства параллельного 

программирования.  

В итоге мы получили следующие результаты. Метод Галёркина и 

подобластей дают незначительные погрешности. Но в сравнении методов 

между собой метод подобластей оказывается более точным в отношении 

погрешности. Мы воспользовались средством параллельного 

программирования среды .NET. Сравнение скорости работы программы 

при последовательном и параллельном алгоритмах показал, что прирост по 

времени составляет порядка 20%.  
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Приложение: 
Main.cpp 

#using <System.dll> 

#include "Form1.h" 

#include "Summator.h" 

using namespace System; 

using namespace System::Diagnostics; 

using namespace Form1Namespace; 

 

int main() 

{ 

    using namespace System; 

    using namespace System::Windows::Forms; 

     

    Application::EnableVisualStyles(); 

    Application::SetCompatibleTextRenderingDefault(false); 

    Application::Run(gcnew Form1()); 

 Summator^ s = gcnew Summator(); 

 Stopwatch^sw = gcnew Stopwatch(); 

 sw->Start(); 

 //s->Summ(); 

 sw->Stop(); 

 Console::WriteLine("Параллельные вычисления заняли {0} секунд", 

  (double)sw->ElapsedMilliseconds / 1000); 

 Console::WriteLine(s->Result); 

 System::Threading::Thread::Sleep(10000); 

} 

Form1.h 

#pragma once 

#include "posled.h" 
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using namespace std; 

using namespace System; 

using namespace System::Windows::Forms; 

using namespace System::Diagnostics; 

namespace Form1Namespace { 

 

 using namespace System; 

 using namespace System::ComponentModel; 

 using namespace System::Collections; 

 using namespace System::Windows::Forms; 

 using namespace System::Data; 

 using namespace System::Drawing; 

 

 /// <summary> 

 /// Сводка для MyForm 

 /// </summary> 

 public ref class Form1 : public System::Windows::Forms::Form 

 { 

 public: 

  Form1(void) 

  { 

   InitializeComponent(); 

   // 

   //TODO: добавьте код конструктора 

   // 

  } 

 

 protected: 

  /// <summary> 

  /// Освободить все используемые ресурсы. 

  /// </summary> 

  ~Form1() 

  { 
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   if (components) 

   { 

    delete components; 

   } 

  } 

 

 private: System::Windows::Forms::TextBox^  textBox2; 

 private: System::Windows::Forms::TextBox^  textBox3; 

 private: System::Windows::Forms::Button^  button1; 

 private: System::Windows::Forms::TextBox^  textBox4; 

 

 protected: 

 

 private: 

  /// <summary> 

  /// Требуется переменная конструктора. 

  /// </summary> 

  System::ComponentModel::Container ^components; 

 

#pragma region Windows Form Designer generated code 

  /// <summary> 

  /// Обязательный метод для поддержки конструктора - не изменяйте 

  /// содержимое данного метода при помощи редактора кода. 

  /// </summary> 

  void InitializeComponent(void) 

  { 

   this->textBox2 = (gcnew System::Windows::Forms::TextBox()); 

   this->textBox3 = (gcnew System::Windows::Forms::TextBox()); 

   this->button1 = (gcnew System::Windows::Forms::Button()); 

   this->textBox4 = (gcnew System::Windows::Forms::TextBox()); 

   this->SuspendLayout(); 

   //  

   // textBox2 
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   //  

   this->textBox2->Location = System::Drawing::Point(32, 38); 

   this->textBox2->Name = L"textBox2"; 

   this->textBox2->Size = System::Drawing::Size(100, 20); 

   this->textBox2->TabIndex = 1; 

   this->textBox2->Text = L"0"; 

   //  

   // textBox3 

   //  

   this->textBox3->Location = System::Drawing::Point(32, 65); 

   this->textBox3->Name = L"textBox3"; 

   this->textBox3->Size = System::Drawing::Size(100, 20); 

   this->textBox3->TabIndex = 2; 

   this->textBox3->Text = L"0"; 

   //  

   // button1 

   //  

   this->button1->Location = System::Drawing::Point(160, 12); 

   this->button1->Name = L"button1"; 

   this->button1->Size = System::Drawing::Size(100, 75); 

   this->button1->TabIndex = 3; 

   this->button1->Text = L"button1"; 

   this->button1->UseVisualStyleBackColor = true; 

   this->button1->Click += gcnew System::EventHandler(this, 

&Form1::button1_Click); 

   //  

   // textBox4 

   //  

   this->textBox4->Location = System::Drawing::Point(12, 123); 

   this->textBox4->Multiline = true; 

   this->textBox4->Name = L"textBox4"; 

   this->textBox4->Size = System::Drawing::Size(248, 118); 

   this->textBox4->TabIndex = 5; 
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   //  

   // Form1 

   //  

   this->AutoScaleDimensions = System::Drawing::SizeF(6, 13); 

   this->AutoScaleMode = 

System::Windows::Forms::AutoScaleMode::Font; 

   this->ClientSize = System::Drawing::Size(284, 262); 

   this->Controls->Add(this->textBox4); 

   this->Controls->Add(this->button1); 

   this->Controls->Add(this->textBox3); 

   this->Controls->Add(this->textBox2); 

   this->Name = L"Form1"; 

   this->Text = L"Form1"; 

   this->ResumeLayout(false); 

   this->PerformLayout(); 

 

  } 

#pragma endregion 

 private: System::Void button1_Click(System::Object^  sender, System::EventArgs^  e) 

{ 

     Reshenie^ resh1 = gcnew Reshenie( textBox2, textBox3, 

textBox4); 

     Stopwatch^sw = gcnew Stopwatch(); 

     sw->Start(); 

     resh1->Vivod(); 

     sw->Stop(); 

     textBox4->Text += "Time: "+sw->ElapsedMilliseconds; 

    

 } 

 private: System::Void textBox1_TextChanged(System::Object^  sender, 

System::EventArgs^  e) { 

 } 

}; 
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 ; 

} 

 

Posled.cpp 

#include "posled.h" 

#include "Summator.h" 

#include <cmath> 

using namespace System; 

using namespace System::Windows::Forms; 

Reshenie::Reshenie(TextBox^ tx2, TextBox^ tx3, TextBox^ tx4) 

{ 

 a = Int32::Parse(tx2->Text); 

 b = Int32::Parse(tx3->Text); 

 myOut = tx4; 

} 

 

void Reshenie::S4et() 

{ 

 double z, v; 

 /*Summator^ sm = gcnew Summator();*/ 

 

 array<double>^ yj = gcnew array<double>(n+1); 

 

 //for (j = 0; j < n; j++){ 

 // for (i = 0; i < n; i++){ 

 //  sm->Summ(i); 

 //  yj[j] = sm->summ->value; 

 // } 

 //} 

 

 for (j = 0; j < n; j++){ 

  for (i = 0; i < n; i++){ 
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   yj[j] += pow(1 - (b + 2 * (double)i / n), 0.5)*pow(2.7, (b + 2 * (double)i / 

n))*pow((b + 2 * (double)i / n), j); 

  } 

 } 

 

 

 

 array<double, 2>^ lkj = gcnew array<double, 2>(m, n); 

 for (k = 0; k < m; k++){ 

  for (j = 0; j < n; j++){ 

   lkj[k, j] = (pow((1 - (1 + 2 * (double)j / n)), 1.2))*(pow((1 + 2 * (double)j 

/ n), k + j)) + (0.2*(1 - (pow((a), k + 1)))*(1 - (pow((a), 3 + j))) / ((k + 1)*(3 + j))); 

 

  } 

 } 

 // Матрица будет иметь размер (n) x (n + 1), 

 // c учетом столбца свободных членов   

 // Считываем необходимую точность решения 

 long double eps = 0.00000001; 

 // Введем вектор значений неизвестных на предыдущей итерации, 

 // размер которого равен числу строк в матрице, т.е. n, 

 // причем согласно методу изначально заполняем его нулями 

 array<double,2>^ matrix = gcnew array<double,2>(n,n+1); 

 for (i = 0; i < n; i++) 

  for (j = 0; j < n; j++){ 

  { 

   matrix[i, j] = lkj[i, j]; 

  } 

 } 

 for (i = 0; i < n; i++){ 

  matrix[i,n] = yj[i]; 

  } 
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 previousVariableValues = gcnew array<long double>(n); 

 for (i = 0; i < n; i++){ 

  previousVariableValues[i] = 0; 

 } 

 

 while (true) 

 { 

  // Введем вектор значений неизвестных на текущем шаге     

  array<long double>^ currentVariableValues = gcnew array<long double>(n); 

  //vector <long double> currentVariableValues(i); 

 

  // Посчитаем значения неизвестных на текущей итерации 

  // в соответствии с теоретическими формулами 

  for (int i = 0; i < n; i++) 

  { 

   // Инициализируем i-ую неизвестную значением 

   // свободного члена i-ой строки матрицы 

   currentVariableValues[i] = matrix[i,n]; 

 

   // Вычитаем сумму по всем отличным от i-ой неизвестным 

   for (int j = 0; j < n; j++) 

   { 

    if (i != j) 

    { 

     currentVariableValues[i] -= matrix[i,j] * 

previousVariableValues[j]; 

    } 

   } 

 

   // Делим на коэффициент при i-ой неизвестной 

   currentVariableValues[i] /= matrix[i,i]; 

  } 
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  // Посчитаем текущую погрешность относительно предыдущей итерации 

  long double error = 0.0; 

 

  for (int i = 0; i < n; i++) 

  { 

   error += abs(currentVariableValues[i] - previousVariableValues[i]); 

  } 

 

  // Если необходимая точность достигнута, то завершаем процесс 

  if (error < eps) 

  { 

   break; 

  } 

 

  // Переходим к следующей итерации, так 

  // что текущие значения неизвестных 

  // становятся значениями на предыдущей итерации 

  previousVariableValues = currentVariableValues; 

 }  

} 

 

void Reshenie::Vivod(){ 

 

  //Выводим найденные значения неизвестных с 8 знаками точности 

 S4et(); 

 myOut->Text = "y(s)="; 

 for (int k = 0; k < n; k++) 

 { 

  myOut->Text +="("+ previousVariableValues[k]+")" + "*s^" + k+"+"; 

 } 

} 

Posled.h 

#pragma once 
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using namespace System; 

using namespace System::Windows::Forms; 

ref class Reshenie 

{ 

 int n =10, m =10, x, a, b, i, j, k, Sn; 

 double s = 0, yi = 0; 

 TextBox^ myOut; 

 array<long double>^ previousVariableValues; 

 

public: 

 Reshenie(TextBox^ tx2, TextBox^ tx3, TextBox^ tx4); 

 void Vivod(); 

 void S4et(); 

private: 

  

}; 

Summator.cpp 

#include "Summator.h" 

#include "Form1.h" 

using namespace System::Threading::Tasks; 

using namespace System::Threading; 

Summator::Summator(void) 

{ 

 N = 16777216; 

 summ = gcnew Sum(); 

 summ->value = 0; 

 parts = 8; 

} 

void Summator::Summ(int i) 

{ 

 Parallel::For( 

  0, 
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  parts, 

  gcnew System::Action<int>(this, &Summator::Summ) 

  ); 

} 

void Summator::Summ(int part , int i){ 

 int partSize = (int)(N / parts); 

 int ost = N - partSize*parts; 

 int st = (part*partSize) + ((part < ost) ? part : ost) + 1; 

 int fin = ((part + 1)*partSize) + 

  (((part + 1) < ost) ? (part + 1) : ost); 

 double s = 0; 

 for (double i = st; i <= fin; i++){ 

  //s +=ck[i];; 

 } 

 Monitor::Enter(summ); 

 try{ 

  summ->value += s; 

 } 

 finally{ 

  Monitor::Exit(summ); 

 } 

} 

Summator.h 

#pragma once 

ref class Summator 

{ 

private: 

 int N; 

 int parts; 

  

  

public: 
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 Summator(void); 

 property double Result{ 

  double get(){ 

   return summ->value; 

  } 

 } 

 void Summ(int part, int i); 

 void Summ(int i); 

 ref struct Sum{ 

  double value; 

 } ^summ; 

}; 
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