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�¢¥¤¥¨¥

�áá«¥¤®¢ ¨î ¯à®¥ªâ¨¢ëå ¨«¨, ¯® ¤àã£®© â¥à¬¨®«®£¨¨, £¥®¤¥§¨ç¥áª¨å ¤¨ää¥®¬®àä¨§-
¬®¢ ¯®á¢ïé¥ë ¤¥áïâª¨ à ¡®â (á¬. ®¡ íâ®¬ ¢ [1] ¨ [2]). � ¨å ç¨á«ã ®â®áïâáï ¨ à ¡®âë ¯®
£«®¡ «ì®© £¥®¬¥âà¨¨ ¯à®¥ªâ¨¢ëå ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ª®¬¯ ªâëå à¨¬ ®¢ëå ¬®£®®¡à §¨©
(á¬.,  ¯à., [3] ¨ [4]). �á®¢ë¬ à¥§ã«ìâ â®¬ ¨å ¬®¦® áç¨â âì  å®¦¤¥¨¥ ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï ¤«ï
áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¯®¤®¡ëå ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬®¢ ¢ ¢¨¤¥ âà¥¡®¢ ¨ï ®âà¨æ â¥«ì®© ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨
á¥ªæ¨®®© ªà¨¢¨§ë ¬®£®®¡à §¨©. � §¢¨¢ ï â¥®à¨î ¯à®¥ªâ¨¢ëå ®â®¡à ¦¥¨©, àï¤  ¢â®à®¢
áï«¨ âà¥¡®¢ ¨¥ à ¢¥áâ¢  à §¬¥à®áâ¥© ãç áâ¢ãîé¨å ¢ ®â®¡à ¦¥¨¨ ¬®£®®¡à §¨© ¨, ¡®«¥¥
â®£®, ®£à ¨ç¥¨¥   à £ ®â®¡à ¦¥¨ï (á¬. [5]{[8]). �¤®¢à¥¬¥® ¢ ªàã£ ¨áá«¥¤®¢ ¨© ¡ë«¨
¢ª«îç¥ë ¯à®¥ªâ¨¢ë¥ ®â®¡à ¦¥¨ï ¯®«ëå à¨¬ ®¢ëå ¬®£®®¡à §¨© (á¬. [9] ¨ [10]).

�  ï áâ âìï ¤®¯®«ï¥â íâ¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï. � ¥© ¬ë ®¯¨è¥¬ £¥®¬¥âà¨î à¨¬ ®¢  ¬®£®-
®¡à §¨ï, ¤®¯ãáª îé¥£® ¯à®¥ªâ¨¢ãî áã¡¬¥àá¨î   à¨¬ ®¢® ¬®£®®¡à §¨¥ ¬¥ìè¥© à §¬¥à®-
áâ¨;  ©¤¥¬ ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï ª áãé¥áâ¢®¢ ¨î «®ª «ìëå ¯à®¥ªâ¨¢ëå áã¡¬¥àá¨© à¨¬ ®¢  ¬®£®-
®¡à §¨ï ¨ £«®¡ «ìëå ¯à®¥ªâ¨¢ëå áã¡¬¥àá¨© ª®¬¯ ªâ®£® à¨¬ ®¢  ¬®£®®¡à §¨ï á ªà ¥¬.

1. �à®¥ªâ¨¢ë¥ áã¡¬¥àá¨¨ á £¥®¤¥§¨ç¥áª¨ ¯®«ë¬¨ á«®ï¬¨

1.1. �ãáâì M ¨ N ¡ã¤ãâ á®®â¢¥âáâ¢¥® m- ¨ n-¬¥àë¬¨ à¨¬ ®¢ë¬¨ ¬®£®®¡à §¨ï¬¨ á
¬¥âà¨ª ¬¨ g ¨ g0 ¨ á¢ï§®áâï¬¨ �¥¢¨-�¨¢¨â  r ¨ r0. � áá¬®âà¨¬ £« ¤ª®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ f :
M ! N ª« áá  C1. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ f�1TN ¢¥ªâ®à®¥ à áá«®¥¨¥ á ¡ §®© M , á«®¥¬ Tf(x)N
 ¤ â®çª®© x 2 M . �¨ää¥à¥æ¨ « f� : TM ! TN ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬, â. ¥.
f�x 2 Tf(x)N�T �M ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ x ¬®£®®¡à §¨ïM , ¨ ¯®íâ®¬ã f� ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®à®§ ç®©
1-ä®à¬®©   M á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ¢¥ªâ®à®¬ à áá«®¥¨¨ f�1TN .

�â®¡à ¦¥¨¥ f : M ! N  §ë¢ ¥âáï ®â®¡à ¦¥¨¥¬ ¯®áâ®ï®£® à £ , ¥á«¨ ¢¥«¨ç¨ 
r = Rang(f�x) ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  â®çª¨ x 2 M . � ç áâ®áâ¨, ¥á«¨ Rang(f�x) = dimN ¢® ¢á¥å
â®çª å x 2M , ®â®¡à ¦¥¨¥ f  §ë¢ ¥âáï áã¡¬¥àá¨¥©.

1.2. �ãáâì  : t 2 J ! (t) 2M | ¯à¥¤£¥®¤¥§¨ç¥áª ï ¬®£®®¡à §¨ïM á «¨¥©®© á¢ï§®áâìî
r, â®£¤  rXX = '(t)X ¤«ï ª á â¥«ì®£®  ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï X = d=dt. �à®¢¥¤¥¬ ¯¥à¥¯ à -
¬¥âà¨§ æ¨î  â ª, çâ®¡ë t áâ «  ää¨ë¬ ¯ à ¬¥âà®¬. � íâ®¬ á«ãç ¥ rXX = 0, ¨ ªà¨¢ ï 
 §ë¢ ¥âáï £¥®¤¥§¨ç¥áª®©. � «¨§ ¯®á«¥¤¥£® ãà ¢¥¨ï ¯®§¢®«ï¥â § ª«îç¨âì (á¬. [11], á. 183),
çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®¤® ¨§ ¤¢ãå: «¨¡®  | ¨¬¬¥àá¨ï, â. ¥. d=dt 6= 0 ¤«ï ¢á¥å t 2 J , «¨¡® (J) |
íâ® â®çª  ¬®£®®¡à §¨ï M .

�á«¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ f : M ! N ª ¦¤ãî ¯à¥¤£¥®¤¥§¨ç¥áªãî  ¬®£®®¡à §¨ï M ¯¥à¥¢®¤¨â ¢
¯à¥¤£¥®¤¥§¨ç¥áªãî 0 = f() ¬®£®®¡à §¨ï N , â® ®â®¡à ¦¥¨¥  §ë¢ ¥âáï ¯à®¥ªâ¨¢ë¬ (á¬.,
 ¯à., [12] ¨ [13]). �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ f ï¢«ï¥âáï ®â®¡à ¦¥¨¥¬ ¯®áâ®ï®£® à £  r < m, â® ª ¦¤ ï
¯à¥¤£¥®¤¥§¨ç¥áª ï , ª®â®à ï á«ã¦¨â ¨â¥£à «ì®© ªà¨¢®© à á¯à¥¤¥«¥¨ï ker f� ¡ã¤¥â ®â®¡à -
¦ âìáï ¢ â®çªã f() ¬®£®®¡à §¨ï N , çâ® ¢ á¨«ã áª § ®£® ¢ëè¥ ¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ®¯à¥¤¥«¥¨î
¯à®¥ªâ¨¢®£® ®â®¡à ¦¥¨ï.
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�á«¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® ª ¦¤ ï £¥®¤¥§¨ç¥áª ï  ¬®£®®¡à §¨ï M ®â®¡à ¦ ¥âáï ¢ £¥®¤¥-
§¨ç¥áªãî 0 ¯à¨ á®åà ¥¨¨  ää¨®© ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¨ ªà¨¢ëå, â® ®â®¡à ¦¥¨¥ f  §ë¢ ¥âáï
 ää¨ë¬ (á¬. [12]).

�ãáâì M1 ¨ M2 áãâì à¨¬ ®¢ë ¬®£®®¡à §¨ï á ¬¥âà¨ª ¬¨ g1 ¨ g2 á®®â¢¥âáâ¢¥®, �a :
M1 � M2 ! Ma | ª ®¨ç¥áª ï ¯à®¥ªæ¨ï ¤«ï a = 1; 2 ¨ � : M1 � M2 ! R | ¤¨ää¥-
à¥æ¨àã¥¬ ï áâà®£® ¯®«®¦¨â¥«ì ï äãªæ¨ï. �®£¤  ¬®£®®¡à §¨¥ M = M1 �M2 á ¬¥âà¨ª®©
g = g1(�1�; �1�)� �g2(�2�; �2�)  §ë¢ ¥âáï (á¬. [14]) áªàãç¥ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ à¨¬ ®¢ëå ¬®-

£®®¡à §¨© ¨«¨ ¯à®áâ® áªàãç¥ë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬ ¨ ®¡®§ ç ¥âáï ª ªM1��M2. �à¨ íâ®¬ ª ®-
¨ç¥áª¨¥ á«®¥¨ï ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï M1 �M2 ¡ã¤ãâ ¢¯®«¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¬ ¨ ¢¯®«¥ ®¬¡¨«¨ç¥áª¨¬
á«®¥¨ï¬¨ à¨¬ ®¢  ¬®£®®¡à §¨ï M1 �� M2.

�®ª ¦¥¬, çâ® á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  1. �¤®á¢ï§®¥ à¨¬ ®¢® ¬®£®®¡à §¨¥ M , ¤®¯ãáª îé¥¥ ¯à®¥ªâ¨¢ãî áã¡¬¥àá¨î

á £¥®¤¥§¨ç¥áª¨ ¯®«ë¬¨ á«®ï¬¨, ¨§®¬¥âà¨ç® áªàãç¥®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥¨î à¨¬ ®¢ëå ¬®£®-

®¡à §¨© M1 ¨ M2 â ª¨å, çâ® á«®¨ áã¡¬¥àá¨¨ ¨ ¨å ®àâ®£® «ìë¥ ¤®¯®«¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîâ

ª ®¨ç¥áª¨¬ á«®¥¨ï¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï M1 �M2.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � [7] ¡ë«® ¤®ª § ®, çâ® ¢ á«ãç ¥ ¯à®¥ªâ¨¢®© áã¡¬¥àá¨¨ f : M ! N
ª ¦¤ë© ¥¥ á«®© f�1(y) ¤«ï y 2 N ï¢«ï¥âáï ¢¯®«¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¬ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥¬ M ,   à á-
¯à¥¤¥«¥¨¥ H   M , ®àâ®£® «ì® ¤®¯®«¨â¥«ì®¥ ¢¥àâ¨ª «ì®¬ã à á¯à¥¤¥«¥¨î V = ker f�,
ï¢«ï¥âáï ¨â¥£à¨àã¥¬ë¬ ¨ ¯à¨ íâ®¬ ¥£® ¨â¥£à «ìë¥ ¬®£®®¡à §¨ï ï¢«ïîâáï ¢¯®«¥ ®¬¡¨«¨-
ç¥áª¨¬¨ ¯®¤¬®£®®¡à §¨ï¬¨ M (á¬. â ª¦¥ [8]).

�®«¥¥ â®£®, ¢ [9]  ¬¨ ¡ë«  ¤®ª §   «®ª «ì ï â¥®à¥¬ , á®£« á® ª®â®à®©m-¬¥à®¥ à¨¬ ®-
¢® ¬®£®®¡à §¨¥M ¤®¯ãáª ¥â ¯à®¥ªâ¨¢®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ f :M ! N ¯®áâ®ï®£® à £  r < m â®-
£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ M «®ª «ì® ï¢«ï¥âáï áªàãç¥ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ r- ¨ (m�r)-¬¥àëå
à¨¬ ®¢ëå ¬®£®®¡à §¨© M1 ¨ M2 â ª¨¬, çâ® ª ®¨ç¥áª¨¥ á«®¥¨ï ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï M1 � M2

ï¢«ïîâáï ¨â¥£à «ìë¬¨ ¬®£®®¡à §¨ï¬¨ à á¯à¥¤¥«¥¨© ker f� ¨ (ker f�)?.
� ¤àã£®© áâ®à®ë, á®£« á® ãâ¢¥à¦¤¥¨î, ¤®ª § ®¬ã ¢ [14], ®¤®á¢ï§®¥ ¬®£®®¡à §¨¥M ,

¥áãé¥¥ ¤¢  ®àâ®£® «ìëå ¤®¯®«¨â¥«ìëå á«®¥¨ï V ¨ H, ¨§ ª®â®àëå ¯¥à¢®¥ | ¢¯®«¥ £¥®-
¤¥§¨ç¥áª®¥ ¨ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨ ¯®«®¥,   ¢â®à®¥ | ¢¯®«¥ ®¬¡¨«¨ç¥áª®¥, ¨§®¬¥âà¨ç® áªàãç¥®¬ã
¯à®¨§¢¥¤¥¨î M1 �� M2 à¨¬ ®¢ëå ¬®£®®¡à §¨© M1 ¨ M2 â ª®¬ã, çâ® ¨â¥£à «ìë¥ ¬®£®-
®¡à §¨ï à á¯à¥¤¥«¥¨© V ¨ H á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ª ®¨ç¥áª¨¬ á«®¥¨ï¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï M1 �M2.
�§ íâ¨å ¤¢ãå ãâ¢¥à¦¤¥¨© ¨ ¢ëâ¥ª ¥â á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¤®ª §ë¢ ¥¬®© â¥®à¥¬ë.

�á«¨ ãç¥áâì, çâ® ¢¯®«¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª®¥ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥ ¯®«®£® à¨¬ ®¢  ¬®£®®¡à §¨ï M
£¥®¤¥§¨ç¥áª¨ ¯®«®¥ (á¬. [15], á. 174), â® á¯à ¢¥¤«¨¢®

�«¥¤áâ¢¨¥. �¤®á¢ï§®¥ ¯®«®¥ à¨¬ ®¢® ¬®£®®¡à §¨¥M , ¤®¯ãáª îé¥¥ ¯à®¥ªâ¨¢ãî áã¡-
¬¥àá¨î, ¨§®¬¥âà¨ç® áªàãç¥®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥¨î à¨¬ ®¢ëå ¬®£®®¡à §¨© M1 ¨ M2 â ª¨å, çâ®
á«®¨ áã¡¬¥àá¨¨ ¨ ¨å ®àâ®£® «ìë¥ ¤®¯®«¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ª ®¨ç¥áª¨¬ á«®¥¨ï¬ ¯à®¨§-
¢¥¤¥¨ï M1 �M2.

�¥®à¥¬  2. �á«¨ ®¤®á¢ï§®¥ ¯®«®¥ à¨¬ ®¢® ¬®£®®¡à §¨¥ M , ¤®¯ãáª îé¥¥ ¯à®¥ªâ¨¢ãî

áã¡¬¥àá¨î, ¨¬¥¥â ¥®âà¨æ â¥«ìãî á¥ªæ¨®ãî ªà¨¢¨§ã, â® ®® ¨§®¬¥âà¨ç® ¯àï¬®¬ã ¯à®-

¨§¢¥¤¥¨î à¨¬ ®¢ëå ¬®£®®¡à §¨© M1 ¨ M2 â ª¨å, çâ® á«®¨ áã¡¬¥àá¨¨ ¨ ¨å ®àâ®£® «ìë¥

¤®¯®«¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ª ®¨ç¥áª¨¬ á«®¥¨ï¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï M1 �M2.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ã¦¥ £®¢®à¨«®áì, à¨¬ ®¢® ¬®£®®¡à §¨¥ M , ¤®¯ãáª îé¥¥ ¯à®¥ªâ¨¢-
ãî áã¡¬¥àá¨î f : M ! N , ¥á¥â ¤¢  ¨â¥£à¨àã¥¬ëå à á¯à¥¤¥«¥¨ï: ¢¥àâ¨ª «ì®¥ à á¯à¥-
¤¥«¥¨¥ V = ker f� á ¢¯®«¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¬¨ ¨â¥£à «ìë¬¨ ¬®£®®¡à §¨ï¬¨ ¨ ®àâ®£® «ì®¥
¤®¯®«¨â¥«ì®¥ ¥¬ã £®à¨§®â «ì®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ H = (ker f�)? á ¢¯®«¥ ®¬¡¨«¨ç¥áª¨¬¨ ¨-
â¥£à «ìë¬¨ ¬®£®®¡à §¨ï¬¨. � [16] à áá¬ âà¨¢ « áì ¯®¤®¡ ï ¯ à  à á¯à¥¤¥«¥¨©   ¯®«®¬
à¨¬ ®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M ¨ ¡ë«  ¤®ª §   â¥®à¥¬ , á®£« á® ª®â®à®© ¨â¥£à «ìë¥ ¬®-
£®®¡à §¨ï à á¯à¥¤¥«¥¨ï H ¡ã¤ãâ ¢¯®«¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¬¨, ¥á«¨ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x 2 M ¤«ï
â¥§®à  à¨¬ ®¢®© ªà¨¢¨§ë R, «®ª «ì®£® ®àâ®®à¬¨à®¢ ®£® ¡ §¨á  fE; : : : ; Eng ¢¥ªâ®àëå
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¯®«¥©, ª á îé¨åáï à á¯à¥¤¥«¥¨ï H, ¨ ¥£® ¢¥ªâ®à  áà¥¤¥© ªà¨¢¨§ë �h, ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¥à -

¢¥áâ¢ 
nP

a=1
R(�h; Ea; �

h; Ea) � 0 ¨«¨
nP

a=1
R(Ea; E�; Ea; E�) � 0 ¯à¨ �h(x) = 0 ¨ ¯à®¨§¢®«ì®¬

E�, ª á â¥«ì®¬ ª V. �«ï § ¢¥àè¥¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë ®áâ «®áì § ¬¥â¨âì, çâ® á®£« á-
® â¥®à¥¬¥ ¤¥ � ¬  ([12], á. 180) ¯à¨  «¨ç¨¨   ®¤®á¢ï§®¬ ¯®«®¬ à¨¬ ®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨
M ¤¢ãå ®àâ®£® «ìëå ¤®¯®«¨â¥«ìëå ¨â¥£à¨àã¥¬ëå à á¯à¥¤¥«¥¨© á ¢¯®«¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨-
¬¨ ¨â¥£à «ìë¬¨ ¬®£®®¡à §¨ï¬¨M ¡ã¤¥â ¨§®¬¥âà¨çë¬ ¯àï¬®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥¨î à¨¬ ®¢ëå
¬®£®®¡à §¨© M1 ¨ M2 â ª®¬ã, çâ® ¨â¥£à «ìë¥ ¬®£®®¡à §¨ï à á¯à¥¤¥«¥¨© á®®â¢¥âáâ¢ãîâ
ª ®¨ç¥áª¨¬ á«®¥¨ï¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï M1 �M2.

2. �à¥¯ïâáâ¢¨ï ª áãé¥áâ¢®¢ ¨î ¯à®¥ªâ¨¢ëå áã¡¬¥àá¨©

2.1. �ãáâì ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® m-¬¥à®£® à¨¬ ®¢  ¬®£®®¡à §¨ï M áãé¥áâ¢ã¥â áã¡¬¥àá¨ï
f :M ! N   n-¬¥à®¥ (n < m) à¨¬ ®¢® ¬®£®®¡à §¨¥ N . � íâ®¬ á«ãç ¥ (á¬.,  ¯à., [7])   M
áãé¥áâ¢ã¥â ¯®«ã¨â¥£à¨àã¥¬ ï O(n)�O(m� n)-áâàãªâãà , £¤¥

O(n)�O(m� n) =
��

A 0
0 C

�
; A 2 O(n); C 2 O(m� n)

�
;

á ¨â¥£à¨àã¥¬ë¬ ¢¥àâ¨ª «ìë¬ à á¯à¥¤¥«¥¨¥¬ V = ker f� ¨ ®àâ®£® «ìë¬ ¤®¯®«¨â¥«ìë¬
¥¬ã £®à¨§®â «ìë¬ à á¯à¥¤¥«¥¨¥¬ H = (ker f�)?. �á«¨ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ H ¨â¥£à¨àã¥¬®, ¨â¥-
£à¨àã¥¬®© ¡ã¤¥â ¨ O(n)�O(m� n)-áâàãªâãà  (á¬. [17], á. 22).

�á«¨ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x 2 M ç¥à¥§ h : TxM ! Hx ¨ v : TxM ! Vx ®¡®§ ç¨âì ®¯¥à -
â®àë ®àâ®£® «ì®£® ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï, â®   ¬®£®®¡à §¨¨ M ¬®¦® § ¤ âì â¥§®à®¥ ¯®«¥
P = v � h, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥, ª ª íâ® ¯à®¢¥àï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥®, á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:
P 2 = id ¨ g(P; P ) = g. �¥§®à®¥ ¯®«¥ P  §ë¢ ¥âáï (á¬.,  ¯à., [18]) äã¤ ¬¥â «ìë¬ â¥§®-

à®¬ áâàãªâãàë.

2.2. �®« £ ï áã¡¬¥àá¨î f :M ! N ¯à®¥ªâ¨¢®©, ¤®ª ¦¥¬, çâ® á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  3. �¨¬ ®¢® ¬®£®®¡à §¨¥ M ®âà¨æ â¥«ì®© á¥ªæ¨®®© ªà¨¢¨§ë ¥ ¤®¯ãáª ¥â

¯à®¥ªâ¨¢ëå áã¡¬¥àá¨©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì   m-¬¥à®¬ à¨¬ ®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M § ¤   O(n) �
O(m � n)-áâàãªâãà  á ®àâ®£® «ì® ¤®¯®«¨â¥«ìë¬¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï¬¨ H ¨ V. �®« £ ¥¬

Rhv =
nP

a=1

mP
�=n+1

R(Ea; E�; Ea; E�) ¤«ï «®ª «ìëå ®àâ®®à¬¨à®¢ ëå ¡ §¨á®¢ fEaga=1;:::;n ¨

fE�g�=n+1;:::;m à á¯à¥¤¥«¥¨© H ¨ V á®®â¢¥âáâ¢¥®.
�¡®§ ç¨¬ ¢¥ªâ®àë áà¥¤¨å ªà¨¢¨§ à á¯à¥¤¥«¥¨© O(n) � O(m � n)-áâàãªâãàë (á¬. [19],

á. 149) ç¥à¥§ �h ¨ �v, â®£¤  (á¬. [20])

divV �h =
nX

a=1

g(rEa�
h; Ea); divH �v =

mX
�=n+1

g(rE��
v; E�):

�à¨ íâ®¬ ¢ á«ãç ¥ ¨â¥£à¨àã¥¬®© O(n) � O(m � n)-áâàãªâãàë ¢¥«¨ç¨ë divH �v, divV �h ¨ Rhv

á¢ï§ ë á«¥¤ãîé¨¬ à ¢¥áâ¢®¬ (á¬. [20]):

4Rhv = �
1
2
jrP j2 + 2divV �

h + 2divH �
v: (2.1)

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¬ ªá¨¬ «ìë¥ ¨â¥£à «ìë¥ ¬®£®®¡à §¨ï ¢¥àâ¨ª «ì®£® à á¯à¥¤¥«¥-
¨ï V ï¢«ïîâáï ¢¯®«¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¬¨ ¯®¤¬®£®®¡à §¨ï¬¨ à¨¬ ®¢  ¬®£®®¡à §¨ï M , â®£¤ 
à ¢¥áâ¢ã (2.1) ¬®¦¥¬ ¯à¨¤ âì á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

divV �
h = 2Rhv +

1
4
jrP j2: (2.2)
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�á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â å®âï ¡ë ®¤® ¬ ªá¨¬ «ì®¥ § ¬ªãâ®¥ ¨â¥£à «ì®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ M 0 à á-
¯à¥¤¥«¥¨ï V, â®, ¯à¨¬¥ïï ª ¢¥ªâ®à®¬ã ¯®«î �h â¥®à¥¬ã �à¨  ([15], á. 260), ¢ á¨«ã ( 2.2)
¯®«ãç¨¬ Z

M 0

f2Rhv + 1
4
jrP j2gdV 0 = 0; (2.3)

£¤¥ dV 0 | ä®à¬  ®¡ê¥¬  ¯®¤¬®£®®¡à §¨ï M 0.
�«ï ¯à®¨§¢®«ì®© áã¡¬¥àá¨¨ f : M ! N ¯®«ë© ¯à®®¡à § f�1(y) «î¡®© â®çª¨ y 2 M

ï¢«ï¥âáï (m � n)-¬¥àë¬ § ¬ªãâë¬ (¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥á¢ï§ë¬) ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥¬ M 0 ¬®-
£®®¡à §¨ï M . �à¨ íâ®¬ ¤«ï ¯à®¥ªâ¨¢®© áã¡¬¥àá¨¨ f : M ! N ¯®«ë© ¯à®®¡à § f�1(y) ¡ã¤¥â
¢¯®«¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¬ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥¬,   ¯®â®¬ã ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢® (2.3), £¤¥ dV 0 | í«¥-
¬¥â ®¡ê¥¬  ¯®¤¬®£®®¡à §¨ï M 0 = f�1(y) (¨«¨ ¥£® á¢ï§®© ª®¬¯®¥âë). �¥¯¥àì, ®ç¥¢¨¤®,
çâ® ãá«®¢¨¥ Rhv < 0 ¢áâã¯¨â ¢ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á à ¢¥áâ¢®¬ (2.3).

3. �á«®¢¨ï ¯à¥¯ïâáâ¢¨ï ª áãé¥áâ¢®¢ ¨î ¯à®¥ªâ¨¢ëå áã¡¬¥àá¨¨
ª®¬¯ ªâëå ¬®£®®¡à §¨© á ªà ¥¬

3.1. �à¥¦¤¥ ç¥¬ ¯à¨áâã¯ âì ª ¨§«®¦¥¨î ®á®¢®£® ¬ â¥à¨ « , § ¬¥â¨¬, çâ®  ¨¡®«¥¥ ¯à®-
áâë¬ à¥è¥¨¥¬ ®¡é¥© § ¤ ç¨ ¯®áâà®¥¨ï ¯à®¥ªâ¨¢®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ª®¬¯ ªâ®£® à¨¬ ®¢ 
¬®£®®¡à §¨ï M á ªà ¥¬ @M ¬®¦¥â á«ã¦¨âì â®â á«ãç ©, ª®£¤  ªà © @M ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®î
¢¯®«¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª®¥ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥ ¬®£®®¡à §¨ï M , ç¥£® ¢á¥£¤  ¬®¦® ¤®¡¨âìáï á¯¥æ¨ «ì-
ë¬ ¢ë¡®à®¬ ¬¥âà¨ª¨   M ([21], á. 286). �®£¤  § ¤ ¨¥ ¯à®¥ªâ¨¢®£® ®â®¡à ¦¥¨ï ¬®£®®¡à -
§¨ï M ¡ã¤¥â  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¯à¥¤¯®« £ âì ¯à®¥ªâ¨¢®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¥£® ªà ï @M .

3.2. � áá¬®âà¨¬ á«ãç © áã¡¬¥àá¨¨ f : M ! N ª®¬¯ ªâ®£® à¨¬ ®¢  ¬®£®®¡à §¨ï M
á ªà ¥¬ @M   à¨¬ ®¢® ¬®£®®¡à §¨¥ N , ª®£¤  dimN = 1 ¨ ¨â¥£à¨àã¥¬®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥
V = ker f� ¨¬¥¥â á¢®¨¬ ¨â¥£à «ìë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬ ªà © @M ¬®£®®¡à §¨ï M .

�à¨¢¨§ã �¨çç¨ Ric(X) ¬®£®®¡à §¨ï M ¢  ¯à ¢«¥¨¨ ¢¥ªâ®à®¢ X 2 Hx  §®¢¥¬ £®à¨§®-

â «ì®©. �à¨ íâ®¬ £®à¨§®â «ìãî ªà¨¢¨§ã �¨çç¨ ¬®£®®¡à §¨ï M ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ª¢ §¨¯®-
«®¦¨â¥«ì®© (á®®â¢¥âáâ¢¥® ª¢ §¨®âà¨æ â¥«ì®©), ¥á«¨ ¢áî¤ã Ric(X) � 0 (á®®â¢¥âáâ¢¥®
Ric(X) � 0) ¨ å®âï ¡ë ¢ ®¤®© â®çª¥ x 2 M ¤«ï ¢á¥å X 2 Hx á¯à ¢¥¤«¨¢® áâà®£®¥ ¥à ¢¥áâ¢®
Ric(X) > 0 (á®®â¢¥âáâ¢¥® Ric(X) < 0).

�¥®à¥¬  4. �ãáâì f : M ! N | áã¡¬¥àá¨ï ª®¬¯ ªâ®£® ®à¨¥â¨à®¢ ®£® à¨¬ ®¢ 

¬®£®®¡à §¨ï M á ªà ¥¬ @M   1-¬¥à®¥ à¨¬ ®¢® ¬®£®®¡à §¨¥ N â ª ï, çâ® @M ï¢«ï¥âáï

¨â¥£à «ìë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬ ¢¥àâ¨ª «ì®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï V = ker f�. �á«¨ £®à¨§®â «ì ï

ªà¨¢¨§  �¨çç¨ ¬®£®®¡à §¨ï M ª¢ §¨¯®«®¦¨â¥«ì ï ¨«¨ ª¢ §¨®âà¨æ â¥«ì ï, â® áã¡¬¥àá¨ï

f ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¥ªâ¨¢®©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �  ª®¬¯ ªâ®¬ à¨¬ ®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ M á ªà ¥¬ @M 6= ; ¤«ï ¢¥ªâ®à 
�®à¤¥  Z = n�h + (m� n)�v ¯à®¨§¢®«ì®© O(n)�O(m� n)-áâàãªâãàë á®£« á® [22] ¨¬¥¥¬Z

M

RhvdV + 2
Z
M

(jQhj2 + jQvj2)dV � 2
Z
M

(jF hj2 + jF vj2)dv �

�
Z
M

(n2j�hj2 + (m� n)2j�vj2)dV =
n

4

Z
@M

g(�h;N )dV 0 +
m� n

4

Z
@M

g(�v ;N )dV 0; (3.1)

£¤¥ ç¥à¥§ Qh ¨ F h (á®®â¢¥âáâ¢¥® Qv ¨ F v) ®¡®§ ç¥ë ¢â®à ï äã¤ ¬¥â «ì ï ä®à¬  ¨ â¥-
§®à ¨â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ £®à¨§®â «ì®£® (á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢¥àâ¨ª «ì®£®) à á¯à¥¤¥«¥¨ï áâàãªâã-
àë (á¬. [19], á. 148),   ç¥à¥§ dV ¨ dV 0 | ä®à¬ë ®¡ê¥¬  à¨¬ ®¢  ¬®£®®¡à §¨ï M ¨ ¥£® ªà ï
@M .

� áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤  à á¯à¥¤¥«¥¨¥ H ¨â¥£à¨àã¥¬®, dimH = m� 1 ¨ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥
x 2 @M ¯®¤¯à®áâà áâ¢  Hx ¨ Tx@M ¢¥ªâ®à®£® ¯à®áâà áâ¢  TxM á®¢¯ ¤ îâ. � íâ®¬ á«ãç ¥
¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® à á¯à¥¤¥«¥¨¥ H áâàãªâãàë ª á ¥âáï ªà ï @M ¬®£®®¡à §¨ï M . �à © @M
ï¢«ï¥âáï (á¬. [23], á. 97) § ¬ªãâë¬ ¯®¤¬®£®®¡à §¨¥¬ ¢M á ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ¢«®¦¥¨¥¬ � : @M !
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M . �à¨ íâ®¬ ®à¨¥â æ¨ï   M ¨¤ãæ¨àã¥â (á¬. [11], á. 252) ¥áâ¥áâ¢¥ãî ®à¨¥â æ¨î   @M á
¯®¬®éìî § ¤ ¨ï ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x 2 @M  ¯à ¢«¥®£®  àã¦ã ¥¤¨¨ç®£® ®à¬ «ì®£® ª
@M ¢¥ªâ®à  Nx 2 TxM .

�ãáâì «®ª «ìë¥ ãà ¢¥¨ï ªà ï ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ U 0 = U \@M ¤«ï ª®®à¤¨ â®© ®ªà¥áâ®áâ¨
U ¢ M ¯à®¨§¢®«ì®© â®çª¨ x 2 @M ¨¬¥îâ ¢¨¤ xi = xi(u1; : : : ; um�1). �®« £ ¥¬ �� ¤¨ää¥à¥æ¨ -
«®¬ (¥áâ¥áâ¢¥®£®) ¢«®¦¥¨ï � á ª®¬¯®¥â ¬¨ �i� = @xi=@u� ¢ U 0. �®£¤  ¨¤ãæ¨à®¢ ãî  
@M ¬¥âà¨ªã g0 § ¤ ¤¨¬ à ¢¥áâ¢®¬ g0 = g(��; ��). �ë¯¨è¥¬ ¤«ï ªà ï @M ª ª ¢«®¦¥®£® ¢ M
¯®¤¬®£®®¡à §¨ï ãà ¢¥¨ï � ãáá 

(r0

X0��)Y 0 = Q0(X 0; Y 0)N

¨ �¥©£ àâ¥  (á¬.,  ¯à., [24], á. 92{93)

r0

X0N = ���BX
0; (3.2)

£¤¥ Q = Q0 
 N | ¢â®à ï äã¤ ¬¥â «ì ï ä®à¬  @M ¨ B | ®¯¥à â®à �¥©£ àâ¥ , ®¯à¥¤¥-
«ï¥¬ë© à ¢¥áâ¢®¬ Q0(X 0; Y 0) = g0(BX 0; Y 0) ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå ª á â¥«ìëå ª @M ¢¥ªâ®àëå
¯®«¥© X 0 ¨ Y 0. �¤®«ì @M ¨¬¥¥¬

� = "N (3.3)

¤«ï V = Spanf�g ¨ " = �1. �¨ää¥à¥æ¨àãï ª®¢ à¨ âë¬ ®¡à §®¬ ¢¤®«ì @M à ¢¥áâ¢® (3.3),
¯®«ãç¨¬ á®£« á® (3.2) ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ à ¢¥áâ¢®

r��X0� = �"��BX
0;

ª®â®à®e § ¯¨è¥¬ ¢ ª®®à¤¨ â å

�j�rj�
i = �"�i�Q

�
� (3.4)

¤«ï 1 � i; j � m ¨ 1 � �; � � m� 1. �¤¥áì Q�� = g0�Q

� | ª®¬¯®¥âë ¢â®à®© äã¤ ¬¥â «ì®©

ä®à¬ë ªà ï @M ,   g0�� = �i��
j
�gij | ª®¬¯®¥âë ¥£® ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥§®à . �¬®¦¨¬ «¥¢ãî ¨

¯à ¢ãî ç áâ¨ à ¢¥áâ¢  (3.4)   ��i ¨ ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï â®¦¤¥áâ¢®¬

NjN
i + ��j �

i
� = �ij ;

£¤¥ ��i = g0��gij�
j
� ¤«ï g0�� | ª®âà ¢ à¨ âëå ª®¬¯®¥â g0�� ¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥§®à  g0 ªà ï

@M , ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬ (�ij �NjN i)ri�
j = �"Q�

� ¨«¨

(�jrj�
i � � irj�

j)Ni = "2Q�
�:

�®£¤  g(Z;N ) = Q�
� = (m � 1)q, £¤¥ ç¥à¥§ q ¬ë ®¡®§ ç¨«¨ áà¥¤îî ªà¨¢¨§ã ªà ï @M , ª ª

(m � 1)-¬¥à®£® ¯®¤¬®£®®¡à §¨ï M . � «¥¥, ¯®« £ ï ¯®«®© áà¥¤¥© ªà¨¢¨§®© ªà ï @M ¬®-
£®®¡à §¨ï M ¢¥«¨ç¨ã q(@M) =

R
@M

q dV 0, ¯¥à¥¯¨è¥¬ ¨â¥£à «ì®¥ à ¢¥áâ¢® (3.1) ¢ ä®à¬¥,

á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ã á«ãç î,Z
M

(Ric(�; �) + jQhj2 � (m� 1)2j�hj2)dV = (m� 1)q(@M): (3.5)

�   «®£¨ç®© á¨âã æ¨¨, ® ã¦¥ á à á¯à¥¤¥«¥¨¥¬ V, ª®£¤  V ¨â¥£à¨àã¥¬®, dimV = m� 1,
Vx = Tx@M ¤«ï ¢á¥å x 2 @M ¨ H = Spanf�g, ¨¬¥¥¬Z

M

(Ric(�; �) + jQvj2 � (m� 1)2j�vj2)dV = (m� 1)q(@M): (3.6)

�¥à¥¬áï ª ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë. �®£« á® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ¨â¥£à «ìë¥ ¬®£®®¡à §¨ï ¢¥àâ¨-
ª «ì®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï V = ker f� ¢¯®«¥ £¥®¤¥§¨ç¥áª¨¥ ¨ ¯®íâ®¬ã ¢â®à ï äã¤ ¬¥â «ì ï
ä®à¬  Q ªà ï ¬®£®®¡à §¨ï M ¤®«¦  ®¡à â¨âìáï ¢ ã«ì,   â®£¤  q(@M) = 0. �à¨ íâ®¬, ª ª
¡ë«® ¤®ª § ® ¢ëè¥, £®à¨§®â «ì®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ H = (ker f�)? ï¢«ï¥âáï ¨â¥£à¨àã¥¬ë¬ á
¢¯®«¥ ®¬¡¨«¨ç¥áª¨¬¨ ¨â¥£à «ìë¬¨ ¬®£®®¡à §¨ï¬¨.
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� ãç¥â®¬ áª § ®£® ¨â¥£à «ì®© ä®à¬ã«¥ (3.6) ¬®¦¥¬ ¯à¨¤ âì ¢¨¤
R
M
Ric(�; �)dV = 0.

� ¯®â®¬ã § ª«îç ¥¬, çâ® ¬®£®®¡à §¨¥ M ª¢ §¨®âà¨æ â¥«ì®© ¨«¨ ª¢ §¨¯®«®¦¨â¥«ì®© £®à¨-
§®â «ì®© ªà¨¢¨§ë �¨çç¨ ¥ ¤®¯ãáª ¥â ¯®¤®¡ëå áã¡¬¥àá¨©. �

3.3. � áá¬®âà¨¬ á«ãç © áã¡¬¥àá¨¨ f : M ! N ª®¬¯ ªâ®£® à¨¬ ®¢  ¬®£®®¡à §¨ï M á
ªà ¥¬ @M   à¨¬ ®¢® ¬®£®®¡à §¨¥ N , ª®£¤  dimN = m � 1 ¨ ¨¢®«îâ¨¢®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥
H = (ker f�)? ¨¬¥¥â á¢®¨¬ ¨â¥£à «ìë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬ ªà © @M ¬®£®®¡à §¨ï M .

�à¨¢¨§ã �¨çç¨ Ric(X) ¬®£®®¡à §¨ï M ¢  ¯à ¢«¥¨¨ ¢¥ªâ®à®¢ X 2 Vx  §®¢¥¬ ¢¥àâ¨-

ª «ì®©. �à¨ íâ®¬ ¢¥àâ¨ª «ìãî ªà¨¢¨§ã �¨çç¨ ¬®£®®¡à §¨ï M ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ª¢ §¨¯®-

«®¦¨â¥«ì®© (á®®â¢¥âáâ¢¥® ª¢ §¨®âà¨æ â¥«ì®©), ¥á«¨ ¢áî¤ã Ric(X) � 0 (á®®â¢¥âáâ¢¥®
Ric(X) � 0) ¨ å®âï ¡ë ¢ ®¤®© â®çª¥ x 2 M ¤«ï ¢á¥å X 2 Vx á¯à ¢¥¤«¨¢® áâà®£®¥ ¥à ¢¥áâ¢®
Ric(X) > 0 (á®®â¢¥âáâ¢¥® Ric(X) < 0).

�¥®à¥¬  5. �ãáâì f : M ! N | áã¡¬¥àá¨ï m-¬¥à®£® ª®¬¯ ªâ®£® ®à¨¥â¨à®¢ ®£®

à¨¬ ®¢  ¬®£®®¡à §¨ï M á ªà ¥¬ @M   (m � 1)-¬¥à®¥ à¨¬ ®¢® ¬®£®®¡à §¨¥ N â ª ï,

çâ® @M ï¢«ï¥âáï ¨â¥£à «ìë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬ £®à¨§®â «ì®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï H = (ker f�)?.
�á«¨ ¢ë¯®«ï¥âáï ®¤® ¨§ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨©:

(1) ¢¥àâ¨ª «ì ï ªà¨¢¨§  �¨çç¨ ¬®£®®¡à §¨ï M ª¢ §¨®âà¨æ â¥«ì  ¨ ¯®« ï áà¥¤ïï

ªà¨¢¨§  q(@M) ¥£® ªà ï ¥®âà¨æ â¥«ì ;
(2) ¢¥àâ¨ª «ì ï ªà¨¢¨§  �¨çç¨ ¬®£®®¡à §¨ï M ¥¯®«®¦¨â¥«ì  ¨ ¯®« ï áà¥¤ïï ªà¨-

¢¨§  q(@M) ¥£® ªà ï ¯®«®¦¨â¥«ì ,

â® áã¡¬¥àá¨ï f ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¥ªâ¨¢®©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ¤«ï ¯à®¥ªâ¨¢®© áã¡¬¥àá¨¨ f :M ! N ¯à¨ dimN = dimM �1 ªà ©
@M ï¢«ï¥âáï ¨â¥£à «ìë¬ ¬®£®®¡à §¨¥¬ £®à¨§®â «ì®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï H = (ker f�)?, â®
¬®¦® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¨â¥£à «ì®© ä®à¬ã«®© (3.5), ª®â®à®© ¯à¨¤ ¤¨¬ ¢¨¤

Z
M

(Ric(�; �)� (m� 1)(m � 2)j�hj2)dV = (m� 1)q(@M): (3.7)

�ç¥¢¨¤®, ®¤® ¨§ ¤¢ãå ãá«®¢¨©:
R
M

Ric(�; �)dV < 0 ¨ q(@M)�0 ¨«¨
R
M

Ric(�; �)dV�0 ¨ q(@M) > 0

¡ã¤¥â ¥á®¢¬¥áâ¨¬ë¬ á à ¢¥áâ¢®¬ (3.7). �

�¨â¥à âãà 
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