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1. �¢¥¤¥­¨¥

�à ¤¨æ¨®­­® ¯®¤ ãáâ®©ç¨¢®áâìî § ¤ ç ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ (ª ª áª «ïà­ëå, â ª ¨ ¢¥ªâ®à­ëå) ¯®-
­¨¬ îâ ­¥¯à¥àë¢­ãî § ¢¨á¨¬®áâì à¥è¥­¨© ®â ¯ à ¬¥âà®¢ § ¤ ç¨. � ¨¡®«¥¥ ®¡é¨¥ ¯®¤å®¤ë
ª ¨áá«¥¤®¢ ­¨î ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨®­­ëå § ¤ ç ®á­®¢ ­ë ­  ¨§ãç¥­¨¨ á¢®©áâ¢ ¬­®£®-
§­ ç­ëå (â®ç¥ç­®-¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå) ®â®¡à ¦¥­¨©, § ¤ îé¨å ¯à¨­æ¨¯ ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ (äã­ªæ¨î
¢ë¡®à ) [1]{[4].

�«ï ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ § ¤ ç ¤¨áªà¥â­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ­¥¤®áâ â®ç­® âà ¤¨æ¨®­­ëå
¬¥â®¤®¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£®  ­ «¨§ . � ¡®«ìè¥© áâ¥¯¥­¨ íâ® ®¡êïá­ï¥âáï á«®¦­®áâìî ¤¨áªà¥â­ëå
¬®¤¥«¥©, ª®â®àë¥ ¯à¨ ­¥§­ ç¨â¥«ì­ëå ¨§¬¥­¥­¨ïå ¢ ¨áå®¤­ëå ¤ ­­ëå ç áâ® ¢¥¤ãâ á¥¡ï ­¥¯à¥¤-
áª §ã¥¬® [4], [5]. � â® ¦¥ ¢à¥¬ï, ®âª § ®â ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ®¡é¥â®¯®«®£¨ç¥áª®© â¥à¬¨­®«®£¨¨
¯à¨¬¥­¨â¥«ì­® ª ¯à®áâà ­áâ¢ã ¨§®«¨à®¢ ­­ëå â®ç¥ª §­ ç¨â¥«ì­® ã¯à®é ¥â ¯®áâ ­®¢ªã ¯à®-
¡«¥¬ë ãáâ®©ç¨¢®áâ¨. �ãé¥áâ¢ãîâ à §«¨ç­ë¥ â¨¯ë ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ § ¤ ç ¤¨áªà¥â­®© ®¯â¨¬¨§ -
æ¨¨ (­ ¯à., [4]{[9]). � è¨à®ª®¬ á¬ëá«¥ ¯®¤ ãáâ®©ç¨¢®áâìî ¤¨áªà¥â­®© § ¤ ç¨ ¯®­¨¬ îâ ­ «¨ç¨¥
â ª®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¨áå®¤­ëå ¤ ­­ëå ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¯ à ¬¥âà®¢ § ¤ ç¨, çâ® ¯® ®â­®è¥­¨î ª
­ ç «ì­®© ¢áïª ï \¢®§¬ãé¥­­ ï" § ¤ ç  á ¯ à ¬¥âà ¬¨ ¨§ íâ®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ ®¡« ¤ ¥â ­¥ª®-
â®àë¬ ­ ¯¥à¥¤ § ¤ ­­ë¬ á¢®©áâ¢®¬ ¨­¢ à¨ ­â­®áâ¨. � ¯à¨¬¥à, á¢®©áâ¢® ¯®«ã­¥¯à¥àë¢­®áâ¨
á¢¥àåã (á­¨§ã) ¯® � ãá¤®àäã ®¯â¨¬ «ì­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï íª¢¨¢ «¥­â­® á¢®©áâ¢ã ­¥¯®ï¢«¥­¨ï
­®¢ëå (á®åà ­¥­¨ï ¨áå®¤­ëå) ®¯â¨¬ «ì­ëå à¥è¥­¨© § ¤ ç¨ ¯à¨ \¬ «ëå" ¢®§¬ãé¥­¨ïå ¥¥ ¯ -
à ¬¥âà®¢. �à¨ íâ®¬ ¢®§­¨ª îâ ¯®­ïâ¨ï ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ [4]{[8] ¨ ª¢ §¨ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ [6]{[8], [10],
[11] § ¤ ç ¤¨áªà¥â­®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨.

� ¤ ­­®© áâ âì¥ ¯ãâ¥¬ ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¨ ¯à¨­æ¨¯  ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ (®â ¯ à¥â®¢áª®£® ¤® «¥ª-
á¨ª®£à ä¨ç¥áª®£®) ã¤ «®áì ¯®«ãç¨âì ¥¤¨­ãî ä®à¬ã«ã à ¤¨ãá  ª¢ §¨ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¢ ¬¥âà¨ª¥ l1
¢á¥¢®§¬®¦­ëå â¨¯®¢ n-ªà¨â¥à¨ «ì­ëå âà ¥ªâ®à­ëå «¨­¥©­ëå § ¤ ç, ¢®§­¨ª îé¨å ¯à¨ ¯à®¨§-
¢®«ì­®¬ à §¡¨¥­¨¨ ¬­®¦¥áâ¢  ç áâ­ëå ªà¨â¥à¨¥¢ ­  £àã¯¯ë. �à¨ íâ®¬ ¢­ãâà¨ ª ¦¤®© £àã¯¯ë
§ ¤ ¥âáï ¯ à¥â®¢áª¨© ¯à¨­æ¨¯ ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨,   ¬¥¦¤ã £àã¯¯ ¬¨ | «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨©. � ª
á«¥¤áâ¢¨ï ¯®«ãç¥­­®© ä®à¬ã«ë ¯à¨¢¥¤¥­ë ¨ ­¥ª®â®àë¥ à¥§ã«ìâ âë ª ç¥áâ¢¥­­®£® å à ªâ¥à .

�â¬¥â¨¬, çâ® à ­¥¥ ¢ [12]{[16] ¡ë«¨ ­ ©¤¥­ë ä®à¬ã«ë à ¤¨ãá®¢ ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¨ ª¢ §¨ãáâ®©-
ç¨¢®áâ¨ ¢ á«ãç ¥ ¬¥âà¨ª¨ l1 ¤«ï ¤àã£¨å â¨¯®¢ ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¨ ¯à¨­æ¨¯  ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¢
¢¥ªâ®à­ëå âà ¥ªâ®à­ëå ¨ â¥®à¥â¨ª®-¨£à®¢ëå § ¤ ç å (\®â �®­¤®àá¥ ¤® � à¥â®", \®â � à¥â® ¤®
�«¥©â¥à ", \®â � à¥â® ¤® �íè ").

2. �á­®¢­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ á¢®©áâ¢ 

� áá¬®âà¨¬ ª« áá ¢¥ªâ®à­ëå ª®¬¡¨­ â®à­ëå § ¤ ç á ®¡®¡é¥­­ë¬ ¯à¨­æ¨¯®¬ ®¯â¨¬ «ì­®-
áâ¨.

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áã¤ àáâ¢¥­­®© ¯à®£à ¬¬ë äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥-
¤®¢ ­¨© �¥á¯ã¡«¨ª¨ �¥« àãáì \� â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ áâàãªâãàë 29" (¯à®¥ªâ ò913/28).
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�ãáâì ­  á¨áâ¥¬¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ (âà ¥ªâ®à¨©) T � 2E , jT j � 2, ¤«ï ¬­®¦¥áâ¢  E =
fe1; e2; : : : ; emg § ¤ ­ ¢¥ªâ®à­ë© ªà¨â¥à¨©

f(t; A) = (f1(t; A1); f2(t; A2); : : : ; fn(t; An))! min
t2T

;

ç áâ­ë¬¨ ªà¨â¥à¨ï¬¨ ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï äã­ªæ¨¨ ¢¨¤ 

fi(t; Ai) =
X

j2N(t)

aij ; i 2 Nn = f1; 2; : : : ; ng;

£¤¥ N(t) = fj 2 Nm : ej 2 tg, Ai � i-ï áâà®ª  ¬ âà¨æë A = [aij ] 2 Rn�m. �ã¤¥¬ ¯®« £ âì, çâ®
fi(;; Ai) = 0.

�ãáâì s 2 Nn, Nn = [
r2Ns

Ir | à §¡¨¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  Nn ­  s £àã¯¯: Ir 6= ;, r 2 Ns; p 6= q )

Ip \ Iq = ;. �¥ ¨áª«îç ï ®¡é­®áâ¨, ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® à §¡¨¥­¨¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤

I1 = f1; 2; : : : ; l1g; I2 = fl1 + 1; l1 + 2; : : : ; l2g; : : : ; Is = fls�1 + 1; ls�1 + 2; : : : ; ng:

� ¦¤®¬ã â ª®¬ã à §¡¨¥­¨î (I1; I2; : : : ; Is) ¬­®¦¥áâ¢  Nn ¢ ªà¨â¥à¨ «ì­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rn ¯®-
áâ ¢¨¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¡¨­ à­®¥ ®â­®è¥­¨¥ áâà®£®£® ¯à¥¤¯®çâ¥­¨ï 
n(I1; I2; : : : ; Is) ¬¥¦¤ã à §-
«¨ç­ë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ y = (y1; y2; : : : ; yn) ¨ y0 = (y01; y

0
2; : : : ; y

0
n), ¯®« £ ï

y
n(I1; I2; : : : ; Is) y
0 , yIk � y0Ik ;

£¤¥ k = minfi 2 Ns : yIi 6= y0Iig, yIi ¨ y0Ii | ¯à®¥ªæ¨¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢¥ªâ®à®¢ y ¨ y0 ­  ª®-
®à¤¨­ â­ë¥ ®á¨ ¯à®áâà ­áâ¢  Rn á ­®¬¥à ¬¨ ¨§ £àã¯¯ë Ii, � | ®â­®è¥­¨¥, ¯®à®¦¤ îé¥¥ ¢
¯à®áâà ­áâ¢¥ RjIkj ¯à¨­æ¨¯ ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¯® � à¥â®

yIk � y0Ik , yIk 6= y0Ik & yIk � y0Ik :

�¢¥¤¥­­®¥ ¡¨­ à­®¥ ®â­®è¥­¨¥ 
n(I1; I2; : : : ; Is) § ¤ ¥â â ª®© ¯à¨­æ¨¯ ã¯®àï¤®ç¥­­®áâ¨
áä®à¬¨à®¢ ­­ëå £àã¯¯ ªà¨â¥à¨¥¢, ¢ ª®â®à®¬ ¯à¥¤ë¤ãé ï £àã¯¯  áãé¥áâ¢¥­­® ¢ ¦­¥¥ ¯®á«¥-
¤ãîé¨å. � à¥§ã«ìâ â¥ íâ® ®â­®è¥­¨¥ ¯®à®¦¤ ¥â ¬­®¦¥áâ¢® (I1; I2; : : : ; Is)-íää¥ªâ¨¢­ëå âà ¥ª-
â®à¨© ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯à ¢¨«®¬

T n(A; I1; I2; : : : ; Is) = ft 2 T : T n(t; A) = ;g;

£¤¥
T n(t; A) = ft0 2 T : f(t; A)
n(I1; I2; : : : ; Is)f(t

0; A)g:

�ç¥¢¨¤­®, ¬­®¦¥áâ¢® T n(A;Nn) ï¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ � à¥â®, â. ¥. ¬­®¦¥áâ¢®¬ íää¥ªâ¨¢­ëå
âà ¥ªâ®à¨©

P n(A) = ft 2 T : �n(t; A) = ;g;

£¤¥
�n(t; A) = ft0 2 T : f(t; A) � f(t0; A)g:

�¥£ª® â ª¦¥ ¢¨¤¥âì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® T n(A; f1g; f2g; : : : ; fng) á®¢¯ ¤ ¥â á ¬­®¦¥áâ¢®¬ «¥ªá¨ª®-
£à ä¨ç¥áª¨ ®¯â¨¬ «ì­ëå âà ¥ªâ®à¨©

Ln(A) = ft 2 T : �n(t; A) = ;g;

£¤¥
�n(t; A) = ft0 2 T : f(t; A) ` f(t0; A)g;

` | «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨© ¯®àï¤®ª ¢ ªà¨â¥à¨ «ì­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rn, § ¤ ¢ ¥¬ë© ä®à¬ã«®©

y ` y0 , yk > y0k;

£¤¥ k = minfi 2 Nn : yi 6= y0ig, y = (y1; y2; : : : ; yn), y0 = (y01; y
0
2; : : : ; y

0
n).

�â¬¥â¨¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® Ln(A) ¥áâì à¥§ã«ìâ â à¥è¥­¨ï ®¯à¥¤¥«¥­­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨
áª «ïà­ëå ãá«®¢­®-íªáâà¥¬ «ì­ëå § ¤ ç (­ ¯à., [18]{[20]).
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� ª¨¬ ®¡à §®¬, §¤¥áì ¯®¤ ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨¥© ¯à¨­æ¨¯  ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¯®­¨¬ ¥âáï ¢¢¥¤¥­¨¥
å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ ¡¨­ à­®£® ®â­®è¥­¨ï ¯à¥¤¯®çâ¥­¨ï âà ¥ªâ®à¨©, ª®â®à ï ¯®§¢®«ï¥â á¢ï§ âì â -
ª¨¥ è¨à®ª® ¨§¢¥áâ­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¢ë¡®à , ª ª ¯ à¥â®¢áªãî ¨ «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áªãî.

�¥âàã¤­® ¯®ª § âì, çâ® ¡¨­ à­®¥ ®â­®è¥­¨¥ 
n(I1; I2; : : : ; Is)  ­â¨à¥ä«¥ªá¨¢­®,  á¨¬¬¥âà¨ç-
­®, âà ­§¨â¨¢­®  , á«¥¤®¢ â¥«ì­®,  æ¨ª«¨ç­®. �®íâ®¬ã ¢ á¨«ã ª®­¥ç­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢  âà ¥ªâ®-
à¨© T ¬­®¦¥áâ¢® T n(A; I1; I2; : : : ; Is) ­¥ ¯ãáâ® ¯à¨ «î¡®© ¬ âà¨æ¥ A ¨ ¯à¨ ¢áïª®¬ à §¡¨¥­¨¨
(I1; I2; : : : ; Is) ¬­®¦¥áâ¢  Nn. �¥ªâ®à­ãî § ¤ çã ¯®¨áª  ¬­®¦¥áâ¢  T n(A; I1; I2; : : : ; Is) ¡ã¤¥¬ ®¡®-
§­ ç âì ç¥à¥§ Zn(A; I1; I2; : : : ; Is).

�á­®, çâ® T 1(A;N1) | ¬­®¦¥áâ¢® ®¯â¨¬ «ì­ëå âà ¥ªâ®à¨© áª «ïà­®© «¨­¥©­®© âà ¥ªâ®à-
­®© § ¤ ç¨ Z1(A;N1), £¤¥ A 2 Rm, ¢ áå¥¬ã ª®â®à®© ¢ª« ¤ë¢ îâáï ¬­®£¨¥ íªáâà¥¬ «ì­ë¥ ª®¬-
¡¨­ â®à­ë¥ § ¤ ç¨ ­  £à ä å, § ¤ ç¨ ¡ã«¥¢  ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï, àï¤ § ¤ ç â¥®à¨¨ à á¯¨á ­¨©
¨ ¤à. (­ ¯à., [7], [9], [10], [17]).

�«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¢ëâ¥ª îâ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¨§ ¯à¨¢¥¤¥­­ëå áã¦¤¥­¨©.

�¢®©áâ¢® 1. T � P1(A) � T n(A; I1; I2; : : : ; Is), £¤¥

P1(A) = ft 2 T : �1(t; A) = ;g; �1(t; A) = ft0 2 T : fI1(t; A) � fI1(t
0; A)g:

�¢®©áâ¢® 2. �á«¨ f(t; A)
n(I1; I2; : : : ; Is)f(t0; A), â® fI1(t; A) � fI1(t
0; A).

�¢®©áâ¢® 3. �á«¨ fI1(t; A) � fI1(t
0; A), â® f(t; A)
n(I1; I2; : : : ; Is)f(t0; A).

�¢®©áâ¢® 4. �à ¥ªâ®à¨ï t ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â T n(A; I1; I2; : : : ; Is) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï âà ¥ªâ®à¨ï t0, çâ® f(t; A)
n(I1; I2; : : : ; Is)f(t0; A).

�¢®©áâ¢® 5. �à ¥ªâ®à¨ï t ¯à¨­ ¤«¥¦¨â T n(A; I1; I2; : : : ; Is) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

¤«ï ¢áïª®© âà ¥ªâ®à¨¨ t0 á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â­®è¥­¨¥ f(t; A)
n(I1; I2; : : : ; Is)f(t0; A).

�¤¥áì ¨ ¤ «¥¥ § ¯¨áì y
n(I1; I2; : : : ; Is)y0 ®§­ ç ¥â, çâ® ®â­®è¥­¨¥ 
n(I1; I2; : : : ; Is) ¬¥¦¤ã ¢¥ª-
â®à ¬¨ y ¨ y0 ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï. � ç áâ­®áâ¨, ®­® ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï, ¥á«¨ y = y0.

�®«®¦¨¬
S1(A) = ft 2 P1(A) : @t

0 2 T n ftg
�
fI1(t; A) = fI1(t

0; A)
�
g:

�¢®©áâ¢® 6. S1(A) � T n(A; I1; I2; : : : ; Is).

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì, ­ ¯à®â¨¢, t 2 S1(A) ¨ t =2 T n(A; I1; I2; : : : ; Is). �®£¤  á®£« á­® á¢®©áâ¢ã 4
áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï âà ¥ªâ®à¨ï t0 6= t, çâ®

f(t; A)
n(I1; I2; : : : ; Is)f(t
0; A):

�®íâ®¬ã ¢ á¨«ã á¢®©áâ¢  2 ¨¬¥¥¬
fI1(t; A) � fI1(t

0; A):

�âáî¤ , ãç¨âë¢ ï ¢ª«îç¥­¨¥ t 2 P1(A), § ª«îç ¥¬

fI1(t; A) = fI1(t
0; A);

â. ¥. t =2 S1(A), çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î. �

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¬­®¦¥áâ¢ P1(A) ¨ S1(A) ¢ëâ¥ª ¥â

�¢®©áâ¢® 7. 8t 2 S1(A), 8 t0 2 T n ftg 9i 2 I1
�
fi(t0; Ai) > fi(t; Ai)

�
.

�«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£® ç¨á«  q ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rq § ¤ ¤¨¬ ­®à¬ã l1:

kzk =
X
i2Nq

jzij; z = (z1; z2; : : : ; zq) 2 R
q:

�®¤ ­®à¬®© kAk ¬ âà¨æëA = [aij ]2Rn�m ¡ã¤¥¬ ¯®­¨¬ âì ­®à¬ã ¢¥ªâ®à  (a11; a12; :::; amn�1; amn) 2
Rm�n. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ç¨á«  " > 0 ®¯à¥¤¥«¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¢®§¬ãé îé¨å ¬ âà¨æ

B(") = fB 2 Rn�m : kBk < "g:

5



� ª ®¡ëç­® [8], [10], [11], [14], [15], § ¤ çã Zn(A; I1; I2; : : : ; Is) ¯®¨áª  ¬­®¦¥áâ¢  (I1; I2; : : : ; Is)-
íää¥ªâ¨¢­ëå âà ¥ªâ®à¨© T n(A; I1; I2; : : : ; Is) ­ §®¢¥¬ ª¢ §¨ãáâ®©ç¨¢®©, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥
ç¨á«® " > 0, çâ® ¤«ï «î¡®© ¢®§¬ãé îé¥© ¬ âà¨æë B 2 B(") á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢ª«îç¥­¨¥

T n(A; I1; I2; : : : ; Is) � T n(A+B; I1; I2; : : : ; Is):

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ª¢ §¨ãáâ®©ç¨¢®áâì § ¤ ç¨ Zn(A; I1; I2; : : : ; Is) ï¢«ï¥âáï á¢®©áâ¢®¬ á®åà ­¥­¨ï
¢á¥å (I1; I2; : : : ; Is)-íää¥ªâ¨¢­ëå âà ¥ªâ®à¨© § ¤ ç¨ ¯à¨ \¬ «ëå" ¢®§¬ãé¥­¨ïå ¯ à ¬¥âà®¢ ¬ -
âà¨æë A, â. ¥. ï¢«ï¥âáï ¤¨áªà¥â­ë¬  ­ «®£®¬ á¢®©áâ¢  ¯®«ã­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ á­¨§ã ¯® � ãá¤®àäã
¬­®£®§­ ç­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï, ª®â®à®¥ ¯ à ¬¥âà ¬ § ¤ ç¨ (¬ âà¨æ¥ A) áâ ¢¨â ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥
¬­®¦¥áâ¢  T n(A; I1; I2; : : : ; Is).

�«¥¤ãï [8], [10], [14], [15], [21], à ¤¨ãá®¬ ª¢ §¨ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ § ¤ ç¨ Zn(A; I1; I2; : : : ; Is) ­ §®¢¥¬
ç¨á«®

�n(A; I1; I2; : : : ; Is) =

(
supKn(A; I1; I2; : : : ; Is); ¥á«¨ Kn(A; I1; I2; : : : ; Is) 6= ;;

0; ¥á«¨ Kn(A; I1; I2; : : : ; Is) = ;;

£¤¥

Kn(A; I1; I2; : : : ; Is) = f" > 0 : 8B 2 B(") (T n(A; I1; I2; : : : ; Is) � T n(A+B; I1; I2; : : : ; Is))g:

3. �¥¬¬ë

�®«®¦¨¬

hn(t; t0; A) =
X
i2I1

[fi(t
0; Ai)� fi(t; Ai)]

+;

£¤¥ [�]+ = maxf0; �g.

�¥¬¬  1. �á«¨ hn(t; t0; A) � ' > 0, â® ¤«ï «î¡®© ¢®§¬ãé îé¥© ¬ âà¨æë B 2 B(') á¯à -
¢¥¤«¨¢® á®®â­®è¥­¨¥

f(t; A+B)
n(I1; I2; : : : ; Is)f(t
0; A+B):

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì, ­ ¯à®â¨¢, áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¬ âà¨æ  B� = [b�ij ] 2 B('), çâ®

f(t; A+B�)
n(I1; I2; : : : ; Is)f(t
0; A+B�):

�®£¤  á®£« á­® á¢®©áâ¢ã 2 ¤«ï «î¡®£® ¨­¤¥ªá  i 2 I1 ¢¥à­® ­¥à ¢¥­áâ¢® fi(t; Ai+B�
i ) � fi(t0; Ai+

B�
i ), â. ¥. ¢ á¨«ã «¨­¥©­®áâ¨ äã­ªæ¨© fi(t; Ai) | ­¥à ¢¥­áâ¢®

fi(t0; Ai)� fi(t; Ai) � kB�
i k:

�â® §­ ç¨â, çâ®

[fi(t0; Ai)� fi(t; Ai)]+ � kB�
i k; i 2 I1;

¨ ¯®íâ®¬ã ¢¢¨¤ã B� 2 B(') ¯®«ãç ¥¬ á®®â­®è¥­¨ï

hn(t; t0; A) =
X
i2I1

[fi(t
0; Ai)� fi(t; Ai)]

+ �
X
i2I1

kB�
i k � kB�k < ';

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î «¥¬¬ë 1.

�¥¬¬  2. �á«¨ t; t0 2 T , t 2 T n(I1; I2; : : : ; Is), t0 6= t, â® ¤«ï «î¡®£® ç¨á«  " > hn(t; t0; A)
áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¬ âà¨æ  B� 2 B("), çâ®

f(t; A+B�)
n(I1; I2; : : : ; Is)f(t
0; A+B�): (1)
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ ç¨á«® � â ª®¢®,çâ®

" > � > hn(t; t0; A):

�®£¤ , ãç¨âë¢ ï ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥«¨ç¨­ë hn(t; t0; A), «¥£ª® ãª § âì ç¨á«  �i, i 2 I1, ã¤®¢«¥â¢®àï-
îé¨¥ ãá«®¢¨ï¬

�i > [fi(t
0; Ai)� fi(t; Ai)]

+;
X
i2I1

�i = �: (2)

�«¥¬¥­âë ­¥®¡å®¤¨¬®© ¬ âà¨æëB� = [b�ij ] 2 B(") § ¤ ¤¨¬ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �á«¨ tnt
0 6= ;,

â®, ¢ë¡à ¢ ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¨­¤¥ªá p 2 N(t n t0), ¯®« £ ¥¬

b�ij =

(
�i; ¥á«¨ i 2 I1; j = p;

0 ¢ ®áâ «ì­ëå á«ãç ïå:

�á«¨ t n t0 = ;, â®, § ä¨ªá¨à®¢ ¢ ¨­¤¥ªá p 2 N(t0 n t) (¢¢¨¤ã t0 n t 6= ;), áç¨â ¥¬

b�ij =

(
��i; ¥á«¨ i 2 I1; j = p;

0 ¢ ®áâ «ì­ëå á«ãç ïå:

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¢ ®¡®¨å á«ãç ïå á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥­áâ¢ 

kB�k = �; fi(t0; B�
i )� fi(t; B�

i ) = ��i; i 2 I1:

�®íâ®¬ã á ãç¥â®¬ (2) ¨¬¥¥¬

fi(t
0; Ai +B�

i )� fi(t; Ai +B�
i ) = fi(t

0; Ai)� fi(t; Ai)� �i �

� [fi(t0; Ai)� fi(t; Ai)]+ � �i < 0; i 2 I1;

â. ¥. fI1(t; A + B�) � fI1(t
0; A + B�). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¡« £®¤ àï á¢®©áâ¢ã 3 ¯®«ãç ¥¬ âà¥¡ã¥¬®¥

á®®â­®è¥­¨¥ (1).

4. �¥®à¥¬ 

�¥®à¥¬ . �à¨ «î¡®¬ à §¡¨¥­¨¨ (I1; I2; : : : ; Is), s 2 Nn, n 2 N, ¬­®¦¥áâ¢  Nn à ¤¨ãá ª¢ -

§¨ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ �n(A; I1; I2; : : : ; Is) § ¤ ç¨ Zn(A; I1; I2; : : : ; Is) ¨¬¥¥â ¢¨¤

�n(A; I1; I2; : : : ; Is) = min
t2Tn(A;I1;I2;:::;Is)

min
t02Tnftg

hn(t; t0; A): (3)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¢¥«¨ç¨­ë hn(t; t0; A) ¨ ­¥¯ãáâ®âë ¬­®¦¥áâ¢
T n(A; I1; I2; : : : ; Is) ¨ T n ftg ¯à ¢ ï ç áâì ä®à¬ã«ë (3), ª®â®àãî ¤«ï ªà âª®áâ¨ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬
¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ ', ª®àà¥ªâ­® ®¯à¥¤¥«¥­  ¨ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ .

�­ ç «  ¤®ª ¦¥¬ ­¥à ¢¥­áâ¢®

�n(A; I1; I2; : : : ; Is) � ': (4)

�ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ' > 0 (¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® (4) ®ç¥¢¨¤­®). � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á
®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ ç¨á«  ' ¤«ï «î¡ëå âà ¥ªâ®à¨© t 2 T n(A; I1; I2; : : : ; Is) ¨ t0 6= t ¯®«ãç ¥¬

hn(t; t0; A) � ' > 0:

�®íâ®¬ã ­  ®á­®¢ ­¨¨ «¥¬¬ë 1 á¯à ¢¥¤«¨¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥

8B 2 B('); 8t 2 T n(A; I1; I2; : : : ; Is); 8t0 2 T
�
f(t; A+B)
n(I1; I2; : : : ; Is)f(t0; A+B)

�
;

â. ¥. á®£« á­® á¢®©áâ¢ã 5 âà ¥ªâ®à¨ï t ï¢«ï¥âáï (I1; I2; : : : ; Is)-íää¥ªâ¨¢­®© ¢ «î¡®© § ¤ ç¥
Zn(A+B; I1; I2; : : : ; Is), £¤¥ B 2 B('). �â® §­ ç¨â, çâ® ¤«ï «î¡®© ¬ âà¨æë B 2 B(') á¯à ¢¥¤«¨¢®
¢ª«îç¥­¨¥

T n(A; I1; I2; : : : ; Is) � T n(A+B; I1; I2; : : : ; Is):
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�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢¥à­® ­¥à ¢¥­áâ¢® (4).
�áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ®

�n(A; I1; I2; : : : ; Is) � '; (5)

£¤¥, ª ª ã¦¥ ®â¬¥ç «®áì, ' � 0.
�ãáâì " > ' ¨ âà ¥ªâ®à¨¨ t 2 T n(A; I1; I2; : : : ; Is) ¨ t0 6= t â ª®¢ë, çâ® hn(t; t0; A) = '.

�®£¤  á®£« á­® «¥¬¬¥ 2 áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¬ âà¨æ  B� 2 B("), çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï á®®â­®è¥-
­¨¥ (1). �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® âà ¥ªâ®à¨ï t ­¥ ï¢«ï¥âáï (I1; I2; : : : ; Is)-®¯â¨¬ «ì­®© ¢ § ¤ ç¥
Zn(A+B�; I1; I2; : : : ; Is). �â ª, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ä®à¬ã« 

8" > ' 9B� 2 B(") (T n(A; I1; I2; : : : ; Is) 6� T n(A+B�; I1; I2; : : : ; Is));

á¢¨¤¥â¥«ìáâ¢ãîé ï ® á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ ­¥à ¢¥­áâ¢  (5), ª®â®à®¥ ¢¬¥áâ¥ á ­¥à ¢¥­áâ¢®¬ (4) ¨ ¤ ¥â
ä®à¬ã«ã (3).

5. �«¥¤áâ¢¨ï

�«¥¤áâ¢¨¥ 1 ([22]). �«ï à ¤¨ãá  ª¢ §¨ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ § ¤ ç¨ Zn(A;Nn), n � 1, ¯®¨áª  ¬­®-
¦¥áâ¢  � à¥â® P n(A) á¯à ¢¥¤«¨¢  ä®à¬ã« 

�n(A;Nn) = min
t2Pn(A)

min
t02Tnftg

X
i2Nn

[fi(t
0; Ai)� fi(t; Ai)]

+:

� ¬¥â¨¬, çâ®  ­ «®£¨ç­ ï ä®à¬ã«  ¢ á«ãç ¥ ¬¥âà¨ª¨ l1 ¡ë«  à ­¥¥ ¯®«ãç¥­  ¢ [10].

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �«ï à ¤¨ãá  ª¢ §¨ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ § ¤ ç¨ Zn(A; f1g; f2g; : : : ; fng), n � 1, ¯®¨áª 
¬­®¦¥áâ¢  «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨ ®¯â¨¬ «ì­ëå âà ¥ªâ®à¨© Ln(A) ¢¥à­  ä®à¬ã« 

�n(A; f1g; f2g; : : : ; fng) = min
t2Ln(A)

min
t02Tnftg

[f1(t
0; A1)� f1(t; A1)]

+:

�®áª®«ìªã § ¤ ç  Zn(A; I1; I2; : : : ; Is) ª¢ §¨ãáâ®©ç¨¢  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
�n(A; I1; I2; : : : ; Is) > 0, â® ¨§ â¥®à¥¬ë ¢ëâ¥ª ¥â â ª¦¥

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �à¨ «î¡®¬ à §¡¨¥­¨¨ (I1; I2; :::; Is) ¬­®¦¥áâ¢ Nn ¤«ï § ¤ ç¨ Zn(A; I1; I2; :::; Is),
n � 1, á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë:

(i) § ¤ ç  Zn(A; I1; I2; : : : ; Is) ª¢ §¨ãáâ®©ç¨¢ ,
(ii) 8t 2 T n(A; I1; I2; : : : ; Is), 8t0 2 T n ftg 9i 2 I1

�
fi(t0; Ai) > fi(t; Ai)

�
,

(iii) T n(A; I1; I2; : : : ; Is) = S1(A).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ª¢¨¢ «¥­â­®áâì ãâ¢¥à¦¤¥­¨© (i) ¨ (ii) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â¥®à¥¬ë.
�¬¯«¨ª æ¨î (ii) ) (iii) ¤®ª ¦¥¬ ¬¥â®¤®¬ ®â ¯à®â¨¢­®£®. �ãáâì á¯à ¢¥¤«¨¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥

(ii), ®¤­ ª® à ¢¥­áâ¢® (iii) ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï.
�§ á¢®©áâ¢ 1 ¨ 6 ¨¬¥¥¬

S1(A) � T n(A; I1; I2; : : : ; Is) � P1(A):

�®£¤  (¢¢¨¤ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï S1(A) 6= T n(A; I1; I2; : : : ; Is)) ­ ©¤¥âáï â ª ï âà ¥ªâ®à¨ï t 2
T n(A; I1; I2; : : : ; Is) � P1(A), çâ® t =2 S1(A). �âáî¤  á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ âà ¥ªâ®à¨¨ t0 2 P1(A),
¤«ï ª®â®à®© ¢ë¯®«­ïîâáï á®®â­®è¥­¨ï

t0 6= t; fI1(t; A) = fI1(t
0; A);

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãâ¢¥à¦¤¥­¨î (ii).
�¬¯«¨ª æ¨ï (iii) ) (ii) ®ç¥¢¨¤­  ¢ á¨«ã á¢®©áâ¢  7.

�§ á«¥¤áâ¢¨ï 3 «¥£ª® ¢ë¢®¤¨¬ á«¥¤ãîé¨© ¨§¢¥áâ­ë© à¥§ã«ìâ â (­ ¯à., [10], [21]).

�«¥¤áâ¢¨¥ 4. � ¤ ç  Zn(A;Nn), n � 1, ¯®¨áª  ¬­®¦¥áâ¢  � à¥â® P n(A) ª¢ §¨ãáâ®©ç¨¢ 
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¬­®¦¥áâ¢  P n(A) ¨ Sn(A) á®¢¯ ¤ îâ.
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�¤¥áì Sn(A) | ¬­®¦¥áâ¢® �¬¥©«  [23], â. ¥. ¬­®¦¥áâ¢® áâà®£® íää¥ªâ¨¢­ëå âà ¥ªâ®à¨©

Sn(A) = ft 2 T : 8t0 2 T (f(t; A) � f(t0; A)) t = t0)g

¨«¨ ¨­ ç¥

t 2 Sn(A) , 8t0 2 T n ftg 9i 2 Nn (fi(t; Ai) < fi(t0; Ai)):

�§ á«¥¤áâ¢¨ï 3 ¯®«ãç ¥¬ â ª¦¥

�«¥¤áâ¢¨¥ 5 ([24]). �«ï â®£® çâ®¡ë § ¤ ç  Zn(A; f1g; f2g; : : : ; fng), n � 1, ¯®¨áª  ¬­®¦¥-
áâ¢  «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨ ®¯â¨¬ «ì­ëå âà ¥ªâ®à¨© Ln(A) ¡ë«  ª¢ §¨ãáâ®©ç¨¢®©, ­¥®¡å®¤¨¬® ¨
¤®áâ â®ç­®, çâ®¡ë ¢ë¯®«­ï«¨áì à ¢¥­áâ¢ 

jLn(A)j = jArgminff1(t; A1) : t 2 Tgj = 1:

� ¬¥ç ­¨¥. � á¨«ã íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ «î¡ëå ¤¢ãå ­®à¬ ¢ ª®­¥ç­®¬¥à­®¬ «¨­¥©­®¬ ¯à®-
áâà ­áâ¢¥ ¢á¥ ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ §¤¥áì ª ç¥áâ¢¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë (á«¥¤áâ¢¨ï 3{5) á¯à ¢¥¤«¨¢ë ­¥
â®«ìª® ¤«ï ­®à¬ë l1, ­® ¨ ¤«ï ¤àã£¨å ­®à¬ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rn�m.
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