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� ¨§«®¦¥¨¨ ¡ã¤¥¬ á«¥¤®¢ âì ¬®®£à ä¨¨ [1], ¢ ª®â®à®© ¬®¦®  ©â¨ ¢á¥ ¥®¡êïáï¥¬ë¥
¯®ïâ¨ï, á ®¤¨¬ «¨èì ®â«¨ç¨¥¬, á¢ï§ ë¬ á ¥¨§¬¥®© ¯à¨¢ëçª®©  ¢â®à  ®¯ãáª âì áª®¡ª¨
¢ á«ãç ¥ ¨å «¥¢®®à¬¨à®¢ ®© à ááâ ®¢ª¨, â. ¥. xyz = ((xy)z).

� à ªâ¥à¨áâ¨ª  ®á®¢®£® ¯®«ï   ¯à®âï¦¥¨¨ ¢á¥© à ¡®âë ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï ã«¥¢®©. � ª
®¡ëç®, ®¡®§ ç¨¬ A| ¬®£®®¡à §¨¥  ¡¥«¥¢ëå  «£¥¡à �¨, Nc | ¬®£®®¡à §¨¥ ¨«ì¯®â¥âëå
 «£¥¡à áâã¯¥¨ ¨«ì¯®â¥â®áâ¨ ¥ ¢ëè¥ c. �®£¤ NcA| ¬®£®®¡à §¨¥  «£¥¡à �¨, ª®¬¬ãâ âë
ª®â®àëå ¨«ì¯®â¥âë áâã¯¥¨ ¥ ¢ëè¥ c. �®á«¥¤¥¥ ¬®£®®¡à §¨¥ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢®¬

(x0y0)(x1y1)(x2y2) � � � (xcyc) = 0: (1)

� áá¬®âà¨¬ ¤¢  â®¦¤¥áâ¢ , ª®â®àë¥ ¯à¨ m � c ï¢«ïîâáï á«¥¤áâ¢¨ï¬¨ â®¦¤¥áâ¢  (1)

(x0y0)(xy)
m = 0; (2)

X

p2Sm; q2Sm

(�1)p(�1)q(x0y0)(xp(1)yq(1))(xp(2)yq(2)) � � � (xp(m)yq(m)) = 0: (3)

� ¤ ®© áâ âì¥ ¨áá«¥¤ã¥âáï ¢®¯à®á á«¥¤®¢ ¨ï â®¦¤¥áâ¢  (1) ¨§ â®¦¤¥áâ¢ (2) ¨ (3). �â¬¥â¨¬,
çâ® ª ¦¤®¥ ¯® ®â¤¥«ì®áâ¨ ª ª â®¦¤¥áâ¢® (2), â ª ¨ â®¦¤¥áâ¢® (3), ¥ ¢«¥ç¥â ¨«ì¯®â¥â®áâ¨
ª®¬¬ãâ â  ¤ ¦¥ ¯à¨ ¬ «ëå § ç¥¨ïå m, ¤®¯®«¨â¥«ì®¬ ãá«®¢¨¨ à §à¥è¨¬®áâ¨ áâã¯¥¨ 3 ¨
á¨«ì®¬ ãá«®¢¨¨   à®áâ ¬®£®®¡à §¨ï.

� ¯à¨¬¥à, ¢ ¯®«®¬ á¯¨áª¥ à §à¥è¨¬ëå ¬®£®®¡à §¨© ¯®çâ¨ ¯®«¨®¬¨ «ì®£® à®áâ  V1,
V2, V3, V4 (á¬. x 5 ®¡§®à  [2]) ¨«ì¯®â¥âë© ª®¬¬ãâ â ¨¬¥îâ «¨èì  «£¥¡àë ¬®£®®¡à §¨ï
V1 = NcA, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¢ ¬®£®®¡à §¨¨ V2 ¢ë¯®«ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢® (2) ¯à¨ m � 3,   ¢
¬®£®®¡à §¨ïå V3, V4 ¢ë¯®«ïîâáï â®¦¤¥áâ¢  (3) ¯à¨ m � 5.

�¥á«®¦® ¯®ïâì, çâ® íâ¨ ¤¢  â®¦¤¥áâ¢  ¢¬¥áâ¥ á« ¡¥¥ ãá«®¢¨ï í£¥«¥¢®áâ¨ ¨¤¥ªá  m ¤«ï
ª®¬¬ãâ â . �á®¢ë¬ à¥§ã«ìâ â®¬ à ¡®âë ï¢«ï¥âáï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¨«ì¯®â¥â®áâ¨ ª®¬¬ã-
â â  ¯à¨ ãá«®¢¨¨ ¢ë¯®«¥¨ï ¤ ëå â®¦¤¥áâ¢ ¨ íªá¯®¥æ¨ «ì®áâ¨ à®áâ  ¬®£®®¡à §¨ï
(x 2). �®¯à®á ® ¢®§¬®¦®áâ¨ áïâ¨ï ãá«®¢¨ï   à®áâ ¬®£®®¡à §¨ï ®áâ ¥âáï ®âªàëâë¬ ¨, ¢¥-
à®ïâ®, á«®¦ë¬. � x 1 ¨§«®¦¥® ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ®¤®£® ª®¬¡¨ â®à®£® à¥§ã«ìâ â , ª®â®àë©
ï¢«ï¥âáï ¥ áá®æ¨ â¨¢ë¬   «®£®¬ § ¬¥¨â®© «¥¬¬ë �¨àè®¢ . �® á¢®¥© ¨¤¥®«®£¨¨ ¤  ï
à ¡®â  á®§¢ãç  à ¡®â¥  ¢â®à  [3].

1. �¥¬¬  �¨àè®¢  ¢ á«ãç ¥ ¥ áá®æ¨ â¨¢ëå  «£¥¡à

� â¥®à¨¨ ¬®£®®¡à §¨©  áá®æ¨ â¨¢ëå  «£¥¡à è¨à®ª® ¨§¢¥áâ  â¥®à¥¬  �.�.�¨àè®¢  ® ¢ë-
á®â¥. �à¨ ¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ª«îç¥¢ãî à®«ì ¨£à ¥â ª®¬¡¨ â®à ï «¥¬¬  (á¬.,  ¯à., [4], á. 120),
ª®â®à ï, ª ª ¯®ª § « �.� ëè¥¢ [5], ¥¢¥à  ¢ á«ãç ¥ «¨¥¢áª¨å á«®¢  áá®æ¨ â¨¢®© ®¡®«®çª¨.
� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯à¥¤«®¦¥ ¢ à¨ â   «®£¨ç®© «¥¬¬ë ¤«ï ¥ áá®æ¨ â¨¢®£® á«ãç ï.

� ¡®â  ç áâ¨ç® ¯®¤¤¥à¦   £à â ¬¨ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨© 96-01-

00146 ¨ 98-01-01020.
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� áá¬®âà¨¬ «¨¥©ãî  «£¥¡àã B ¥ áá®æ¨ â¨¢ëå á«®¢ ®â ã¯®àï¤®ç¥®£® ¯® ¢®§à áâ ¨î
 «ä ¢¨â  z1; z1; : : : ; zk. �ãáâì ¤«ï «î¡ëå á«®¢ a, b, c áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ç¨á«  �, �, çâ® ¢ë¯®«-
ï¥âáï á®®â®è¥¨¥

a(bc) = �abc+ �acb: (4)

�à¨¬¥à 1. �î¡ ï  áá®æ¨ â¨¢ ï  «£¥¡à . � íâ®¬ á«ãç ¥ ª®íää¨æ¨¥âë á®®â®è¥¨© (4)
¥ § ¢¨áïâ ®â á«®¢ a, b, c ¨ à ¢ë á®®â¢¥âáâ¢¥® 1 ¨ 0.

�à¨¬¥à 2. �î¡ ï  «£¥¡à  �¨. �®íää¨æ¨¥âë à ¢ë á®®â¢¥âáâ¢¥® 1 ¨ �1.

�à¨¬¥à 3. �î¡ ï áã¯¥à «£¥¡à  �¨. � íâ®¬ á«ãç ¥ ª®íää¨æ¨¥âë § ¢¨áïâ ®â á«®¢ a, b, c.
� ª, ¥á«¨ b = c = y, £¤¥ y | ç¥â ï ®¡à §ãîé ï, â® � = 1, � = �1. �á«¨ ¦¥ y | ¥ç¥â ï
®¡à §ãîé ï, â® � = � = 1.

�¢¥¤¥¬ «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨© ¯®àï¤®ª   ¬®¦¥áâ¢¥ «¥¢®®à¬¨à®¢ ëå á«®¢. �ã¤¥¬ áç¨-
â âì, çâ® a < b, ¥á«¨ a = b zi1 � � � zik ¨«¨ a = c zizi1 � � � zis , b = c zjzj1 � � � zjr ¨ zi < zj .

�¥£ª® ¤®ª § âì, çâ® «î¡®© í«¥¬¥â v  «£¥¡àë B ï¢«ï¥âáï «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¥© «¥¢®®à-
¬¨à®¢ ëå á«®¢. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ v0 áâ àè¥¥ áà¥¤¨ ¨å «¥¢®®à¬¨à®¢ ®¥ á«®¢®.

�¯à¥¤¥«¥¨¥. �¥¢®®à¬¨à®¢ ®¥ á«®¢®  §ë¢ ¥âáï n-à §à¥¦¥® à §¡¨¢ ¥¬ë¬, ¥á«¨ ¯®
¬®¤ã«î á«®¢, ¬¥ìè¨å «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨, ®® à ¢® á«®¢ã ¢¨¤ 

aa1b11 � � � b1k1a2b21 � � � b2k2a3 � � � anbn1 � � � bnkn ; (5)

¢ ª®â®à®¬ «î¡ ï ¯¥à¥áâ ®¢ª  ¯®¤á«®¢ a1; : : : ; an ¯à¨¢®¤¨â ª á«®¢ã, ï¢«ïîé¥¬ãáï «¨¥©®©
ª®¬¡¨ æ¨¥© ¬¥ìè¨å «¥¢®®à¬¨à®¢ ëå á«®¢.

�¥¬¬  1. �«ï «î¡ëå âà¥å  âãà «ìëå ç¨á¥« k, s, n  ©¤¥âáï â ª®¥  âãà «ì®¥ ç¨-

á«® N(k; s; n), çâ® «î¡®© í«¥¬¥â v  «£¥¡àë B, ¤«ï ª®â®à®£® v0 ¨¬¥¥â ¤«¨ã ¡�®«ìèãî, ç¥¬

N(k; s; n), ¯® ¬®¤ã«î «¥¢®®à¬¨à®¢ ëå á«®¢, ¬¥ìè¨å á«®¢  v0, à ¢¥ n-à §à¥¦¥® à §¡¨¢ -

¥¬®¬ã á«®¢ã ¨«¨ á«®¢ã, ¨¬¥îé¥¬ã ¯®¤á«®¢® ¢¨¤  abs.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ã¤¥¬ á«¥¤®¢ âì [4] (á. 120{123). � §®© ¨¤ãªæ¨¨ ¯® n ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢®-
¢ ¨¥ ç¨á¥« N(k; s; 1) ¤«ï «î¡ëå k ¨ s. �®¯ãáâ¨¬, çâ® ç¨á«® N(k; s; n�1) áãé¥áâ¢ã¥â ¤«ï «î¡ëå
k ¨ s. �¨á«® N(1; s; n) â ª¦¥ áãé¥áâ¢ã¥â. �â® ï¢«ï¥âáï ®á®¢ ¨¥¬ ¤«ï ¤ «ì¥©è¥© ¨¤ãªæ¨¨
¯® k. �â ª, ¯ãáâì ç¨á«® N(k � 1; s; n) áãé¥áâ¢ã¥â, ¤®ª ¦¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ç¨á«  N(k; s; n).

�«®¢® ¤«¨ë
(s+N(k � 1; s; n))(N(kN(k�1;s;n)+s; s; n� 1) + 1)

¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ «¥¢®®à¬¨à®¢ ëå á«®¢ ¨ à áá¬®âà¨¬ á ¬®¥ ¡®«ì-
è®¥ ¢ á¬ëá«¥ ¯®àï¤ª  á« £ ¥¬®¥. �á«¨ ¢  ç «¥ á«®¢  áâ®¨â ¥ª®â®à®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® á¨¬¢®«®¢ zi,
®â«¨çëå ®â á¨¬¢®«  zk, ¨ ¨å ª®«¨ç¥áâ¢® ¥ ¬¥ìè¥ ç¨á«  N(k � 1; s; n), â® ¢ë¯®«ï¥âáï ¯à¥¤-
¯®«®¦¥¨¥ ¨¤ãªæ¨¨ ¯® ®â®è¥¨î ª ¯®¤á«®¢ã, § ¢¨áïé¥¬ã ®â ¬¥ìè¥£® ç¨á«  ¡ãª¢. �®ïâ®,
çâ® ¢ ª®æ¥ á«®¢  ¬®¦¥â ¡ëâì ¥ ¡®«ìè¥ s á¨¬¢®«®¢ zk. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ á¥à¥¤¨¥ ¢ë¡à ®£®
«¥¢®®à¬¨à®¢ ®£® á«®¢  áâ®¨â ¥ ¬¥¥¥

(s+N(k � 1; s; n))N(kN(k�1;s;n)+s; s; n� 1)

¡ãª¢, ¯à¨ç¥¬ ¯¥à¢ ï ¨§ ¨å zk,   ¯®á«¥¤ïï ®â«¨ç  ®â zk.
� ¦¤ë© äà £¬¥â ¢¨¤  zk � � � zkzi1 � � � zir , §  ª®â®àë¬ á«¥¤ã¥â ¡ãª¢  zk, ¥ ¬®¦¥â ¨¬¥âì ¤«¨-

ã ¡�®«ìèãî, ç¥¬ (s + N(k � 1; s; n)). � ç¥, «¨¡® ®  ¡®«ìè¥ s ¯®¤àï¤ áâ®ïé¨å á¨¬¢®«®¢ zk,
«¨¡® ¯à¨¬¥¨¬® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ ¨¤ãªæ¨¨ ¤«ï (k � 1) ®¡à §ãîé¨å. � ¦¤ë© â ª®© äà £¬¥â
¢ á¨«ã á®®â®è¥¨© (4) ¬®¦® ¯® ¬®¤ã«î ¬¥ìè¨å á«®¢ § ¬¥¨âì í«¥¬¥â®¬  «£¥¡àë,  ¢¥-
á¨¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ®¡à §®¬ áª®¡ª¨ (á ç «  ¤«ï ¯à ¢®£® á¨¬¢®«  zk ¨ ¢á¥å á«¥¤ãîé¨å § 
¨¬ «¥¢®®à¬¨à®¢ ë¬ ®¡à §®¬,   ®áâ «ìë¥ á¨¬¢®«ë zk ¯à¨á®¥¤¨ï¥¬, à ááâ ¢«ïï áª®¡ª¨
¯à ¢®®à¬¨à®¢ ë¬ á¯®á®¡®¬). � á¨«ã ®£à ¨ç¥¨ï ¤«¨ë ª ¦¤®£® äà £¬¥â  ¯®«ãç ¥¬ ¥
¡®«¥¥ kN(k�1;s;n)+s à §«¨çëå í«¥¬¥â®¢. � ª ª ª ¤«¨  á«®¢  ®â ®¢ëå ®¡à §ãîé¨å ¡®«ìè¥
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N(kN(k�1;s;n)+s; s; n� 1), â® ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ¨¤ãªæ¨¨ ¯®«ãç ¥¬ «¨¡® s ¯®¤àï¤ áâ®ïé¨å ¯®¤-
á«®¢, «¨¡® (n� 1)-à §à¥¦¥ãî à §¡¨¢ ¥¬®áâì. � ¯®á«¥¤¥¬ á«ãç ¥ ¡¥à¥¬ á¨¬¢®« zi (i < k) ¨§
á ¬®£® ¯à ¢®£® äà £¬¥â  ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯®¤á«®¢  an ¢ n-à §à¥¦¥®© à §¡¨¢ ¥¬®áâ¨ (5).

2. �®à¬ã«¨à®¢ª  ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ®á®¢®£® à¥§ã«ìâ â 

�ãáâì V| ¬®£®®¡à §¨¥, ¢ ª®â®à®¬ ¢ë¯®«¥ë â®¦¤¥áâ¢  (2) ¨ (3) ¯à¨ ¥ª®â®à®¬ m. �¥à¥§
cn(V) ®¡®§ ç¥  à §¬¥à®áâì ¯®«¨«¨¥©®© ç áâ¨ áâ¥¯¥¨ n ®â®á¨â¥«ì® á¢®¡®¤®©  «£¥¡àë
¬®£®®¡à §¨ï.

�¥®à¥¬ . �ãáâì V | â ª®¥ ¬®£®®¡à §¨¥  «£¥¡à �¨  ¤ ¯®«¥¬ ã«¥¢®© å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨,

çâ® ¢ ¥¬ ¢ë¯®«¥ë â®¦¤¥áâ¢  (2), (3) ¨ áãé¥áâ¢ãîâ ç¨á«  a, b, ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«ïîâáï

¥à ¢¥áâ¢ 

cn(V) � ban; n = 1; 2; : : :

�®£¤   «£¥¡àë ¬®£®®¡à §¨ï V ¨¬¥îâ ¨«ì¯®â¥âë© ª®¬¬ãâ â, â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥

ç¨á«® c, çâ® ¢ë¯®«¥® ¢ª«îç¥¨¥ V � NcA.

� ¬¥â¨¬, çâ® íâ®â à¥§ã«ìâ â ¡ë« ¯®«ãç¥  ¢â®à®¬ ¤ ¢® [6]. �® ¤®ª § â¥«ìáâ¢®, ª®â®à®¥ ¢
â® ¢à¥¬ï ¬®¦® ¡ë«® ¯à¥¤«®¦¨âì, ¡ë«® ¥®¯à ¢¤ ® £à®¬®§¤ª¨¬. �  áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï â¥å¨-
ª  ¢ ¤ ®© â¥¬ â¨ª¥ ãá®¢¥àè¥áâ¢®¢ « áì, çâ® ¯®§¢®«¨«® à¥è¨âìáï ¢ë¯®«¨âì á¢®© ¤®«£ |
®¯ã¡«¨ª®¢ âì ¤®ª § â¥«ìáâ¢®  ®á¨à®¢ ®£® ¤¥áïâì «¥â  § ¤ à¥§ã«ìâ â .

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯®âà¥¡ãîâáï ¤¢¥ «¥¬¬ë.

�¥¬¬  2. �«ï «î¡®£® C áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ç¨á«® k, çâ® ¢ ¬®£®®¡à §¨¨ V ¢ë¯®«¥ë

â®¦¤¥áâ¢  ¢¨¤ 

X

q2S
k2

aqx0A1y
�1
12xq(1)y

�2
21A2y

�2
22 � � � xq(k2�1)y

�
k2

k21Ak2y
�
k2

k22xq(k2); (6)

£¤¥ Ai | ¯à®¨§¢®«ìë¥  áá®æ¨ â¨¢ë¥ á«®¢  ®â ¢ãâà¥¨å ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨© ¤«¨ë ¥ ¡®«ì-

è¥ C, ç¨á«  �i, �i, i = 1; 2; : : : ; k2, à ¢ë 1 ¨«¨ 0,   í«¥¬¥â
X

q2S
k2

aqx0xq(1)xq(2) � � � xq(k2) (7)

¯®áâà®¥ ¯® ª¢ ¤à â®© ¤¨ £à ¬¬¥ à §¬¥à®¬ k � k.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì Ud | ¥¯à¨¢®¤¨¬ë© ¬®¤ã«ì, ¯®áâà®¥ë© ¯® ª¢ ¤à â®© ¤¨ £à ¬-
¬¥ à §¬¥à®¬ k � k. �¥á«®¦ë©   «¨§ ä®à¬ã«ë ªàîª®¢ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¤«ï «î¡ëå ç¨á¥« a ¨
b áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¨¦ïï £à ¨æ  ¤«ï ç¨á«  k,  ç¨ ï á ª®â®à®© ¢ë¯®«ïîâáï ¥à ¢¥áâ¢ 

dimUd � b(aC)k
2

:

�®¤ã«ì M á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© £àã¯¯ë Sn, ¯®à®¦¤¥ë© í«¥¬¥â®¬ (6), ï¢«ï¥âáï ä ªâ®à-
¬®¤ã«¥¬ ¨¤ãæ¨à®¢ ®£® á Sk2-¬®¤ã«ï, ¯®à®¦¤¥®£® í«¥¬¥â®¬ (7). �®íâ®¬ã ¤¨ £à ¬¬ , á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé ï «î¡®¬ã ¥¯à¨¢®¤¨¬®¬ã ¯®¤¬®¤ã«î U ¬®¤ã«ïM , á®¤¥à¦¨â ¤¨ £à ¬¬ã d. � á¨«ã
¥à ¢¥áâ¢    áâ¥¯¥ì í«¥¬¥â  (6) n � (C+3)k2, ª®â®à®¥ á«¥¤ã¥â ¨§ ãá«®¢¨ï «¥¬¬ë, ¯®«ãç ¥¬
æ¥¯®çªã ¥à ¢¥áâ¢

dimU � dimUd � ban:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§ á®®¡à ¦¥¨© à §¬¥à®áâ¨ ¢¨¤¨¬, çâ® ¢ ¬®£®®¡à §¨¨ V ¢ë¯®«¥ë â®-
¦¤¥áâ¢  â¨¯  (6).

�¥¬¬  3. � ¬®£®®¡à §¨¨ V ¢ë¯®«¥ë â®¦¤¥áâ¢  â¨¯  (6) ¡¥§ ®£à ¨ç¥¨©   ¤«¨ë

á«®¢ Ai, ® ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ® ¢¬¥áâ® ¡ãª¢ ¢ ¨å ¯®¤áâ ¢«¥ë ª®¬¬ãâ â®àë ¯¥à¥¬¥ëå.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®§ì¬¥¬ C = (4m2 + 2m)2. �§ «¥¬¬ë 2 á«¥¤ã¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥
k, ¯à¨ ª®â®à®¬ â®¦¤¥áâ¢® (6) ¢ë¯®«ï¥âáï ¢ ¬®£®®¡à §¨¨ V, ¥á«¨ ¤«¨ë á«®¢ Ai ¬¥ìè¥ C.
�ã¤¥¬ ¢¥áâ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë ®â ¯à®â¨¢®£®.

�ãáâì í«¥¬¥â ¢¨¤  (6) ï¢«ï¥âáï ¬¨¨¬ «ìë¬ ¯® áâ¥¯¥¨ áà¥¤¨ ¥ à ¢ëå â®¦¤¥áâ¢¥-
® ã«î. �®£¤  ®¤® ¨§ á«®¢ ¨¬¥¥â ¤«¨ã ¡®«ìè¥, ç¥¬ (4m2 + 2m)2,   ª®¬¬ãâ â®àë á«®¢ ¢
á¨«ã ¬¨¨¬ «ì®áâ¨ ¯¥à¥áâ ®¢®çë. �®¤¥©áâ¢ã¥¬   ¯¥à¥¬¥ë¥ ª®¬¬ãâ â®à®¢ íâ®£® á«®¢ 
¨¤¥¬¯®â¥â®¬, ¯®áâà®¥ë¬ ¯® ¥ª®â®à®© ¤¨ £à ¬¬¥. � ¥© «¨¡® ®¤  ¨§ áâà®ª, «¨¡® ®¤¨ ¨§
áâ®«¡æ®¢ ¨¬¥¥â ¤«¨ã ¡®«ìè¥, ç¥¬ (4m2 + 2m)2. �®íâ®¬ã ¬®¦® áç¨â âì, çâ® ¢ ª®¬¬ãâ â®àë
¢å®¤¨â â ª®¥ ç¨á«® á¨¬¬¥âà¨çëå «¨¡® ª®á®á¨¬¬¥âà¨çëå ¯¥à¥¬¥ëå (á¬. ¯® íâ®¬ã ¯®¢®¤ã
à ¡®âã [7]). � áá¬®âà¨¬ ¨¬¥® â¥ ª®¬¬ãâ â®àë, ¢ ª®â®àë¥ ¢å®¤ïâ ¢ë¤¥«¥ë¥ ¯¥à¥¬¥ë¥.
�á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¡®«¥¥ m ª®¬¬ãâ â®à®¢, ª®â®àë¥ á®¤¥à¦ â ¯® ¤¢¥ ¯¥à¥¬¥ë¥, â® ¯®«ãç¨¬ à -
¢¥áâ¢® í«¥¬¥â  ã«î ¢ á¨«ã â®¦¤¥áâ¢  (2) ¨«¨ (3) ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â¨¯  ¯¥à¥¬¥ëå. �á«¨
¦¥ â ª¨å ª®¬¬ãâ â®à®¢ ¬¥ìè¥, â®, á«¥¤®¢ â¥«ì®, áãé¥áâ¢ã¥â ¥ ¬¥¥¥ 4m2 ª®¬¬ãâ â®à®¢, ¢
ª®â®àë¥ ¢å®¤¨â ¯® ®¤®© ¢ë¤¥«¥®© ¯¥à¥¬¥®©. � ¯®á«¥¤¥¬ á«ãç ¥ à áá¬®âà¨¬ â®«ìª® íâ¨
àï¤®¬ áâ®ïé¨¥ ª®¬¬ãâ â®àë (ª®¬¬ãâ â®àë ¢ á¨«ã ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï ® ¬¨¨¬ «ì®áâ¨ áâ¥¯¥¨
¬®¦® ¯¥à¥áâ ¢«ïâì!) ¨   ¤àã£¨¥ ¯¥à¥¬¥ë¥ ¯®¤¥©áâ¢ã¥¬ í«¥¬¥â®¬, ¯®áâà®¥ë¬ ¯® ¥ª®â®-
à®© ¤¨ £à ¬¬¥. � «®£¨çë¥ á®®¡à ¦¥¨ï ¯®ª §ë¢ îâ, çâ®  ©¤¥âáï 2m á¨¬¬¥âà¨çëå «¨¡®
ª®á®á¨¬¬¥âà¨çëå ¯¥à¥¬¥ëå. � áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤   è«®áì 2m ª®¬¬ãâ â®à®¢, ª®â®àë¥
á®áâ®ïâ ¨§ ¯¥à¥¬¥®© á¨¬¬¥âà¨ç®£®  ¡®à  ¨ ¯¥à¥¬¥®© ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç®£®  ¡®à . � íâ®¬
á«ãç ¥ ã«ì ¯®«ãç ¥âáï ¢ á¨«ã ¢ë¯®«¨¬®áâ¨ áâ ¤ àâ®£® â®¦¤¥áâ¢  áâ¥¯¥¨ 2m+1, ª®â®à®¥
ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ â®¦¤¥áâ¢  (3). � ®áâ «ìëå á«ãç ïå \ç¥â®áâ¨" ¯¥à¥¬¥ëå, ¢å®¤ïé¨å ¢
ª®¬¬ãâ â®àë, ¯®«ãç¨¬ ã«ì ¢ á¨«ã â®¦¤¥áâ¢  (2), ª®£¤  ®¡¥ ¯¥à¥¬¥ë¥ ¨§ à §ëå ª®á®á¨¬¬¥-
âà¨çëå  ¡®à®¢. �®«ãç¥®¥ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë.

�«¥¤áâ¢¨¥. �®¬¬ãâ âë  «£¥¡à ¨§ ¬®£®®¡à §¨ï V ï¢«ïîâáï API- «£¥¡à ¬¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï API- «£¥¡àë ¨ ¤®ª § ®© «¥¬¬ë.
� ç áâ®áâ¨, ¤«ï ª®¬¬ãâ â®¢ ¢¥à  â¥®à¥¬  ® ¢ëá®â¥  «£¥¡à �¨ [8].

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë. � áá¬®âà¨¬ ¯®«¨«¨¥©ãî ç áâì ®â®á¨â¥«ì® á¢®¡®¤®©  «-
£¥¡àë ¬®£®®¡à §¨ï ç¥â®© áâ¥¯¥¨ n ¡®«ìè¥©, ç¥¬ ç¨á«® 2N(4k2;m; k2), áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ª®â®-
à®£® ¤®ª § ® ¢ «¥¬¬¥ 1. �â®ç¨¬, çâ® ç¨á«® k ¢§ïâ® ¨§ «¥¬¬ë 3,   ç¨á«® m | ¨§ â®¦¤¥áâ¢ (2)
¨ (3).

�®¤¥©áâ¢ã¥¬   ¨¤¥ªáë ¯¥à¥¬¥ëå í«¥¬¥â  (1) áâ¥¯¥¨ n ¨¤¥¬¯®â¥â®¬, ¯®áâà®¥ë¬
¯® ¥ª®â®à®© ¤¨ £à ¬¬¥ �£ . �á«¨ ¤¨ £à ¬¬  á®¤¥à¦¨â ª¢ ¤à â à §¬¥à®¬ k � k, £¤¥ ç¨á«®
k ¢§ïâ® ¨§ «¥¬¬ë 3, â® ¢ á¨«ã à¥§ã«ìâ â®¢ à ¡®âë [7] à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© í«¥¬¥â ¡ã¤¥â à ¢¥
áã¬¬¥ í«¥¬¥â®¢, ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ª®â®àëå   ®¯à¥¤¥«¥ëå ¬¥áâ å ¤¥©áâ¢ã¥â ¨¤¥¬¯®â¥â, ¯®áâà®-
¥ë© ¯® ª¢ ¤à â®© (k�k) ¤¨ £à ¬¬¥�£ . � áªàë¢ ï ª®¬¬ãâ â®àë¥ áª®¡ª¨ ª®¬¬ãâ â®à®¢,
ª®â®àë¥ á®¤¥à¦ â ¢ë¤¥«¥ë¥ ¯¥à¥¬¥ë¥, ¯®«ãç ¥¬ ã«ì ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 3 (¨¬¥® ¤«ï íâ®£®
¢ â®¦¤¥áâ¢ å (6) ¢¢¥¤¥ë ¯¥à¥¬¥ë¥ yij).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¦® áç¨â âì, çâ® ¤¨ £à ¬¬  ¨¬¥¥â ¥ ¡®«¥¥ k ¤«¨ëå (¤«¨ë ¥ ¬¥¥¥
k) áâà®ª ¨ ¥ ¡®«¥¥ k ¤«¨ëå áâ®«¡æ®¢. � íâ®¬ á«ãç ¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ¯®«¨«¨¥©ë© í«¥-
¬¥â ¡ã¤¥â à ¢¥ áã¬¬¥ í«¥¬¥â®¢ â®© ¦¥ áª®¡®ç®© áâàãªâãàë, çâ® ¨ (1), ª ¦¤ë© ¨§ ª®â®àëå
á®¤¥à¦¨â   ®¯à¥¤¥«¥ëå ¬¥áâ å ¥ ¡®«¥¥ k á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å  ¡®à®¢ ¯¥à¥¬¥ëå ¨ ¥ ¡®«¥¥ k
ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å  ¡®à®¢ ¯¥à¥¬¥ëå (íâ® á«¥¤ã¥â ¨§ ã¯®¬ïãâ®© à ¡®âë [7]). �à¨ íâ®¬ ¢á¥
¯¥à¥¬¥ë¥ ¢å®¤ïâ ¢ ®¤¨ ¨ â®«ìª® ®¤¨  ¡®à. �®«ãç¨¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢® ª®¬¬ãâ â®à®¢ à §¡¨-
â®   ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ 4k2 à §«¨çëå â¨¯®¢. �¨¯ ª®¬¬ãâ â®à  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯à¨ ¤«¥¦®áâìî ¥£®
¯¥à¥¬¥ëå ¢ë¤¥«¥ë¬ á¨¬¬¥âà¨çë¬ ¨«¨ ª®á®á¨¬¬¥âà¨çë¬  ¡®à ¬.

�ë¡¥à¥¬ ®¤® ¨§ â ª¨å á« £ ¥¬ëå, ª®â®à®¥ ®¡®§ ç¨¬ v. � ¬¥¨¬ ®¤®â¨¯ë¥ ª®¬¬ãâ â®-
àë ®¤®© ¡ãª¢®© ¨§ ã¯®àï¤®ç¥®£®  «ä ¢¨â  z1; z2; : : : ; z4k2 , ¯®«ãç¨¬ «¥¢®®à¬¨à®¢ ®¥ á«®¢®
áâ¥¯¥¨ ¥ ¬¥¥¥ N(4k2; 2m; k2)  «£¥¡àë B, ® ª®â®à®© è«  à¥çì ¢ x 1. � áá¬®âà¨¬ ¢  «£¥¡à¥
B á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ íâ®¬ã á«®¢ã ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¯®«¨®¤®à®¤ëå í«¥¬¥â®¢. �®áâà®¨¬
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®â®¡à ¦¥¨¥ ¨§ íâ®£® ¯à®áâà áâ¢  ¢ ®â®á¨â¥«ì® á¢®¡®¤ãî  «£¥¡àã  è¥£® ¬®£®®¡à §¨ï.
�â®¡à ¦¥¨¥ á®áâ®¨â ¨§ ®¡à â®© § ¬¥ë ¡ãª¢ z1; z2; : : : ; z4k2   á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ª®¬¬ãâ â®-
àë ®â ¯¥à¥¬¥ëå, ¢å®¤ïé¨å ¢ ¢ë¤¥«¥ë¥ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¨«¨ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¥  ¡®àë.
�â® «¨¥©®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¢¥ªâ®àëå ¯à®áâà áâ¢ ï¢«ï¥âáï ª®àà¥ªâ® ®¯à¥¤¥«¥ë¬ ¤«ï  «£¥-
¡àë B á á®®â¢¥âáâ¢¥® ¯®¤®¡à ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ �, � ¢ á®®â®è¥¨ïå (4). �®§¬®¦®áâì
â ª®£® ¢ë¡®à  ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¬¨ ¢ëç¨á«¥¨ï¬¨.

�®¯®«¨â¥«ì® ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® í«¥¬¥â v ï¢«ï¥âáï  ¨¬¥ìè¨¬ ¥ã«¥¢ë¬ í«¥¬¥â®¬ ¢
á¨«ã «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª®£® ¯®àï¤ª , ¨¤ãæ¨à®¢ ®£® ¯®àï¤ª®¬ «¥¢®®à¬¨à®¢ ëå á«®¢  «£¥-
¡àë B. �§ «¥¬¬ë 1 ¯®«ãç ¥¬ ¤¢¥ ¢®§¬®¦®áâ¨.

1. �® ¬®¤ã«î ¬¥ìè¨å á«®¢ ¯à®®¡à § í«¥¬¥â  v à ¢¥ k2-à §à¥¦¥® à §¡¨¢ ¥¬®¬ã í«¥-
¬¥âã, ª®â®àë© ¢ á¨«ã â®¦¤¥áâ¢  (6) â ª¦¥ à ¢¥ ª®¬¡¨ æ¨¨ ¬¥ìè¨å á«®¢. � íâ®¬
á«ãç ¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© ¯à®®¡à § ï¢«ï¥âáï ª®¬¡¨ æ¨¥© ¬¥ìè¨å á«®¢, ª®â®àë¥ ®â®-
¡à ¦ îâáï ¢ ã«ì. � ª¨¬ ®¡à §®¬, í«¥¬¥â v à ¢¥ ã«î.

2. �® ¬®¤ã«î ¬¥ìè¨å á«®¢ ¯à®®¡à § í«¥¬¥â  v ¨¬¥¥â ¯®¤á«®¢® ¢¨¤  ab2m. � íâ®¬ á«ãç ¥
í«¥¬¥â v ¡ã¤¥â à ¢¥ ã«î ¢ á¨«ã â®¦¤¥áâ¢ (2) ¨ (3).

�â ª, ¢ ®¡®¨å á«ãç ïå ¯®«ãç ¥¬ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥ á ¢ë¡®à®¬ ¥ã«¥¢®£® í«¥¬¥â  v, ª®â®à®¥ ¯®-
§¢®«ï¥â á¤¥« âì ¢ë¢®¤, çâ® ¢ ¬®£®®¡à §¨¨ ¢ë¯®«¥® â®¦¤¥áâ¢® (1) ¯à¨ c > N(4k2; 2m; k2).
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