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� ¨¡®«¥¥ ¥áâ¥áâ¢¥ë© á¯®á®¡   «¨§  ¥«¨¥©ëå á¨áâ¥¬ á¢ï§  á ¨å «®ª «ì®©  ¯¯à®ªá¨-
¬ æ¨¥© «¨¥©ë¬¨ ®¡ê¥ªâ ¬¨. � ®á®¢¥ íâ®© ¯à®æ¥¤ãàë «¥¦¨â ®¯¥à æ¨ï ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï.
� § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ¢ ª ª®¬ á¬ëá«¥ ¯®¨¬ ¥âáï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ¨ ª ª ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï «®-
ª «¨§ æ¨ï, à áá¬ âà¨¢ îâáï à §«¨çë¥ ä®à¬ë ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâ¨ ( ¯à., [1]). �â ¤ àâë¥
®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¯¥à â®àëå ¯à®¨§¢®¤ëå (� â®, �à¥è¥ ¨ ¤à.) ¯à¥¤êï¢«ïîâ ¢¥áì¬  ¦¥áâª¨¥ âà¥-
¡®¢ ¨ï ª ¨§ãç ¥¬ë¬ ®¯¥à â®à ¬. �á« ¡«¥¨¥ íâ¨å ®£à ¨ç¥¨©, ¢ë¢®¤ïé¥¥   ¡®«¥¥ ®¡é¨¥
â¨¯ë ¯à®¨§¢®¤ëå ®¯¥à â®à®¢, ¬®£«® ¡ë à áè¨à¨âì ¢®§¬®¦®áâ¨   «¨§  ¥«¨¥©ëå á¨áâ¥¬.

�â¬¥â¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ª« áá ®¡ê¥ªâ®¢ è¨à®ª®© ¯à¨à®¤ë, ¤«ï ª®â®àëå ®¯¥à æ¨ï ¤¨ä-
ä¥à¥æ¨à®¢ ¨ï ¢á¥£¤  ¨¬¥¥â á¬ëá«. �¥çì ¨¤¥â ® ¬®¦¥áâ¢¥ ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©, ª®â®àë¥,
¥á¬®âàï   á¢®î ¢ëá®ªãî áâ¥¯¥ì ®¡é®áâ¨, ®ª §ë¢ îâáï ¢á¥£¤  ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¬¨ ¢ ®¡®¡-
é¥®¬ á¬ëá«¥. �à¨ íâ®¬ ®¡®¡é¥ë¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥ á®åà ïîâ ¬®£¨¥ á¢®©áâ¢  ®¡ëçëå ¯à®-
¨§¢®¤ëå ¨ ¢ á«ãç ¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¯®á«¥¤¨å á®¢¯ ¤ îâ á ¨¬¨. � ¤ ®© à ¡®â¥ ¯à¥¤« £ -
¥âáï à á¯à®áâà ¨âì ¯à¨æ¨¯ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨ï à á¯à¥¤¥«¥¨©   ®¯¥à â®àë.
�  ®á®¢ã ¡¥à¥âáï á¥ª¢¥æ¨ «ì ï â¥®à¨ï ®¡®¡é¥ëå äãªæ¨©, à §à ¡®â  ï ¢ [2], £¤¥ «î-
¡®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ®ª §ë¢ ¥âáï ¢ ®¯à¥¤¥«¥®¬ á¬ëá«¥ ¯à¥¤¥«®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ £« ¤ª¨å
äãªæ¨©,   ¥¥ ¯à®¨§¢®¤ë¥ | ¯à¥¤¥«®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¯à®¨§¢®¤ëå íâ¨å äãªæ¨©.

� ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨«®¦¥¨ï à áá¬ âà¨¢ îâáï § ¤ ç¨ ®¯â¨¬ «ì®£® ã¯à ¢«¥¨ï, á¢ï§ ë¥ á
¥£« ¤ª¨¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨. �«ï ¨å ¯®«ãç¥ë ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï ®¯â¨¬ «ì®áâ¨, ä®à¬ã«¨-
àã¥¬ë¥ ¢ â¥à¬¨ å á¥ª¢¥æ¨ «ìëå ¯à®¨§¢®¤ëå. �®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ®¯¨áë¢ ¥¬ë© ¯®¤å®¤ ¯®-
§¢®«ï¥â ®¯à¥¤¥«¨âì ¯à¨¡«¨¦¥®¥ à¥è¥¨¥ ¨áá«¥¤ã¥¬®© § ¤ ç¨.

1. �®ïâ¨¥ á¥ª¢¥æ¨ «ì®© ¯à®¨§¢®¤®© ®¯¥à â®à 

�ãáâì § ¤ ë «¨¥©ë¥ ®à¬¨à®¢ ë¥ ¯à®áâà áâ¢  X, Y ¨ ¥ª®â®à ï â®çª  x0 2 X.
�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ D = D(X;Y; x0) ª« áá ®¯¥à â®à®¢, ®¯à¥¤¥«¥ëå ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ x0 á®
§ ç¥¨ï¬¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Y ¨ ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ëå ¢ íâ®© â®çª¥. �«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ ¢áî¤ã ¢
¤ «ì¥©è¥¬ ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâì ¡ã¤¥¬ ¯®¨¬ âì ¢ á¬ëá«¥ �à¥è¥, å®âï ¤®¯ãáâ¨¬ë ¨ ¤àã£¨¥
â¨¯ë ®¯¥à â®àëå ¯à®¨§¢®¤ëå.

�¯à¥¤¥«¨¬ á¥¬¥©áâ¢® � = �(X;Y; x0) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© fAkg ®¯¥à â®à®¢ ª« áá  D, ¤«ï
ª®â®àëå áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ®ªà¥áâ®áâì U â®çª¨ x0,   ª®â®à®© ®¯à¥¤¥«¥ë ¢á¥ ®¯¥à â®àë Ak,
¯à¨ç¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì § ç¥¨© fAkxg áå®¤¨âáï ¢ Y à ¢®¬¥à® ¯® x 2 U . � ¤ ¤¨¬  
� ®â®è¥¨¥ �, áç¨â ï ãá«®¢¨¥ fAkg�fBkg ¢ë¯®«¥ë¬, ¥á«¨  ©¤¥âáï â ª ï ®ªà¥áâ®áâì U
â®çª¨ x0, ¯à¨ ¤«¥¦ é ï ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¢á¥å ®¯¥à â®à®¢ Ak ¨ Bk, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®-
¤¨¬®áâì (Akx � Bkx) ! 0 à ¢®¬¥à® ¯® x 2 U . �¥ä«¥ªá¨¢®áâì ¨ á¨¬¬¥âà¨ç®áâì ®â®è¥¨ï
� âà¨¢¨ «ìë. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ®¤®¢à¥¬¥® ¢ë¯®«¥ë ãá«®¢¨ï fAkg�fBkg ¨ fBkg�fCkg.
�®á«¥¤¥¥ á®®â®è¥¨¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ â ª®© ®ªà¥áâ®áâ¨ V â®çª¨ x0,   ª®â®-
à®© ®¯à¥¤¥«¥ë ¢á¥ ®¯¥à â®àë Bk ¨ Ck, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢®¬¥à ï ¯® x 2 V áå®¤¨¬®áâì
(Bkx � Ckx) ! 0 ¢ Y . �®£¤  ¯¥à¥á¥ç¥¨¥ W = U \ V ®ª §ë¢ ¥âáï ®ªà¥áâ®áâìî â®çª¨ x0 ¨
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¯à¨ ¤«¥¦¨â ®¡« áâï¬ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¢á¥å ®¯¥à â®à®¢ Ak ¨ Ck, ¯à¨ç¥¬ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢®¬¥à ï
¯® x 2 W áå®¤¨¬®áâì (Akx � Ckx) ! 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®â®è¥¨¥ � âà §¨â¨¢®,   § ç¨â,
ï¢«ï¥âáï íª¢¨¢ «¥â®áâìî   �.

� ¤ ¤¨¬ ¬®¦¥áâ¢® SQ = SQ(X;Y; x0) ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥âëå ¢ á¬ëá«¥ � ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
®áâ¥© ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à®¢, â. ¥. ä ªâ®à-¬®¦¥áâ¢® �=�. �£® í«¥¬¥âë ¡ã¤¥¬  -
§ë¢ âì á¥ª¢¥æ¨ «ìë¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨. �¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à 	 : D ! SQ, ¢ë¡¨à ï ¢ ª ç¥áâ¢¥
á¥ª¢¥æ¨ «ì®£® ®¯¥à â®à  	(A) ¤«ï «î¡®£® A 2 D ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯® ®â®è¥¨î �
á ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥¬ fAkg, £¤¥ Ak = A ¤«ï ¢á¥å k. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ SD ®¡à § ¬®¦¥áâ¢  D ¯à¨
¤¥©áâ¢¨¨ ®¯¥à â®à  	, â. ¥. «î¡®© í«¥¬¥â ¨§ ¬®¦¥áâ¢  SD ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© â ª®© ª« áá
íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯® ®â®è¥¨î �, ª®â®àë© ¢ª«îç ¥â ¢ á¥¡ï áâ æ¨® àãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
®¯¥à â®à®¢. �à¨ íâ®¬ ®â®¡à ¦¥¨¥ 	 : D ! SD ®ª §ë¢ ¥âáï ¡¨¥ªæ¨¥©.

�ãáâì a| ¯à®¨§¢®«ìë© ®¡ê¥ªâ ¨§ SQ ¨ fAkg| ª ª ï-«¨¡® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ®¯¥à â®à®¢
á¥¬¥©áâ¢  �, ï¢«ïîé ïáï ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥¬ ª« áá  íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ a. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï
®ªà¥áâ®áâì UA â®çª¨ x0, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fAkxg áå®¤¨âáï ¢ Y à ¢®¬¥à® ¯® x 2 UA.
�«ï «î¡®© ¤àã£®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ fBkg ª« áá  a áãé¥áâ¢ã¥â á¢®ï ®ªà¥áâ®áâì UB â®çª¨ x0,
  ª®â®à®© áå®¤¨âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fBkxg. �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ á¨«ã íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâ¥© fAkg ¨ fBkg   ¯¥à¥á¥ç¥¨¨ ¬®¦¥áâ¢ UA ¨ UB ¯à¥¤¥«ë ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©
fAkxg ¨ fBkxg á®¢¯ ¤ îâ. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ D(A) ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å â®ç¥ª x ¯à®áâà áâ¢  X, ¤«ï
ª®â®àëå áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fAkg ª« áá  a, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨¬®áâì ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ fAkxg. �ç¥¢¨¤®, íâ® ¬®¦¥áâ¢® ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¥ª¢¥æ¨ «ìë¬
®¯¥à â®à®¬ a. �¢¥¤¥¬ ®¯¥à â®à A   ¬®¦¥áâ¢¥ D(A) á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Y , ¢ë¡¨-
à ï ¢ ª ç¥áâ¢¥ Ax ¯à¥¤¥« á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ fAkxg. �á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¤àã£ ï
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ®¯¥à â®à®¢ fBkg ¨§ a, ¤«ï ª®â®à®© á¥¬¥©áâ¢® fBkxg ¡ã¤¥â áå®¤¨âìáï, â® á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯à¥¤¥« ¥¯à¥¬¥® á®¢¯ ¤¥â á Ax. � ª¨¬ ®¡à §®¬, § ç¥¨¥ ®¯¥à â®à  A ¢ â®çª¥
x ¥ § ¢¨á¨â ®â â®£®, ª ª ï ¨¬¥® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ª« áá  a, áå®¤ïé ïáï ¢ íâ®© â®çª¥, ¡ë« 
¢ë¡à  . �¥¬ á ¬ë¬ ¤«ï «î¡®£® á¥ª¢¥æ¨ «ì®£® ®¯¥à â®à  a ¬®¦® ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«¨âì
¥ª®â®àë© ®¯¥à â®à A, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¨§ ¯à®áâà áâ¢  X ¢ Y . �®¦¥áâ¢® ¢á¥å â ª¨å ®¯¥à â®à®¢
®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Q.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �«¥¬¥âë ¬®¦¥áâ¢  Q ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì á¥ª¢¥æ¨ «ì® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥-
¬ë¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨.

�î¡®© ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë© ®¯¥à â®à ï¢«ï¥âáï á¥ª¢¥æ¨ «ì® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¬, ® ®¡à â-
®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¥ ¢¥à®. �¥ª¢¥æ¨ «ì® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¬ ®ª §ë¢ ¥âáï â ª®© ®¯¥à â®à,
ª®â®àë© ¬®¦® «®ª «ì®  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ âì ¢ ãª § ®¬ á¬ëá«¥ ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¬¨ ®¯¥à -
â®à ¬¨.

�¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à BSQ : SQ! Q ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á à ¢¥áâ¢®¬ BSQ(a) = A.

�¥¬¬  1. �¯¥à â®à BSQ ®¡à â¨¬, ¯à¨ç¥¬ áã¦¥¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ®¡à â®£® ®¯¥à -

â®à    ¬®¦¥áâ¢® SD á®¢¯ ¤ ¥â á 	.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¨§¢®«ìë© ®¯¥à â®à A ¨§ ¬®¦¥áâ¢ Q ®¯à¥¤¥«¥ ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ-
®áâ¨ U â®çª¨ x0 á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Y , ¯à¨ç¥¬ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x ¨§ U áãé¥áâ¢ã¥â
â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ®¯¥à â®à®¢ fAkg á¥¬¥©áâ¢  �, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨¬®áâì Akx! Ax
¢ Y . �« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯® ®â®è¥¨î � á ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥¬ fAkg ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥â®¬ a
¬®¦¥áâ¢  SQ. �®áª®«ìªã ¤«ï «î¡®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ®¯¥à â®à®¢ fAkg, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å § -
ç¥¨¥ ®¯¥à â®à  A ¢ ª®ªà¥â®© â®çª¥ x ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï íâ®£® ®¯¥à â®à , ¯à¥¤¥« ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâ¨ fAkxg ®¤¨ ¨ â®â ¦¥, ®¡ê¥ªâ a ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ fAkg,
áå®¤ïé¥©áï ¢ â®çª¥ x, ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨áª«îç¨â¥«ì® à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¬ ®¯¥à â®à®¬ A. � ª¨¬
®¡à §®¬, ®â®¡à ¦¥¨¥ BSQ ®ª §ë¢ ¥âáï ®¡à â¨¬ë¬.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® í«¥¬¥â a ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯®¤¬®¦¥áâ¢ã SD ¨§ SQ. �®£¤  áà¥¤¨
®¯à¥¤¥«ïîé¨å ¥£® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© ®¯¥à â®à®¢ á¥¬¥©áâ¢  � ¥¯à¥¬¥® áãé¥áâ¢ã¥â áâ æ¨-
® à ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì. �¡®§ ç¨¢ ç¥à¥§ A í«¥¬¥â íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨, ¯à¨å®¤¨¬ ª
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á®®â®è¥¨ï¬ BSQ(a) = A ¨ 	(A) = a. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® áã¦¥¨¥ ®¡à â®£® ®¯¥à â®à  ª BSQ

  ¬®¦¥áâ¢® SD á®¢¯ ¤ ¥â á 	.

�â ª, ¬®¦¥áâ¢® SQ á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  BSQ ¬®¦® ®â®¦¤¥áâ¢¨âì á ¥ª®â®àë¬
ª« áá®¬ ®¡ëçëå ®¯¥à â®à®¢, ¯à¨ç¥¬ ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¥ ®¯¥à â®àë ¢ â®çª¥ x0 ¢ ¥ª®â®à®¬
á¬ëá«¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï í«¥¬¥â ¬¨ ¬®¦¥áâ¢  SD.

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ � ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥¢®§¬®¦ëå áå®¤ïé¨åáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© fykg   Y .
�¯à¥¤¥«¨¬   � ®â®è¥¨¥ ', áç¨â ï ãá«®¢¨¥ fykg'fzkg ¢ë¯®«¥ë¬, ¥á«¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®-
¤¨¬®áâì (yk � zk) ! 0 ¢ Y . �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ SY ä ªâ®à-¬®¦¥áâ¢® �='. �¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à
BY : Y ! SY á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �î¡®¬ã í«¥¬¥âã y ¨§ Y ¬®¦® ¯®áâ ¢¨âì ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥
áâ æ¨® àãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ãî íâ¨¬ í«¥¬¥â®¬ ¨ ¯à¨ ¤«¥¦ éãî ª« ááã �.
�®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© íâ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯® ®â®è¥¨î ' ¢ë¡¨à ¥âáï
¢ ª ç¥áâ¢¥ § ç¥¨ï BY y. � ¤àã£®© áâ®à®ë, «î¡®© ®¡ê¥ªâ z ¬®¦¥áâ¢  SY ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©
ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ áå®¤ïé¨åáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© ¨§ Y . �®áª®«ìªã ¯à¥¤¥«ë ¢á¥å íâ¨å
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© á®¢¯ ¤ îâ, ¬®¦® ®¤®§ ç® ¢®ááâ ®¢¨âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© z í«¥¬¥â
¬®¦¥áâ¢  Y , ï¢«ïîé¨©áï ¯à¥¤¥«®¬ ãª § ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯¥à -
â®à BY ®¡à â¨¬. �®£¤  á ¥£® ¯®¬®éìî ¬®¦® ¯¥à¥¥áâ¨   SY áâàãªâãàã ¬®¦¥áâ¢  Y [3], ¢
à¥§ã«ìâ â¥ ç¥£® SY áâ ®¢¨âáï «¨¥©ë¬ ®à¬¨à®¢ ë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬, ¨§®¬®àäë¬ Y .

� áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© á¥ª¢¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à a. �ãáâì fAkg | ¥ª®â®à ï ®¯à¥¤¥«ï-
îé ï ¥£® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ®¯¥à â®à®¢ á¥¬¥©áâ¢  �,   D(A) { ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¯¥à â®à 
A = BSQ(a). �«ï «î¡®© â®çª¨ x ¬®¦¥áâ¢  D(A) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fAkxg áå®¤¨âáï. �¯à¥¤¥-
«ï¥¬ë© ¥î ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯® ®â®è¥¨î ' ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï fAkg
ª« áá  a ¨ § ¢¨á¨â ®â á ¬®£® ®¡ê¥ªâ  a ¨ â®çª¨ x. �¡®§ ç¨¢ ãª § ®¥ § ç¥¨¥ ç¥à¥§ ax, ãáâ -
®¢¨¬, çâ® á¥ª¢¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à ¬®¦® ¨â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ª ª ®¯¥à â®à, ®¯à¥¤¥«¥ë© ¢
®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ x0 ¨ ¯à¨¨¬ îé¨© § ç¥¨ï ¨§ ¬®¦¥áâ¢  SY . �â¬¥â¨¬, çâ® ®¯¥à â®àë a ¨
A ¨¬¥îâ ®¤ã ¨ âã ¦¥ ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï D(A).

� áá¬®âà¨¬ ª« áá LD = LD(X;Y; x0) ¢á¥¢®§¬®¦ëå «¨¥©ëå ¥¯à¥àë¢ëå ®¯¥à â®à®¢,
¤¥©áâ¢ãîé¨å ¨§ X ¢ Y ¨ ï¢«ïîé¨åáï ¯à®¨§¢®¤ë¬¨ ¢ â®çª¥ x0 ®¯¥à â®à®¢ ª« áá  D. �¯à¥-
¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à �D : D ! LD, ª®â®àë© áâ ¢¨â ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ «î¡®¬ã ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®¬ã
®¯¥à â®àã ¥£® ¯à®¨§¢®¤ãî ¢ íâ®© â®çª¥, â. ¥. �D(A) = A0(x0). � ¤ ¤¨¬ ª« áá � = �(X;Y; x0) ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© í«¥¬¥â®¢ ¬®¦¥áâ¢  LD c ¯®¬®éìî à ¢¥áâ¢  � =

�
f�D(Ak)g j fAkg 2 �

	
.

�¢¥¤¥¬   ¬®¦¥áâ¢¥ � ®â®è¥¨¥ �, áç¨â ï ãá«®¢¨¥ fAkg�fBkg ¢ë¯®«¥ë¬, ¥á«¨ á¯à ¢¥¤«¨-
¢ë á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï: Ak = �D(Ck), Bk = �D(Dk) 8k; fCkg�fDkg. �ç¥¢¨¤®, � ï¢«ï¥âáï
íª¢¨¢ «¥â®áâìî   �. �¯à¥¤¥«¨¬ ä ªâ®à-¬®¦¥áâ¢® LSQ = �=�, í«¥¬¥âë ª®â®à®£® ¡ã¤¥¬
 §ë¢ âì á¥ª¢¥æ¨ «ìë¬¨ ¯à®¨§¢®¤ë¬¨. �â¬¥â¨¬, çâ® «î¡®¬ã á¥ª¢¥æ¨ «ì®¬ã ®¯¥à â®àã a
¬®¦® á®¯®áâ ¢¨âì í«¥¬¥â �SQ(a),  §ë¢ ¥¬ë© ¥£® á¥ª¢¥æ¨ «ì®© ¯à®¨§¢®¤®© ¢ â®çª¥ x0 ¨
¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨© á®¡®© ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯® ®â®è¥¨î � á ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥¬ fA0k(x0)g, £¤¥
fAkg | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ®¯¥à â®à®¢, ®¯à¥¤¥«ïîé ï a.

�¯¨è¥¬ áâàãªâãàã á¥ª¢¥æ¨ «ìëå ¯à®¨§¢®¤ëå.

�¥¬¬  2. �«ï «î¡®£® á¥ª¢¥æ¨ «ì®£® ®¯¥à â®à  a áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ «¨¥©®¥ ®à¬¨à®-

¢ ®¥ ¯à®áâà áâ¢® LSY (a), çâ® á¥ª¢¥æ¨ «ì ï ¯à®¨§¢®¤ ï ®â a á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®à-

ä¨§¬  ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ¥¯à¥àë¢ë¬ ®¯¥à â®à®¬, ¤¥©áâ¢ãîé¨¬ ¨§ X ¢ LSY (a).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¯à¥¤¥«¨¬ ¬®¦¥áâ¢® 
 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© fykg ¯à®áâà áâ¢  Y , ¤«ï
ª®â®àëå áãé¥áâ¢ã¥â í«¥¬¥â h 2 X ¨ â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fAkg ª« áá  �, çâ® á¯à ¢¥¤-
«¨¢ë à ¢¥áâ¢  yk = A0k(x0)h ¤«ï ¢á¥å ®¬¥à®¢ k. �¢¥¤¥¬ ®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ !   
,
áç¨â ï ãá«®¢¨¥ fykg!fzkg ¢ë¯®«¥ë¬, ¥á«¨  ©¤ãâáï â ª®© í«¥¬¥â h 2 X ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
®áâ¨ fAkg ¨ fBkg ª« áá  �, çâ® ¨¬¥îâ ¬¥áâ® á®®â®è¥¨ï yk = A0k(x0)h, zk = B0

k(x0)h ¤«ï
«î¡®£® k, ¯à¨ç¥¬ fAkg�fBkg. �«ï «î¡®£® á¥ª¢¥æ¨ «ì®£® ®¯¥à â®à  a ®¯à¥¤¥«¨¬ ¬®¦¥áâ¢®
LSY (a) ¢á¥¢®§¬®¦ëå ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¢¨¤  fA0k(x0)hg   
 ¯® ®â®è¥¨î !, £¤¥ h
| ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥¬¥â ¬®¦¥áâ¢  X,   fAkg | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ®¯¥à â®à®¢ ª« áá  �,
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¯à¥¤áâ ¢«ïîé ï ®¡ê¥ªâ a. �®áª®«ìªã «î¡ ï á¥ª¢¥æ¨ «ì ï ¯à®¨§¢®¤ ï �SQ(a) á®¯®áâ ¢«ï-
¥â ª ¦¤®¬ã í«¥¬¥âã h 2 X ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨   
 ¯® ®â®è¥¨î ! á ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥¬
fA0k(x0)hg, á¥ª¢¥æ¨ «ìãî ¯à®¨§¢®¤ãî ¬®¦® ¨â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ª ª ®¯¥à â®à, ¤¥©áâ¢ãîé¨©
¨§ ¯à®áâà áâ¢  X   ¬®¦¥áâ¢® LSY (a).

�«ï «î¡®© ¯ àë ®¡ê¥ªâ®¢ y ¨ z ¬®¦¥áâ¢  LSY (a) áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ í«¥¬¥âë h ¨ g ¬®¦¥-
áâ¢  X, çâ® y ¨ z ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ª« ááë íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© fA0k(x0)hg
¨ fA0k(x0)gg   
 ¯® ®â®è¥¨î !. �®£¤  ¤«ï «î¡ëå áª «ïà®¢ � ¨ � ¢ ª ç¥áâ¢¥ «¨¥©®© ª®¬-
¡¨ æ¨¨ �h + �g ¢ë¡¨à ¥âáï ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© fA0k(x0)(�h + �g)g.
� à¥§ã«ìâ â¥ ¬®¦¥áâ¢® LSY (a)  ¤¥«ï¥âáï áâàãªâãà®© «¨¥©®£® ¯à®áâà áâ¢ , ¯à¨ç¥¬ á¥-
ª¢¥æ¨ «ì ï ¯à®¨§¢®¤ ï, ¨â¥à¯à¥â¨àã¥¬ ï ª ª ®¯¥à â®à, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¨§ X ¢ LSY (a), ®ª -
§ë¢ ¥âáï «¨¥©ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬. �¯à¥¤¥«¨¬   ¬®¦¥áâ¢¥ LSY (a) ®¡à § ®à¬ë X ¯à¨ ¤¥©-
áâ¢¨¨ ®¯¥à â®à  �SQ(a) [3]. �© á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á¨«ì¥©è ï â®¯®«®£¨ï, ¢ ª®â®à®© ®â®¡à ¦¥¨¥
�SQ(a) : X ! LSY (a) ¥¯à¥àë¢® ([4], á. 40). � à¥§ã«ìâ â¥ ¬®¦¥áâ¢® LSY (a) ¯à¨®¡à¥â ¥â
áâàãªâãàã «¨¥©®£® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢ , ¯à¨ç¥¬ ¯®á«¥¤¥¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ï¢«ï¥âáï
«¨¥©ë¬ ¨ ¥¯à¥àë¢ë¬.

�á«¨ á¥ª¢¥æ¨ «ìë© ®¯¥à â®à a ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¬®¦¥áâ¢ã SD, â® áà¥¤¨ ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨å
¥£® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© ®¯¥à â®à®¢ áãé¥áâ¢ã¥â áâ æ¨® à ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì, ®¯à¥¤¥«ï¥-
¬ ï ®¯¥à â®à®¬ A = BSQ(a). �®£¤  ¥£® á¥ª¢¥æ¨ «ì ï ¯à®¨§¢®¤ ï �SQ(a) ¡ã¤¥â ®¡à §®¢  
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâï¬¨ ¯à®¨§¢®¤ëå, íª¢¨¢ «¥âëå ¢ á¬ëá«¥ � áâ æ¨® à®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
®áâ¨ á í«¥¬¥â®¬ A0(x0). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ LSD ®¡à § ¬®¦¥áâ¢  SD ¯à¨ ¤¥©áâ¢¨¨ ®¯¥à â®à 
�SQ. �î¡®© í«¥¬¥â íâ®£® ¬®¦¥áâ¢  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯® ®â®è¥-
¨î � ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥© ¯à®¨§¢®¤ëå ®¯¥à â®à®¢ ª« áá  �, ¢ª«îç îé¨© ¢ á¥¡ï áâ æ¨® à-
ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì. �¥¬ á ¬ë¬ áãé¥áâ¢ã¥â ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ BLD ¬¥¦¤ã
¬®¦¥áâ¢®¬ ¯à®¨§¢®¤ëå LD ¨ ¬®¦¥áâ¢®¬ LSD. � ª¨¬ ®¡à §®¬, «î¡®© ®¡ëç®© ¯à®¨§¢®¤®©
A0(x0) ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®£® ®¯¥à â®à  A ¬®¦® ®¤®§ ç® ¯®áâ ¢¨âì ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ á¥ª¢¥-
æ¨ «ìãî ¯à®¨§¢®¤ãî �SQ(a) á¥ª¢¥æ¨ «ì®£® ®¯¥à â®à  a = (BSQ)�1A, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£®
¨§ãç ¥¬®¬ã ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®¬ã ®¯¥à â®àã, á®£« á® à ¢¥áâ¢ã BLD

�
A0(x0)

�
= �SQ(BSQ)�1A.

�â¬¥â¨¬, çâ® ¯®ïâ¨¥ á¥ª¢¥æ¨ «ì®© ¯à®¨§¢®¤®© ®¯à¥¤¥«¥® ¥ â®«ìª®   ¬®¦¥áâ¢¥ SD,
¨§®¬®àä®¬ ª« ááã ¢á¥¢®§¬®¦ëå ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¤ ®© â®çª¥ D, ® ¨  
¢á¥¬ ª« áá¥ SQ. �ç¨âë¢ ï ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã ¬®¦¥áâ¢ ¬¨ SQ ¨ Q,
¬®¦® á¢ï§ âì ¯®ïâ¨¥ á¥ª¢¥æ¨ «ì®© ¯à®¨§¢®¤®© á «î¡ë¬ á¥ª¢¥æ¨ «ì® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥-
¬ë¬ ®¯¥à â®à®¬.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �®¤ á¥ª¢¥æ¨ «ì®© ¯à®¨§¢®¤®© �Q(A) ®¯¥à â®à  A ª« áá  Q ¡ã¤¥¬ ¯®-
¨¬ âì á¥ª¢¥æ¨ «ìãî ¯à®¨§¢®¤ãî á¥ª¢¥æ¨ «ì®£® ®¯¥à â®à  (BSQ)�1A.

�®¦¥áâ¢ã LSQ á¥ª¢¥æ¨ «ìëå ¯à®¨§¢®¤ëå ¬®¦® ¤ âì ¥áâ¥áâ¢¥ãî ¨â¥à¯à¥â æ¨î.
�ç¥¢¨¤®, ¬®¦¥áâ¢® LD ¯à®¨§¢®¤ëå ¢ â®çª¥ x0 ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¨§ ¯à®áâà áâ¢ 
X ¢ Y , ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬ ®à¬¨à®¢ ë¬ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®¬ ¯à®áâà áâ¢  ¢á¥å «¨¥©ëå ¥-
¯à¥àë¢ëå ®¯¥à â®à®¢, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ¨§ ¯à®áâà áâ¢  X ¢ Y . �®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fA0k(x0)g í«¥-
¬¥â®¢ ¯à®áâà áâ¢  LD  §®¢¥¬ äã¤ ¬¥â «ì®©, ¥á«¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
®¡à §®¢ fAkxg áå®¤¨âáï ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ à ¢®¬¥à® ¯® ¢á¥¬ § ç¥¨ï¬ x ¨§ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®-
áâ¨ â®çª¨ x0,   ª®â®à®© ®¯à¥¤¥«¥ë ¢á¥ ®¯¥à â®àë Ak. �®£¤  á®£« á® â¥®à¥¬¥ � ãá¤®àä  ® ¯®-
¯®«¥¨¨ ¬¥âà¨ç¥áª®£® ¯à®áâà áâ¢  ( ¯à., [5], á. 37) ¬®¦¥áâ¢® LSQ ¯® ¯®áâà®¥¨î ï¢«ï¥âáï
¯®¯®«¥¨¥¬ ¯à®áâà áâ¢  LD ¢ á¬ëá«¥ ¬¥âà¨ª¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ãª § ®¬ã ¯®ïâ¨î äã-
¤ ¬¥â «ì®áâ¨. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬¥âà¨¨ á¥ª¢¥æ¨ «ì ï ¯à®¨§¢®¤ ï
�Q(A) ï¢«ï¥âáï ¯à¥¤¥«®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¯à®¨§¢®¤ëå fA0k(x0)g, £¤¥ fAkg ¥áâì á¥¬¥©áâ¢®
®¯¥à â®à®¢,  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å ¢ ãª § ®¬ á¬ëá«¥ ®¯¥à â®à A.

�®«ãç¥ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¬®¦® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¢ ¢¨¤¥ á«¥¤ãîé¥£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï.

�¥®à¥¬  1. �¥ª¢¥æ¨ «ì ï ¯à®¨§¢®¤ ï �Q(A) «î¡®£® á¥ª¢¥æ¨ «ì® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®£®
®¯¥à â®à  A ¢ â®çª¥ x0 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯® ®â®è¥¨î � ¯®á«¥-
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¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¯à®¨§¢®¤ëå fA0k(x0)g, £¤¥ fAkg | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ®¯¥à â®à®¢ ª« áá  �,
®¯à¥¤¥«ïîé ï ®¯¥à â®à A. �à¨ íâ®¬ �Q(A) ï¢«ï¥âáï (á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ ) ¯à¥¤¥«®¬
ãª § ®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¯à®¨§¢®¤ëå ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© «¨¥©ë© ¥¯à¥àë¢ë© ®¯¥-

à â®à, ®¯à¥¤¥«¥ë© ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ X. � á«ãç ¥ ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâ¨ ®¯¥à â®à  A ¢ â®çª¥

x0 ¥£® ¯à®¨§¢®¤ ï á®¢¯ ¤ ¥â á ¥£® á¥ª¢¥æ¨ «ì®© ¯à®¨§¢®¤®© á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ 

BLD.

�â¬¥â¨¬, çâ® ¯®ïâ¨¥ á¥ª¢¥æ¨ «ì®© ¯à®¨§¢®¤®© ®¯¥à â®à  ¢® ¬®£®¬   «®£¨ç® ¯®ï-
â¨î ¯à®¨§¢®¤®© ®¡®¡é¥®© äãªæ¨¨, ¯à¨¬¥ï¥¬®¬ã ¢ á¥ª¢¥æ¨ «ì®© â¥®à¨¨ à á¯à¥¤¥«¥¨©
[2]. � §¨æ  «¨èì ¢ â®¬, çâ® «î¡ ï ®¡®¡é¥ ï äãªæ¨ï ¬®¦¥â ¡ëâì  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢   ¢ á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ á¬ëá«¥ £« ¤ª¨¬¨ äãªæ¨ï¬¨, çâ® ¯®§¢®«ï¥â ¢á¥£¤  ®¯à¥¤¥«¨âì ¥¥ ®¡®¡é¥ãî
¯à®¨§¢®¤ãî ª ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ª« áá íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ®¡ëçëå ¯à®¨§-
¢®¤ëå. �®ïâ¨¥ á¥ª¢¥æ¨ «ì®© ¯à®¨§¢®¤®© ®¯¥à â®à  ¨¬¥¥â á¬ëá« «¨èì ¤«ï á¥ª¢¥æ¨ «ì®
¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à®¢, â. ¥. â ª¨å ®¯¥à â®à®¢, ª®â®àë¥ «®ª «ì®  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬ë
£« ¤ª¨¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨.

2. �à¨«®¦¥¨¥ ª â¥®à¨¨ íªáâà¥¬ã¬ 

�à¥¡ã¥âáï ¬¨¨¬¨§¨à®¢ âì ¥ª®â®àë© äãªæ¨® « J   ¢ë¯ãª«®¬ § ¬ªãâ®¬ ¯®¤¬®¦¥áâ¢¥
U@ «¨¥©®£® ®à¬¨à®¢ ®£® ¯à®áâà áâ¢  V . �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â à¥è¥¨¥ v0 íâ®©
§ ¤ ç¨. �á«¨ ¨§ãç ¥¬ë© äãªæ¨® « ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ¯® � â® ¢ â®çª¥ v0, â® ¤«ï ¥¥  å®¦¤¥¨ï
¬®¦® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¢ à¨ æ¨®ë¬ ¥à ¢¥áâ¢®¬ ([6], á. 18)

J 0(v0)(v � v0) � 0 8v 2 U: (1)

� ¥£« ¤ª®¬ á«ãç ¥ á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  2. �á«¨ äãªæ¨® « J á¥ª¢¥æ¨ «ì® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ¢ â®çª¥ v0 ¥£® ¬¨¨¬ã¬ 
  ¬®¦¥áâ¢¥ U@ , â® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ à¨ æ¨®®¥ ¥à ¢¥áâ¢®

�V J(v0)(v � v0) � 0 8v 2 U; (2)

£¤¥ �V J(v0) | á¥ª¢¥æ¨ «ì ï ¯à®¨§¢®¤ ï ®â J ¢ â®çª¥ v0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¨ ãá«®¢¨¨ á¥ª¢¥æ¨ «ì®© ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâ¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì äãªæ¨® «®¢ fJkg, ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ëå ¢ v0, çâ® ¤«ï ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨
U íâ®© â®çª¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨¬®áâì Jk(v) ! J(v) à ¢®¬¥à® ¯® v 2 U . �á«¨ â®çª  v0 ¬¨¨-
¬¨§¨àã¥â äãªæ¨® « J   ¬®¦¥áâ¢¥ U@ , â® á¯à ¢¥¤«¨¢® ¥à ¢¥áâ¢®

J(v0 + t(v � v0))� J(v0) � 0 8v 2 U@ ; t 2 (0; 1):

�®¤¡¥à¥¬ ç¨á«® t áâ®«ì ¬ «ë¬, çâ®¡ë ¢ë¯®«ï«®áì ¢ª«îç¥¨¥ (v0 + t(v � v0)) 2 U . �®£¤ 
¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¥¥ ¥à ¢¥áâ¢® ¬®¦® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

lim
k!1

Jk(v0 + t(v � v0))� lim
k!1

Jk(v0) � 0 8v 2 U@ ; t 2 (0; 1): (3)

�¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢®

Jk(v0 + t(v � v0)) = Jk(v0) + J 0k(v0)(v � v0) + �k(t);

£¤¥ �k(t)=t ! 0 ¯à¨ t ! 0 ¤«ï ¢á¥å k. �ç¨âë¢ ï ¥§ ¢¨á¨¬®áâì ¯à¥¤¥«ìëå ¯¥à¥å®¤®¢ ¯® ¯ -
à ¬¥âà ¬ t ¨ k, ¨§ á®®â®è¥¨ï (3) ¯®á«¥ ¤¥«¥¨ï   t ¨ ¯¥à¥å®¤  ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ t ! 0 ¡ã¤¥¬
¨¬¥âì

lim
k!1

J 0k(v0)(v � v0) � 0 8v 2 U: (4)

�®£« á® â¥®à¥¬¥ 1 á¥ª¢¥æ¨ «ì ï ¯à®¨§¢®¤ ï äãªæ¨® «  J ¢ â®çª¥ v0 ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬
¥¯à¥àë¢ë¬ äãªæ¨® «®¬   V ¨ (á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ ) ¯à¥¤¥«®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®-
áâ¨ ¯à®¨§¢®¤ëå fJ 0k(v0)g. �®£¤  ¯®á«¥¤¥¥ á®®â®è¥¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ® ¢ ¢¨¤¥ (2).
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� ¥¥ ®â¬¥ç «®áì, çâ® ¢ á«ãç ¥ ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâ¨ ®¯¥à â®à  ¥£® á¥ª¢¥æ¨ «ì ï ¯à®¨§-
¢®¤ ï (á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ ) á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡ëç®© ¯à®¨§¢®¤®©. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥®¡-
å®¤¨¬®¥ ãá«®¢¨¥ ®¯â¨¬ «ì®áâ¨ (2) á¢®¤¨âáï ª ®¡ëç®¬ã ¢ à¨ æ¨®®¬ã ¥à ¢¥áâ¢ã (1), ¥á«¨
äãªæ¨® « J ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ¢ â®çª¥ v0. �à®¨««îáâà¨àã¥¬ ¤¥©áâ¢¨¥ â¥®à¥¬ë 2 ¤«ï ®¤®©
§ ¤ ç¨ ®¯â¨¬ «ì®£® ã¯à ¢«¥¨ï á¨áâ¥¬®©, ®¯¨áë¢ ¥¬®© ãà ¢¥¨¥¬ í««¨¯â¨ç¥áª®£® â¨¯  á
¥£« ¤ª®© ¥«¨¥©®áâìî.

� ®âªàëâ®© ®£à ¨ç¥®© âà¥å¬¥à®© ®¡« áâ¨ 
 ¨§ãç ¥âáï ãà ¢¥¨¥

��y + g(y) = v + f (5)

á ®¤®à®¤ë¬ £à ¨çë¬ ãá«®¢¨¥¬ (§ ¤ ç  �¨à¨å«¥), £¤¥ v | ã¯à ¢«¥¨¥, f | ¨§¢¥áâ ï
äãªæ¨ï ¨§ ¯à®áâà áâ¢  H�1(
), g | § ¤  ï äãªæ¨ï ®â á®áâ®ï¨ï á¨áâ¥¬ë y. �®£« á®
â¥®à¥¬¥ �®¡®«¥¢  ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¥¯à¥àë¢ë¥ ¢«®¦¥¨ï H1

0
� L6, H�1 � L6=5. �¤¥áì ¨ ¢áî¤ã ¢

¤ «ì¥©è¥¬ ¤«ï ªà âª®áâ¨ ¯à¨ ãª § ¨¨ äãªæ¨® «ìëå ¯à®áâà áâ¢ ®¯ãáª ¥âáï ®¡®§ ç¥¨¥
¬®¦¥áâ¢  
. �â ª, áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¯®«®¦¨â¥«ì ï ª®áâ â  c, çâ® ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ®æ¥ª¨

kyk6 � ckyk 8y 2 H1

0
; kyk� � ckyk6=5 8y 2 L6=5;

£¤¥ ç¥à¥§ kyk, kykq ¨ kyk� ®¡®§ ç¥ë ®à¬ë äãªæ¨¨ y ¢ ¯à®áâà áâ¢ å H1

0
, Lq ¨ H�1 á®®â¢¥â-

áâ¢¥®. �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® äãªæ¨ï g ¯à¨ ¤«¥¦¨â ª« ááã

G = fg 2 C(R)
�� jg(y)j � a+ bjyj5; g(y)y > 0; [g(y) � g(x)](y � x) � 0 8x; yg; a > 0; b > 0:

�®£¤  ®â®¡à ¦¥¨¥ g : L6 ! L6=5 ¥¯à¥àë¢® ([7], á. 312). �¯à ¢«¥¨¥ v ¢ë¡¨à ¥âáï ¨§ ¢ë¯ãª«®-
£® § ¬ªãâ®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  U@ ¯à®áâà áâ¢  L2. �®«ì§ãïáì â¥®à¨¥© ¬®®â®ëå ®¯¥à â®à®¢
( ¯à., [8], á. 182), ãáâ ®¢¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® ã¯à ¢«¥¨ï v 2 U@ § ¤ ç  �¨à¨å«¥ ¤«ï ãà ¢¥¨ï
(1) ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ à¥è¥¨¥ y = y(v) ¨§ H1

0
, ¯à¨ç¥¬ ®¯¥à â®à y(�) : L2 ! H1

0
¥¯à¥àë¢¥.

� áá¬ âà¨¢ ¥âáï äãªæ¨® «

J(v) =
1
2
ky(v) � zk2 +



2
kvk2

2
;

£¤¥ z | ¨§¢¥áâ ï äãªæ¨ï ª« áá  H1

0
,  > 0. � ¤ ç  ®¯â¨¬ «ì®£® ã¯à ¢«¥¨ï á®áâ®¨â ¢

®âëáª ¨¨ ã¯à ¢«¥¨ï v, ª®â®à®¥ ¬¨¨¬¨§¨àã¥â äãªæ¨® « J   ¬®¦¥áâ¢¥ U@ .
�â«¨ç¨â¥«ì®© ®á®¡¥®áâìî à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© § ¤ ç¨ ï¢«ï¥âáï ®âáãâáâ¢¨¥ ¤¨ää¥à¥æ¨-

àã¥¬®áâ¨ äãªæ¨¨ g, ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ç¥£® ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ äãªæ¨® «  J ¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï
¢®§¬®¦ë¬. �â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ¯à¥¯ïâáâ¢ã¥â ¯à¨¬¥¥¨î ¨§¢¥áâëå ¬¥â®¤®¢ à¥è¥¨ï ®¯â¨-
¬¨§ æ¨®ëå § ¤ ç ¤«ï á¨áâ¥¬, ®¯¨áë¢ ¥¬ëå ¥«¨¥©ë¬¨ ãà ¢¥¨ï¬¨ í««¨¯â¨ç¥áª®£® â¨¯ 
( ¯à., [9]{[13]). � áâ ¤ àâëå ¬¥â®¤ å ¬¨¨¬¨§ æ¨¨ ¥¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ëå äãªæ¨® «®¢ ( -
¯à., [14], [15]) ®âáãâáâ¢¨¥ £« ¤ª®áâ¨ ®¡ëç®  ¡«î¤ ¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ äãªæ¨® «¥,   ¥
¢ ãà ¢¥¨¨ á®áâ®ï¨ï. � ¤ ®¬ á«ãç ¥,  ¯à®â¨¢, äãªæ¨® « á ¬ ¯® á¥¡¥ ï¢«ï¥âáï £« ¤ª¨¬,
  ¥¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë© ç«¥ ¯à¨áãâáâ¢ã¥â ¢ ãà ¢¥¨¨ á®áâ®ï¨ï ¨ ¨¬¥¥â ®¯¥à â®àë©,   ¥
äãªæ¨® «ìë© á¬ëá«.

�«ï ¯à¥®¤®«¥¨ï ¨¬¥îé¨åáï âàã¤®áâ¥© ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ®¯¨á ®© à ¥¥ ¬¥â®¤¨ª®©. �¤ ª®
á ç «  ãáâ ®¢¨¬ à §à¥è¨¬®áâì ¨áá«¥¤ã¥¬®© § ¤ ç¨ ®¯â¨¬ «ì®£® ã¯à ¢«¥¨ï, ®¯¨à îéãîáï
  á«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â.

�¥¬¬  3. �â®¡à ¦¥¨¥ v ! y(v) á« ¡® ¥¯à¥àë¢®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨¬®áâì vk ! v á« ¡® ¢ L2. �¬®¦ ï à ¢¥áâ¢® (5)
¯à¨ v = vk   äãªæ¨î yk = y(vk) ¨ ¨â¥£à¨àãï à¥§ã«ìâ â ¯® ®¡« áâ¨ 
, ãáâ ®¢¨¬ ¥à ¢¥áâ¢®

kykk
2 +

Z



g(yk)ykdx =
Z



(vk + f)ykdx � kvk + fk�kykk:

� á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¬®¦¥áâ¢  G ¢â®à®¥ á« £ ¥¬®¥ «¥¢®© ç áâ¨ íâ®£® ¥à ¢¥áâ¢  ¥®âà¨æ -
â¥«ì®. �®£¤  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fykg ®£à ¨ç¥  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ H1

0
. �®á«¥ ¢ë¤¥«¥¨ï ¯®¤¯®-

á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ (á á®åà ¥¨¥¬ ¯à¥¦¥£® ®¡®§ ç¥¨ï) ¨¬¥¥¬ áå®¤¨¬®áâì yk ! y á« ¡® ¢ H1

0
.

80



�à¨¬¥ïï â¥®à¥¬ã �¥««¨å {�®¤à è®¢ , ãáâ ®¢¨¬ áå®¤¨¬®áâì yk ! y á¨«ì® ¢ L2 ¨ ¯. ¢.  

. �ç¨âë¢ ï ¥¯à¥àë¢®áâì äãªæ¨¨ g, ¯®«ãç ¥¬ áå®¤¨¬®áâì g(yk) ! g(y) ¯. ¢.   
. �®«ì§ã-
ïáì â¥®à¥¬®© �®¡®«¥¢ , ãáâ ®¢¨¬ ®£à ¨ç¥®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ fykg ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L6.
�®£¤ , ãç¨âë¢ ï ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¬®¦¥áâ¢  G, ¨¬¥¥¬ ®£à ¨ç¥®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ fg(yk)g
¢ ¯à®áâà áâ¢¥ L6=5. �à¨¬¥ïï «¥¬¬ã 1.3 ([8], á. 25), ãáâ ®¢¨¬ áå®¤¨¬®áâì g(yk)! g(y) á« ¡® ¢
L6=5. �¬®¦ ï à ¢¥áâ¢® (5)   ¯à®¨§¢®«ìãî £« ¤ªãî äãªæ¨î � ¨ ¨â¥£à¨àãï à¥§ã«ìâ â ¯®
®¡« áâ¨ 
, ¯®á«¥ ¯¥à¥å®¤  ª ¯à¥¤¥«ã § ª«îç ¥¬ y = y(v).

�à¨â¥à¨© ®¯â¨¬ «ì®áâ¨ ¤«ï à¥è ¥¬®© § ¤ ç¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© áã¬¬ã ª¢ ¤à â®¢ ®à¬,
ª ¦¤ ï ¨§ ª®â®àëå ï¢«ï¥âáï ®£à ¨ç¥ë¬ á¨§ã ¢ë¯ãª«ë¬ ¥¯à¥àë¢ë¬ äãªæ¨® «®¬.
�ç¨âë¢ ï ¢ë¯ãª«®áâì ¨ § ¬ªãâ®áâì ¬®¦¥áâ¢  ¤®¯ãáâ¨¬ëå ã¯à ¢«¥¨© ¨ á« ¡ãî ¤®ª § ãî
¢ëè¥ ¥¯à¥àë¢®áâì äãªæ¨¨ á®áâ®ï¨ï ¯® ã¯à ¢«¥¨î, ¬®¦® «¥£ª® ãáâ ®¢¨âì à §à¥è¨¬®áâì
§ ¤ ç¨ áâ ¤ àâë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨ ( ¯à., [9], á. 13). � ª¨¬ ®¡à §®¬, á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥¬¬  4. � ¤ ç  ®¯â¨¬ «ì®£® ã¯à ¢«¥¨ï à §à¥è¨¬ .

� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯¨á ®© à ¥¥ ¬¥â®¤¨ª®© ®áãé¥áâ¢¨¬ £« ¤ªãî  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î ¬¨¨-
¬¨§¨àã¥¬®£® äãªæ¨® « . � áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¥¯à¥àë¢® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ëå
äãªæ¨© fgkg ª« áá  G, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬

jgky(y)j � a1 + b1jyj
4 8y 2 R; k = 1; 2; : : : ; gk(y)! g(y) ¢ L6=5 à ¢®¬¥à® ¯® y; (6)

£¤¥ a1 > 0, b1 > 0, gky(y) | ¯à®¨§¢®¤ ï ®â gk. �®£¤  ®¯¥à â®à gk(�) : L6 ! L6=5 ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬
¯® �à¥è¥, ¯à¨ç¥¬ á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢® ([7], c. 312)

g0k(y)h(x) = gky(y(x))h(x) 8y 2 Lq:

�®«ì§ãïáì â¥®à¥¬®© ¢«®¦¥¨ï �®¡®«¥¢ , ãáâ ®¢¨¬ ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâì ¯® �à¥è¥ ®â®¡à ¦¥-
¨ï gk(�) : H1

0
! H�1.

�§ãç¨¬ ®¤®à®¤ãî § ¤ çã �¨à¨å«¥ ¤«ï ãà ¢¥¨ï

��yk + gk(yk) = v + f: (7)

�ç¥¢¨¤®, ¤«ï «î¡®£® ¤®¯ãáâ¨¬®£® ã¯à ¢«¥¨ï v ®  ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ à¥è¥¨¥ yk = yk(v).
�¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨® «

Jk(v) =
1
2
kyk(v)� zk2 +



2
kvk2

2
:

�®ª ¦¥¬, çâ® á¥¬¥©áâ¢® äãªæ¨® «®¢ fJkg ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â äãªæ¨® « J .

�¥¬¬  5. �à¨ k !1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨¬®áâì yk(v)! y(v) ¢ H1

0
à ¢®¬¥à® ¯® v 2 U@.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ á®®â®è¥¨© (5) ¨ (7) á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢®

��(yk � y) + gk(yk)� gk(y) + gk(y)� g(y) = 0:

�¬®¦ ï ¥£®   à §®áâì yk � y, ¨â¥£à¨àãï à¥§ã«ìâ â ¯® ®¡« áâ¨ 
, ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

kyk � yk2 +
Z



[gk(yk)� gk(y)](yk � y)dx+
Z



[gk(y)� g(y)](yk � y)dx = 0:

�®£« á® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¬®¦¥áâ¢  G ¢â®à®¥ á« £ ¥¬®¥ ¢ «¥¢®© ç áâ¨ ¯®á«¥¤¥£® à ¢¥áâ¢  ¥®-
âà¨æ â¥«ì®. �®«ì§ãïáì â¥®à¥¬®© �®¡®«¥¢ , ¯®«ãç ¥¬

kyk � yk2 �

����
Z



[gk(y)� g(y)](yk � y)dx
���� � ckyk � yk kgk(y)� g(y)k6=5:

�âáî¤  á«¥¤ã¥â kyk � yk � ckgk(y)� g(y)k6=5. �ç¨âë¢ ï ãá«®¢¨ï (6), § ª«îç ¥¬, çâ® yk ! y ¢
H1

0
, ¯à¨ç¥¬ áª®à®áâì áå®¤¨¬®áâ¨ ¥ § ¢¨á¨â ®â ã¯à ¢«¥¨ï.

�§ «¥¬¬ë 5 ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï äãªæ¨® «  Jk ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â

�¥¬¬  6. �à¨ k !1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨¬®áâì Jk(v)! J(v) à ¢®¬¥à® ¯® v 2 U:
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�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâ¨ äãªæ¨® «  Jk ¨á¯®«ì§ã¥âáï

�¥¬¬  7. �à¨ á¤¥« ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ïå ®â®¡à ¦¥¨¥ yk(�) : L2 ! H1

0
¢ «î¡®© â®çª¥

u 2 U ¨¬¥¥â ¯à®¨§¢®¤ãî �à¥è¥ Dyk(u), ®¯à¥¤¥«ï¥¬ãî à ¢¥áâ¢®¬Z



�Dyk(u)h dx =
Z



pk�(u)h dx 8� 2 H�1; h 2 L2; (8)

£¤¥ pk�(u) | à¥è¥¨¥ ®¤®à®¤®© § ¤ ç¨ �¨à¨å«¥ ¤«ï ãà ¢¥¨ï

��pk�(u) + gky(yk(u))pk�(u) = �: (9)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¬®¦ ï à ¢¥áâ¢® (9)   äãªæ¨î pk�(u) ¨ ¨â¥£à¨àãï à¥§ã«ìâ â ¯®
®¡« áâ¨ 
 á ãç¥â®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¬®¦¥áâ¢  G, ãáâ ®¢¨¬ ¥à ¢¥áâ¢®

kpk�(u)k � k�k�: (10)

�â ª, «¨¥©®¥ ãà ¢¥¨¥ (9) ¤«ï «î¡®£® � ¨§ ª« áá  H�1 ¤®¯ãáª ¥â  ¯à¨®àãî ®æ¥ªã à¥-
è¥¨ï ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ H1

0
, çâ® ¯®§¢®«ï¥â ãáâ ®¢¨âì ®¤®§ çãî à §à¥è¨¬®áâì íâ®£® ãà ¢¥-

¨ï ¢ ãª § ®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. �®ª ¦¥¬, çâ® ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© á®®â®è¥¨¥¬ (8) «¨¥©ë© ¥-
¯à¥àë¢ë© ®¯¥à â®à Dyk(u) : L2 ! H1

0
¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ï¢«ï¥âáï ¯à®¨§¢®¤®© �à¥è¥ ®¯¥à â®à 

yk(�) : L2 ! H1

0
¢ ¯à®¨§¢®«ì®© â®çª¥ u.

�§ à ¢¥áâ¢  (7) ¯à¨ v = u ¯®á«¥ ã¬®¦¥¨ï   äãªæ¨î pk�(u) ¨ ¨â¥£à¨à®¢ ¨ï ¯® ®¡« áâ¨

 ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì Z




[��yk(u) + gk(yk(u))]pk�(u)dx =
Z



pk�(u)(u + f)dx:

�®«ì§ãïáì ä®à¬ã«®© �à¨  á ãç¥â®¬ à ¢¥áâ¢  (9), ¯®«ãç¨¬Z



�yk(u)dx+
Z



[gk(yk(u))� gky(yk(u))yk(u)]pk�(u)dx =
Z



pk�(u)(u + f)dx:

� «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ã¬®¦¥¨ï à ¢¥áâ¢  (7) ¯à¨ v = u+h   pk�(u) ¨ ¨â¥£à¨-
à®¢ ¨ï ¯® ®¡« áâ¨ 
 ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï á®®â®è¥¨¥Z




�yk(u+ h)dx+
Z



[gk(yk(u+ h))� gky(yk(u))yk(u+ h)]pk�(u)dx =
Z



pk�(u)(u+ h+ f)dx:

�§ ¯®á«¥¤¨å ¤¢ãå à ¢¥áâ¢ ¨ ãá«®¢¨ï (8) ¯®«ãç ¥¬Z



�[yk(u+ h)� yk(u)�Dyk(u)h]dx = �(�;h);

£¤¥

�(�;h) =
Z



fgk(yk(u)) � gk(yk(u+ h)) + gky(yk(u))[yk(u+ h)� yk(u)]gpk�(u)dx:

� à¥§ã«ìâ â¥ ãáâ ®¢¨¬ á®®â®è¥¨¥

kyk(u+ h)� yk(u)�Dyk(u)hk = sup
k�k�=1

����
Z



�[yk(u+ h)� yk(u)�Dyk(u)h]dx
���� = sup

k�k�=1

j�(�;h)j:

�âáî¤  á«¥¤ã¥â ®æ¥ª 

kyk(u+ h)� yk(u)�Dyk(u)hk =

= kgk(yk(u+ h))� gk(yk(u)) � gky(yk(u))[yk(u+ h)� yk(u)]k� sup
k�k�=1

kpk�(u)k �

� kgk(yk(u+ h)) � gk(yk(u))� gky(yk(u))[yk(u+ h)� yk(u)]k�

¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï (10).
�ç¨âë¢ ï ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâì ®¯¥à â®à  gk(�) : H1

0
! H�1, ¨¬¥¥¬ à ¢¥áâ¢®

gk(yk(u+ h)) � gk(yk(u)) � gky(yk(u))[yk(u+ h)� yk(u)] = �(h);
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£¤¥ k�(h)k� = o(kyk(u+ h)� yk(u)k). �§ ãà ¢¥¨ï (7) á«¥¤ã¥â á®®â®è¥¨¥

��[yk(u+ h)� yk(u)] + gk(yk(u+ h))� gk(yk(u)) = h:

�¬®¦ ï íâ® à ¢¥áâ¢®   à §®áâì yk(u + h) � yk(u) ¨ ¨â¥£à¨àãï à¥§ã«ìâ â ¯® ®¡« áâ¨ 
 á
ãç¥â®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¬®¦¥áâ¢  G, ãáâ ®¢¨¬ ¥à ¢¥áâ¢®

kyk(u+ h)� yk(u)k � khk�:

� à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç ¥¬ ãá«®¢¨¥ k�(h)k� = o(khk2). �®£¤  á¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â®è¥¨¥

kyk(u+ h)� yk(u)�Dyk(u)hk = o(khk2);

®âªã¤  á«¥¤ãîâ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï «¥¬¬ë.

�§ «¥¬¬ 5 ¨ 7 á«¥¤ã¥â á¥ª¢¥æ¨ «ì ï ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâì § ¢¨á¨¬®áâ¨ äãªæ¨¨ á®áâ®ï¨ï
á¨áâ¥¬ë ®â ã¯à ¢«¥¨ï.

�¥¬¬  8. �ãªæ¨® « Jk ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ¯® �à¥è¥ ¢ «î¡®© â®çª¥ u 2 U , ¯à¨ç¥¬

J 0k(u)h =
Z



(u� pk(u))h dx 8u 2 L2;

£¤¥ pk(u) | à¥è¥¨¥ ®¤®à®¤®© § ¤ ç¨ �¨à¨å«¥ ¤«ï ãà ¢¥¨ï

��pk(u) + gky(yk(u))pk(u) = �yk(u)��z:

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢®

J 0k(u)h =
Z



[�z ��yk(u)]Dyk(u)h dx + 

Z



uh dx 8u 2 L2;

®âªã¤  ¢ á¨«ã ä®à¬ã«ë �à¨  ¨ á®®â®è¥¨ï (8) á«¥¤ãîâ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï «¥¬¬ë.
�§ «¥¬¬ 6 ¨ 8 á«¥¤ã¥â, çâ® ¨§ãç ¥¬ë© äãªæ¨® « ï¢«ï¥âáï á¥ª¢¥æ¨ «ì® ¤¨ää¥à¥æ¨àã-

¥¬ë¬. �®£¤  ¤«ï ¥£® ¬¨¨¬¨§ æ¨¨ ¬®¦® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ®¯¨á ®© à ¥¥ ¬¥â®¤¨ª®©.

�¥®à¥¬  3. �à¨ á¤¥« ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ïå à¥è¥¨¥ v0 ¯®áâ ¢«¥®© íªáâà¥¬ «ì®© § -

¤ ç¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â®è¥¨î

v0 = �(p0=); (11)

£¤¥ � ¥áâì ¯à®¥ªâ®à   ¬®¦¥áâ¢® U@,   p0 | ¯à¥¤¥« ¢ á¬ëá«¥ L2 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ fpk(v0)g.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á® â¥®à¥¬¥ 2 ¥®¡å®¤¨¬ë¬ ãá«®¢¨¥¬ ®¯â¨¬ «ì®áâ¨ ï¢«ï¥âáï ¢ -
à¨ æ¨®®¥ ¥à ¢¥áâ¢® (3) ¨«¨ á¢ï§ ®¥ á ¨¬ á®®â®è¥¨¥ (4). � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á «¥¬¬®© 8
¯®á«¥¤¥¥ ãá«®¢¨¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤

lim
k!1

Z



(v0 � pk(v0))(v0 � v)dx � 0 8v 2 U@ : (12)

�®   «®£¨¨ á ¥à ¢¥áâ¢®¬ (10) ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï ®æ¥ª  kpk(v0)k � k�y(vk)��zk�. �®«ì§ãïáì
«¥¬¬®© 5, ãáâ ®¢¨¬ ®£à ¨ç¥®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ fyk(v0)g ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ H1

0
. �®£¤  ¨§

¯®á«¥¤¥£® ¥à ¢¥áâ¢  á«¥¤ã¥â ®£à ¨ç¥®áâì ¢ â®¬ ¦¥ ª« áá¥ ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ fpk(v0)g.
�®á«¥ ¢ë¤¥«¥¨ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ pk(v0) ! p0 á« ¡® ¢ H1

0
¨ (¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë �¥««¨å {

�®¤à è®¢ ) á¨«ì® ¢ L2. � à¥§ã«ìâ â¥ ãá«®¢¨¥ (12) ¤ ¥â ¢ à¨ æ¨®®¥ ¥à ¢¥áâ¢®Z



(v0 � p0)(v0 � v)dx � 0 8v 2 U:

�âáî¤  ¢ á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯à®¥ªâ®à    ¢ë¯ãª«®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà áâ¢ 
á«¥¤ã¥â à ¢¥áâ¢® (11).
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�¥®¡å®¤¨¬®¥ ãá«®¢¨¥ ®¯â¨¬ «ì®áâ¨ (11) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© á¯¥æ¨ä¨ç¥áª®¥ ãà ¢¥¨¥ ®â-
®á¨â¥«ì® ¨áª®¬®£® ã¯à ¢«¥¨ï. � ¤ ç  íâ  ¢¥áì¬  ¥ ¯à®áâ ï, çâ® å à ªâ¥à® ¤«ï ãá«®¢¨©
®¯â¨¬ «ì®áâ¨, á¢ï§ ëå á «î¡ë¬¨ ¥«¨¥©ë¬¨ ¡¥áª®¥ç®¬¥àë¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨ ( ¯à., [12]{
[16]). �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ¯®«ãç¥ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¯à¥¤®áâ ¢«ïîâ ¢®§¬®¦®áâì ¯à ªâ¨ç¥áª®£®  å®-
¦¤¥¨ï ¯à¨¡«¨¦¥®£® à¥è¥¨ï § ¤ ç¨. � áá¬®âà¨¬ á®®â®è¥¨¥

J 0k(vk)(v � vk) � 0 8v 2 U@ ; (13)

ª®â®à®¥ ¬®¦® ¯®¨¬ âì ª ª ¯à¨¡«¨¦¥ãî ä®à¬ã ¥®¡å®¤¨¬ëå ãá«®¢¨© ®¯â¨¬ «ì®áâ¨ (3) ¨
(4).

�¥®à¥¬  4. �á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® k = 0; 1; : : : à¥è¥¨¥ vk ¢ à¨ æ¨®®£® ¥à ¢¥áâ¢  (13) ¬¨-
¨¬¨§¨àã¥â äãªæ¨® « Jk   ¬®¦¥áâ¢¥ U@ , â® J(vk)! J(v0) ¯à¨ k !1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®«ì§ãïáì â¥®à¥¬®© 1.4 ([6], á. 18) á ãç¥â®¬ «¥¬¬ë 8, ãáâ ®¢¨¬, çâ® á®-
®â®è¥¨¥ (13) ¥áâì ¥®¡å®¤¨¬®¥ ãá«®¢¨¥ â®£®, çâ® ã¯à ¢«¥¨¥ vk ¬¨¨¬¨§¨àã¥â äãªæ¨® «
Jk   ¬®¦¥áâ¢¥ U@ . �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¬¨¨¬ã¬  ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï â ª ¦¥, ª ª
¨ ¢ «¥¬¬¥ 4. �ç¨âë¢ ï ®ç¥¢¨¤®¥ ¥à ¢¥áâ¢® Jk(vk) � Jk(v0), ãáâ ®¢¨¬ á®®â®è¥¨¥

Jk(vk)� J(v0) � Jk(v0)� J(v0) � sup
u2U

jJk(u)� J(u)j:

� «®£¨ç® ¨§ ¥à ¢¥áâ¢  J(v0) � J(vk) á«¥¤ã¥â

J(v0)� Jk(vk) � J(vk)� Jk(vk) � sup
u2U

jJk(u)� J(u)j:

� à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç ¥¬ ®æ¥ªã

jJk(vk)� J(v0)j � sup
u2U

jJk(u)� J(u)j:

�âáî¤  ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 6 á«¥¤ã¥â Jk(vk)! J(v0). �¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â®è¥¨¥

jJ(vk)� J(v0)j � jJ(vk)� Jk(vk)j+ jJk(vk)� J(v)j � sup
u2U

jJk(u)� J(u)j+ jJk(vk)� J(v0)j:

�®«ì§ãïáì ¯à¥¤è¥áâ¢ãîé¨¬ à¥§ã«ìâ â®¬ ¨ «¥¬¬®© 4, ãáâ ®¢¨¬ ¦¥« ¥¬ãî áå®¤¨¬®áâì.

� ¢ à¨ æ¨®®¬ ¥à ¢¥áâ¢¥ (13) ¯à®¨§¢®¤ãî äãªæ¨® «  ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì á ¯®¬®éìî
«¥¬¬ë 8.

�¥¬¬  9. �ãªæ¨ï vk, ¬¨¨¬¨§¨àãîé ï äãªæ¨® « Jk   ¬®¦¥áâ¢¥ U@, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
¯® ä®à¬ã«¥

vk = �(pk=); (14)

£¤¥ pk | à¥è¥¨¥ ®¤®à®¤®© § ¤ ç¨ �¨à¨å«¥ ¤«ï ãà ¢¥¨ï

��pk + gky(yk(vk))pk = �yk(vk)��z:

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥®¡å®¤¨¬®¥ ãá«®¢¨¥ ®¯â¨¬ «ì®áâ¨ (13) ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 8 § ¯¨áë¢ ¥âáï ¢
¢¨¤¥ Z




(vk � pk)(u� vk)dx � 0 8u 2 U@ ;

®âªã¤  ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â ä®à¬ã«  (14). �

�®£« á® «¥¬¬¥ 9 ¤«ï  å®¦¤¥¨ïäãªæ¨¨ vk á ç «  à¥è ¥âáï ®¤®à®¤ ï § ¤ ç  �¨à¨å«¥
¤«ï á¨áâ¥¬ë ¥«¨¥©ëå í««¨¯â¨ç¥áª¨å ãà ¢¥¨©(

��yk + gk(yk) = �(pk=) + f;

��pk + gky(yk)pk = �yk ��z:
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�®á«¥ íâ®£® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï äãªæ¨ï vk ¯® ä®à¬ã«¥ (14). � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á â¥®à¥¬®© 4 ¯à¨ ¤®-
áâ â®ç® ¡®«ìè¨å ®¬¥à å k § ç¥¨¥ äãªæ¨® «  J   íâ®¬ ã¯à ¢«¥¨¨ ¡ã¤¥â á § ¤ ®©
â®ç®áâìî ¡«¨§ª® ª ¥£® ¬¨¨¬ã¬ã   ¬®¦¥áâ¢¥ U@ . �¥®à¥¬  4 ¨ «¥¬¬  9 ®¯à¥¤¥«ïîâ á«¥¤ãî-
é¨© ¬¥â®¤  å®¦¤¥¨ï ¯à¨¡«¨¦¥®£® à¥è¥¨ï ¨áå®¤®© íªáâà¥¬ «ì®© § ¤ ç¨. �®ïâ®, çâ®
á®®â®è¥¨ï (13) ¨ (14) ¤ îâ «¨èì ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï ®¯â¨¬ «ì®áâ¨, ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ç¥£® ¬ë ¥
¬®¦¥¬ £ à â¨à®¢ âì, çâ® «î¡®¥ ¨å à¥è¥¨¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãâ¢¥à¦¤¥¨ï¬ â¥®à¥¬ë 4. �¤ ª®
®âáãâáâ¢¨¥ ¤®áâ â®ç®áâ¨ ãá«®¢¨© ®¯â¨¬ «ì®áâ¨, ª ª ¯à ¢¨«®, à¥ «¨§ã¥âáï ¤«ï ¥«¨¥©ëå
§ ¤ ç ®¯â¨¬ «ì®£® ã¯à ¢«¥¨ï ¤ ¦¥ ¢ ãá«®¢¨ïå £« ¤ª®áâ¨ (¢ ç áâ®áâ¨, [6], [9]{[13]). � -
«®£¨ç ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï ¥£« ¤ª®£® ®¯¥à â®à  ¢ ãà ¢¥¨¨ á®áâ®ï¨ï ã¯à ¢«ï¥¬®© á¨áâ¥¬ë
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìî £« ¤ª¨å ®¯¥à â®à®¢, ® ¡¥§ ¢¢¥¤¥¨ï ¯®ïâ¨ï á¥ª¢¥æ¨ «ì®£® ¤¨ää¥-
à¥æ¨à®¢ ¨ï ¯à®¢®¤¨« áì ¢ [16], [17].

3. �¥ª¢¥æ¨ «ì®¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ à¥è¥¨ï ®¯¥à â®à®£® ãà ¢¥¨ï

�®à¬ «¨§ã¥¬ ¯®«ãç¥ë¥ ¢ëè¥ à¥§ã«ìâ âë. � áá¬ âà¨¢ îâáï «¨¥©ë¥ ®à¬¨à®¢ ë¥
¯à®áâà áâ¢  V , Y , Z ¨ ¥¯à¥àë¢ë© ®¯¥à â®à A : Y ! Z, «¨¥©ë© ¥¯à¥àë¢ë© ®¯¥à -
â®à B : V ! Z ¨ äãªæ¨ï f 2 Z. �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â  v ¨§ V áãé¥áâ¢ã¥â
¥¤¨áâ¢¥ë© í«¥¬¥â y(v) 2 Y â ª®©, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

Ay(v) = Bv + f: (15)

� ç áâ®áâ¨, ¯®« £ ï V = L2, Y = H1

0
, Z = H�1; Ay = ��y+g(v) ¨ ¢ë¡¨à ï ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®¯¥à â®à 

B ¢«®¦¥¨¥ ¯à®áâà áâ¢  L2 ¢ H�1, ¯à¨¢¥¤¥¬ ãà ¢¥¨¥ (15) ª ®¤®à®¤®© § ¤ ç¥ �¨à¨å«¥ ¤«ï
ãà ¢¥¨ï (5).

� áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¥¯à¥àë¢® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à®¢ Ak : Y!Z,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î Aky ! Ay ¢ Z à ¢®¬¥à® ¯® y 2 Y ¨ â ª¨å, çâ® ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥â 
v ¨§ V áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ë© í«¥¬¥â yk(v) 2 Y â ª®©, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥áâ¢®

Akyk(v) = Bv + f: (16)

� ç áâ®áâ¨, ®¤®à®¤ ï § ¤ ç  �¨à¨å«¥ ¤«ï ãà ¢¥¨ï (7) ¯à¨¢®¤¨âáï ª ¢¨¤ã (16) ¤«ï

Aky = ��y + gk(y):

�¥¬¬  10. �á«¨ ¤«ï ¥ª®â®à®£® § ç¥¨ï u 2 V ¯à®¨§¢®¤ ï A0k(y(u)) ®¯¥à â®à  Ak ¢ â®ç-

ª¥ y(u) ®¡« ¤ ¥â ¥¯à¥àë¢ë¬ ®¡à âë¬ ®¯¥à â®à®¬, â® ®â®¡à ¦¥¨¥ v ! yk(v) ¢ â®çª¥ u
¨¬¥¥â ¯à®¨§¢®¤ãî �à¥è¥ Dyk(u), ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî à ¢¥áâ¢ã

h�;Dyk(u)hi = hpk�(u); Bhi 8h 2 V; � 2 Y 0; (17)

£¤¥ h�; ai | § ç¥¨¥ «¨¥©®£® ¥¯à¥àë¢®£® äãªæ¨® «  � ¢ â®çª¥ a,   pk�(u) | à¥è¥¨¥

á®¯àï¦¥®£® ãà ¢¥¨ï

A0k(y(u))
�pk�(u) = �: (18)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¨ ¢ë¯®«¥¨¨ ãá«®¢¨© «¥¬¬ë, ãç¨âë¢ ï á¢ï§ì ¬¥¦¤ã á®¯àï¦¥ë¬¨
ãà ¢¥¨ï¬¨ ([5], á. 459, â¥®à¥¬  2), ãáâ ®¢¨¬, çâ® ãà ¢¥¨¥ (18) ¤«ï «î¡®£® � 2 Y 0 ¨¬¥¥â
¥¤¨áâ¢¥®¥ à¥è¥¨¥ pk�(u) 2 Z 0. �¥¬ á ¬ë¬ ¯à ¢ ï ç áâì à ¢¥áâ¢  (17) ¨¬¥¥â á¬ëá«. �®ª -
¦¥¬, çâ® ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© íâ¨¬ á®®â®è¥¨¥¬ «¨¥©ë© ¥¯à¥àë¢ë© ®¯¥à â®à Dyk(u) : V ! Y
¤¥©áâ¢¨â¥«ì® ï¢«ï¥âáï ¯à®¨§¢®¤®© �à¥è¥ ®¯¥à â®à  yk(�) : V ! Y ¢ â®çª¥ u.

�®£« á® â¥®à¥¬¥ ®¡ ®¡à â®© äãªæ¨¨ ([18], á. 40) ¯à¨ ¢ë¯®«¥¨¨ ãá«®¢¨© «¥¬¬ë ®¡à âë©
®¯¥à â®à (Ak)�1 ¢ â®çª¥ Bu+ f ¨¬¥¥â ¯à®¨§¢®¤ãî �à¥è¥

[(Ak)�1]0(Bu+ f) = [A0k(yk(u))]
�1:

�âáî¤  á«¥¤ã¥â á®®â®è¥¨¥

h�; f[(Ak)
�1]0(Bu+ f)gBhi = h�; [A0k(y(u))]

�1Bhi 8h 2 V; � 2 Y 0: (19)
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� á¨«ã à ¢¥áâ¢  yk(u) = (Ak)�1(Bu + f) «¥¢ë¥ ç áâ¨ ãá«®¢¨© (17) ¨ (19) á®¢¯ ¤ îâ. �ç¨âë-
¢ ï, çâ® ®¯¥à â®à, á®¯àï¦¥ë© ª ®¡à â®¬ã, à ¢¥ ®¡à â®¬ã ®¯¥à â®àã ª á®¯àï¦¥®¬ã ([5],
á. 459), ãáâ ®¢¨¬ á®¢¯ ¤¥¨¥ ¨ ¯à ¢ëå ç áâ¥© ãª § ëå á®®â®è¥¨©.

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ ¤®ª § ®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ï¢«ï¥âáï «¥¬¬  7. �áâ ®¢¨¬ ®¡-
®¡é¥¨¥ «¥¬¬ë 5   ¨§ãç ¥¬®¥ ®¯¥à â®à®¥ ãà ¢¥¨¥.

�¥¬¬  11. �á«¨ ®¡à âë© ®¯¥à â®à A�1 ¥¯à¥àë¢¥, â® ¯à¨ k !1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® áå®¤¨-

¬®áâì yk(v)! y(v) ¢ Y à ¢®¬¥à® ¯® v 2 V .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢®

Akyk(v)�Ayk(v) = Ay(v)�Ayk(v):

�âáî¤  á«¥¤ã¥â ®æ¥ª 

kAyk(v)�Ay(v)k = kAkyk(v) �Ayk(v)k � sup
y2Y

kAky �Ayk:

�ç¨âë¢ ï áå®¤¨¬®áâì à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ®¯¥à â®à®¢, § ª«îç ¥¬, çâ®
Ayk(v)! Ay(v) ¢ Z à ¢®¬¥à® ¯® v 2 V . �âáî¤  ¢ á¨«ã ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ®¯¥à â®à  A�1 á«¥¤ãîâ
ãâ¢¥à¦¤¥¨ï «¥¬¬ë.

�§ «¥¬¬ 10 ¨ 11 ¢ë¢®¤¨âáï

�¥®à¥¬  5. �à¨ á¤¥« ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ïå à¥è¥¨¥ ®¯¥à â®à®£® ãà ¢¥¨ï (15) á¥ª¢¥-
æ¨ «ì® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬® ¯® ã¯à ¢«¥¨î.

�áâ ®¢«¥ë© à¥§ã«ìâ â ¬®¦® ¨â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ª ª ¥ª®â®à®¥ ®¡®¡é¥¨¥ â¥®à¥¬ë ®¡
®¡à â®© äãªæ¨¨ [18]   á«ãç © á¥ª¢¥æ¨ «ì® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ëå ®¯¥à â®à®¢. �§ â¥®à¥¬ë 5,
¢ ç áâ®áâ¨, ¢ëâ¥ª ¥â á¥ª¢¥æ¨ «ì ï ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®áâì à¥è¥¨ï ®¤®à®¤®© § ¤ ç¨ �¨à¨-
å«¥ ¤«ï ãà ¢¥¨ï (5) ¯® ã¯à ¢«¥¨î. �á«¨ áâ ¢¨âáï § ¤ ç  ¬¨¨¬¨§ æ¨¨ ¥ª®â®à®£® äãªæ¨-
® «    ¬®¦¥áâ¢¥ à¥è¥¨© ãà ¢¥¨© (15), â® (¯à¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ®£à ¨ç¥¨ïå   ¬¨¨-
¬¨§¨àã¥¬ë© äãªæ¨® «) ¤«ï à¥è¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© íªáâà¥¬ «ì®© § ¤ ç¨ ¬®¦® ¡ã¤¥â
¢®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥®à¥¬®© 2, ãáâ ®¢¨¢ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï,   «®£¨çë¥ â¥®à¥¬ ¬ 3 ¨ 4. �â ª, ¯à¨¬¥-
¥¨¥ á¥ª¢¥æ¨ «ìëå ¯à®¨§¢®¤ëå ¯®§¢®«ï¥â ¨áá«¥¤®¢ âì ¥£« ¤ª¨¥ ®¯â¨¬¨§ æ¨®ë¥ § ¤ ç¨,
¥ ¯®¤¤ îé¨¥áï   «¨§ã ¨§¢¥áâë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨.
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