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1. � ¤ ®© à ¡®â¥ ®¯¨áë¢ îâáï ®¡à â¨¬ë¥ áã¦¥¨ï ¬ ªá¨¬ «ì®£® ®â®è¥¨ï, ¯®à®¦¤¥-
®£® ¥®âà¨æ â¥«ì®© ®¯¥à â®à®© äãªæ¨¥© ¨ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬ ¢ëà ¦¥¨¥¬ ¯¥à¢®£® ¯®-
àï¤ª , ¤«ï ª®â®à®£® § ¤ ç  �®è¨ ï¢«ï¥âáï à ¢®¬¥à® ª®àà¥ªâ®©.

�â¬¥â¨¬, çâ® ®¡é¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ®â®è¥¨ï, ¯®à®¦¤¥®£® ¯ à®© «¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢,
¯à¨¢¥¤¥® ¢ [1]. � àï¤¥ à ¡®â ( ¯à., [2]{[6]) ¨§ãç «¨áì à §«¨çë¥ ¢®¯à®áë á¯¥ªâà «ì®© â¥-
®à¨¨ «¨¥©ëå ®â®è¥¨©, ¯®à®¦¤¥ëå ¥®âà¨æ â¥«ì®© ¬ âà¨ç®© äãªæ¨¥© ¨ à §«¨çë-
¬¨ ä®à¬ «ì® á ¬®á®¯àï¦¥ë¬¨ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬¨ ¢ëà ¦¥¨ï¬¨, ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, ¢ [3]{[6]
®¯¨áë¢ «¨áì à¥§®«ì¢¥âë ¨ ®¡®¡é¥ë¥ à¥§®«ì¢¥âë. � [2]{[4] ¨ ®âç áâ¨ ¢ [5] ¯à¥¤¯®« £ «®áì,
çâ® ®á®¢®¥ ¯à®áâà áâ¢® ª®¥ç®¬¥à®. � ¡¥áª®¥ç®¬¥à®¬ á«ãç ¥ á¨âã æ¨ï ãá«®¦ï¥âáï
¥ â®«ìª® â¥¬, çâ® áà¥¤¨ ®¯¥à â®àëå ª®íää¨æ¨¥â®¢ ¬®£ãâ ¡ëâì ¥®£à ¨ç¥ë¥ ®¯¥à â®àë.
�¤  ¨§ âàã¤®áâ¥©, ª®â®à ï ¢®§¨ª ¥â ¢ ¡¥áª®¥ç®¬¥à®¬ á«ãç ¥, § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ®
ï¤à® ¬ ªá¨¬ «ì®£® ®â®è¥¨ï á®¤¥à¦¨â í«¥¬¥âë, ¥ ï¢«ïîé¨¥áï äãªæ¨ï¬¨ á® § ç¥¨ï¬¨
¢ ¨áå®¤®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. � à ¡®â å [5], [6], £¤¥ ¢ ¡¥áª®¥ç®¬¥à®¬ á«ãç ¥ ®¯¨áë¢ «¨áì ®¡®¡-
é¥ë¥ à¥§®«ì¢¥âë á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ®â®è¥¨©, ¯®à®¦¤¥ëå ä®à¬ «ì® á ¬®á®¯àï¦¥ë¬
¢ëà ¦¥¨¥¬ ¨ ¥®âà¨æ â¥«ì®© ®¯¥à â®à®© äãªæ¨¥©, § à ¥¥ ¯à¥¤¯®« £ «®áì ¢ë¯®«¥ë¬
ãá«®¢¨¥, £ à â¨àãîé¥¥ ®âáãâáâ¢¨¥ â ª¨å í«¥¬¥â®¢ ¢ ï¤à¥ ¬ ªá¨¬ «ì®£® ®â®è¥¨ï.

� ¤ ®© à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ¢ëà ¦¥¨¥ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  á ¥®£à -
¨ç¥ë¬ ®¯¥à â®àë¬ ª®íää¨æ¨¥â®¬, ¯®à®¦¤ îé¥¥ à ¢®¬¥à® ª®àà¥ªâãî § ¤ çã �®è¨.
�¨ª ª¨å ãá«®¢¨©   ï¤à® ¬ ªá¨¬ «ì®£® ®â®è¥¨ï ¥  ª« ¤ë¢ ¥âáï. � â¥®à¥¬¥ 1 ®¯¨áë¢ -
îâáï â ª¨¥ áã¦¥¨ï ¬ ªá¨¬ «ì®£® ®â®è¥¨ï, ®¡à âë¥ ª ª®â®àë¬ ï¢«ïîâáï ®£à ¨ç¥ë¬¨
¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥ë¬¨ ®¯¥à â®à ¬¨. �áâ  ¢«¨¢ ¥âáï ªà¨â¥à¨© £®«®¬®àä®áâ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é¥© ®¯¥à â®à®© äãªæ¨¨. � â¥®à¥¬¥ 2 à áá¬ âà¨¢ ¥âáï á¨âã æ¨ï, ª®£¤  ®¯¥à â®àë, ï¢«ïîé¨-
¥áï ®¡à âë¬¨ ª áã¦¥¨ï¬ ¬ ªá¨¬ «ì®£® ®â®è¥¨ï, ¬®£ãâ ¡ëâì ¥®£à ¨ç¥ë¬¨.

2. �ãáâì H | á¥¯ à ¡¥«ì®¥ £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà áâ¢® á® áª «ïàë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ( � ; � )
¨ ®à¬®© k � k; A(t) | á¨«ì® ¨§¬¥à¨¬ ï   ª®¥ç®¬ ¨â¥à¢ «¥ [0; b] ®¯¥à â®à ï äãª-
æ¨ï, § ç¥¨ï¬¨ ª®â®à®© ï¢«ïîâáï ®£à ¨ç¥ë¥ á ¬®á®¯àï¦¥ë¥ ®¯¥à â®àë ¢ H â ª¨¥, çâ®
(A(t)x; x) � 0 ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å t 2 [0; b] ¨ ¢á¥å x 2 H. �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ®à¬  kA(t)k áã¬¬¨àã-
¥¬    [0; b].

�  ¬®¦¥áâ¢¥ ¥¯à¥àë¢ëå   ®âà¥§ª¥ [0; b] äãªæ¨© á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ H ¢¢¥¤¥¬ ®à¬ã

kykp =
�Z b

0

kA1p(t)y(t)kpdt
�1=p

; 1 < p <1:

�â®¦¤¥áâ¢«ïï á ã«¥¬ â¥ äãªæ¨¨ y, ¤«ï ª®â®àëå kykp = 0,   § â¥¬ ¯à®¨§¢®¤ï ¯®¯®«¥¨¥,
¯®«ãç¨¬ ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢®, ª®â®à®¥ ®¡®§ ç¨¬ B = Lp(H;A(t); 0; b). �ãáâì ey | ¥ª®â®àë©
í«¥¬¥â ¨§ B, â. ¥. ª« áá äãªæ¨©, ®â®¦¤¥áâ¢«¥ëå ¬¥¦¤ã á®¡®© ¯® ®à¬¥ k � kp. �â®¡ë ¥
ãá«®¦ïâì â¥à¬¨®«®£¨¨, ® äãªæ¨¨ y(t) ¨§ ª« áá  ey ¡ã¤¥¬ ¤ «¥¥ ç áâ® £®¢®à¨âì, çâ® y(t)
¯à¨ ¤«¥¦¨â B. �« áá äãªæ¨© á ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥¬ y ®¡®§ ç¨¬ ey.
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�ãáâì G(t) | ¬®¦¥áâ¢® í«¥¬¥â®¢ ¨§ H,   ª®â®àëå ®¯¥à â®à A(t) ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì, H(t)
| ®àâ®£® «ì®¥ ¤®¯®«¥¨¥ ¢ H ª G(t), H = H(t)�G(t), A0(t) | áã¦¥¨¥ A(t)   H(t). �¥à¥§
H�(t) (�1 < � < 1) ®¡®§ ç¨¬ £¨«ì¡¥àâ®¢ã èª «ã ¯à®áâà áâ¢, ¯®à®¦¤¥ãî ®¯¥à â®à®¬
A�1

0 (t) ([7], á. 65). �à¨ ä¨ªá¨à®¢ ®¬ t ®¯¥à â®à A�
0 (t) (� > 0) ®â®¡à ¦ ¥â ¥¯à¥àë¢® ¨ ¢§ ¨¬®

®¤®§ ç® H�(t)   H�+�(t) (� � 0), ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, H(t) = H0(t)  H�(t). �®¯àï¦¥ë© ª ¥¬ã
®¯¥à â®à bA�

0
(t) ¤¥©áâ¢ã¥â ¥¯à¥àë¢® ¨ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® ¨§ H����(t)   H��(t) ¨ ï¢«ï¥âáï

à áè¨à¥¨¥¬ A�
0 (t). �®«®¦¨¬ eA0(t) = A1��

0 (t) bA�
0 (t) (0 � � � 1). �¯¥à â®à eA0(t) ®â®¡à ¦ ¥â

¥¯à¥àë¢® ¨ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® H��(t)   H1��(t) ¨ ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥¨¥¬ A0(t). �¥à¥§ eA(t)
®¡®§ ç¨¬ ®¯¥à â®à, ®¯à¥¤¥«¥ë©   H��(t) � G(t), à ¢ë© ã«î   G(t) ¨ eA0(t)   H��(t).
�¯¥à â®à eA(t) ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥¨¥¬ A(t).

� ª ¦¥, ª ª ¢ [5], £¤¥ ¨áá«¥¤®¢  á«ãç © p = 2, ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¯à®áâà áâ¢  H�1=p(t)
¨§¬¥à¨¬ë ¯® ¯ à ¬¥âàã t ([8], á. 28), ¥á«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¨§¬¥à¨¬ëå äãªæ¨© ¢§ïâì äãªæ¨¨ ¢¨¤ eA�1

0 (t)A1=q(t)h(t), £¤¥ h(t) | ¨§¬¥à¨¬ ï äãªæ¨ï á® § ç¥¨ï¬¨ ¢ H, p�1+q�1 = 1. �à®áâà áâ¢®
B á®áâ®¨â ¨§ í«¥¬¥â®¢ (â. ¥. ª« áá®¢ äãªæ¨©) á ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï¬¨ ¢¨¤  eA�1

0 (t)A1=q(t)h(t), £¤¥

h(t) 2 Lp(H; 0; b), â. ¥.
bR
0

kh(t)kpdt <1.

�®¯àï¦¥ë¬ ª B ï¢«ï¥âáï ¯à®áâà áâ¢® B� = Lq(H;A(t); 0; b), ª®â®à®¥ ¯®«ãç ¥âáï ®â®-
¦¤¥áâ¢«¥¨¥¬ ¨ ¯®¯®«¥¨¥¬ ¯® ®à¬¥

kzkq =
�Z b

0

kA1=q(t)z(t)kqdt
�1=q

; p�1 + q�1 = 1:

�¨«¨¥© ï ä®à¬ , ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï ¤¢®©áâ¢¥®áâìî ¬¥¦¤ã B ¨ B�, ®¡®§ ç ¥âáï ( � ; � ),   ¤¥©-
áâ¢¨¥ äãªæ¨® «  eg 2 B�   í«¥¬¥â ef 2 B ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©

( ef; eg) = Z b

0

( eA(s)f(s); g(s))ds:
�â® à ¢¥áâ¢® ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© f 2 ef , g 2 eg.

�ãáâì A1 | § ¬ªãâë© «¨¥©ë© ®¯¥à â®à ¢ H, ï¢«ïîé¨©áï ¯à®¨§¢®¤ïé¨¬ ®¯¥à â®à®¬ ¯®-
«ã£àã¯¯ë ª« áá  C0. �â® ãá«®¢¨¥ à ¢®á¨«ì® â®¬ã, çâ® § ¤ ç  �®è¨ ¤«ï ãà ¢¥¨ï y0�A1y = 0
à ¢®¬¥à® ª®àà¥ªâ  ([9], á. 58). �  ¬®¦¥áâ¢¥ H+ = D(A�

1) ®¯à¥¤¥«¨¬ áª «ïà®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥-
¨¥ à ¢¥áâ¢®¬ (x1; x2)� = (A�

1x1; A
�

1x2) + (x1; x2). �à®áâà áâ¢® H+ ¬®¦® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª
¯à®áâà áâ¢® á ¯®§¨â¨¢®© ®à¬®© ®â®á¨â¥«ì® H0 = H ([7], á. 59). �®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¯à®áâà -
áâ¢® á ¥£ â¨¢®© ®à¬®© ®¡®§ ç¨¬ H�. �¯¥à â®à A�

1 ¥¯à¥àë¢® ®â®¡à ¦ ¥â H+ ¢ H. �®íâ®¬ã
á®¯àï¦¥ë© ª ¥¬ã ®¯¥à â®à bA1 ¥¯à¥àë¢® ®â®¡à ¦ ¥â H ¢ H� ¨ ï¢«ï¥âáï à áè¨à¥¨¥¬ A1.

�ãáâì U(t) | ¯®«ã£àã¯¯ , ¯®à®¦¤¥ ï ®¯¥à â®à®¬ A1. �§ à ¢¥áâ¢  U(t)x = x+
tR
0

bA1U(s)x ds

¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ¯à¨ «î¡®¬ x 2 H äãªæ¨ï U(t)x á¨«ì® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥
H�. �âáî¤  ¨ ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢, ¨§«®¦¥ëå ¢ ([9], á. 158) ® à¥è¥¨¨ ¥®¤®à®¤®£® ãà ¢¥¨ï
y0 � A1y = g(t), á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ g(t) 2 L1(H; 0; b) ¨ «î¡®£® í«¥¬¥â  x 2 H

äãªæ¨ï y(t) = U(t)x +
tR
0

U(t� s)g(s)ds  ¡á®«îâ® ¥¯à¥àë¢  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ H� ¨ ï¢«ï¥âáï

à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï y0 � bA1y = g(t).
�¯à¥¤¥«¨¬ ¬ ªá¨¬ «ì®¥ ®â®è¥¨¥, ¯®à®¦¤¥®¥ ¢ëà ¦¥¨¥¬ bl[y] = y0 � bA1y ¨ äãªæ¨¥©

A(t). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ D0 ¬®¦¥áâ¢® äãªæ¨© y(t) 2 B, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬:  ) ¯à¨
¢á¥å t äãªæ¨ï y(t) ¯à¨¨¬ ¥â § ç¥¨ï ¢ H ¨ y(t)  ¡á®«îâ® ¥¯à¥àë¢  ¢ H�   [0; b];
¡) bl[y](t) 2 H1=q(t) ¯à¨ ¯®çâ¨ ¢á¥å t ; ¢) äãªæ¨ï eA�1

0 (t)bl[y] 2 B. �®áâ ¢¨¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª ¦-
¤®¬ã ª« ááã äãªæ¨©, ®â®¦¤¥áâ¢«¥ëå ¢ B á y 2 D0, ª« áá äãªæ¨©, ®â®¦¤¥áâ¢«¥ëå ¢ B
á eA�1

0 (t)bl[y]. �â® á®®â¢¥âáâ¢¨¥, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥ ¡ã¤¥â ®¯¥à â®à®¬, â. ª. ¬®¦¥â á«ãç¨âìáï, çâ®
äãªæ¨ï y(t) ®â®¦¤¥áâ¢«¥  á ã«¥¬ ¢ B,   eA�1

0 (t)bl[y] ®â«¨ç  ®â ã«ï. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®«ãç¨¬
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¢ ¯à®áâà áâ¢¥ B «¨¥©®¥ ®â®è¥¨¥ L0, § ¬ëª ¨¥ ª®â®à®£® ®¡®§ ç¨¬ L ¨  §®¢¥¬ ¬ ªá¨-
¬ «ìë¬ ®â®è¥¨¥¬. �¨¨¬ «ì®¥ ®â®è¥¨¥ L0 ®¯à¥¤¥«¨¬ ª ª áã¦¥¨¥ L   ¬®¦¥áâ¢®
í«¥¬¥â®¢ ey 2 B, ®¡« ¤ îé¨å ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï¬¨ y 2 D0 á® á¢®©áâ¢®¬ y(0) = y(b) = 0.

�â¬¥â¨¬, çâ® â¥à¬¨®«®£¨ï, ®â®áïé ïáï ª «¨¥©ë¬ ®â®è¥¨ï¬, ¨¬¥¥âáï,  ¯à., ¢ ([7],
á. 155; [10], á. 260). � «¥¥ ã¯®àï¤®ç¥ ï ¯ à  ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ f �; � g. �®¦¥áâ¢® í«¥¬¥-
â®¢ z â ª¨å, çâ® fz; 0g 2 L, ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ kerL.

�ãáâì U(t; �) | ®¯¥à â®à ï äãªæ¨ï, ï¢«ïîé ïáï á¨«ìë¬ à¥è¥¨¥¬ ¨â¥£à «ì®£® ãà ¢-
¥¨ï

U(t; �)x = U(t)x+ �

Z t

0

U(t� s) eA(s)U(s; �)x ds (x 2 H; � 2 C) (1)

(¬¥â®¤®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìëå ¯à¨¡«¨¦¥¨© «¥£ª® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® (1) ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ à¥-
è¥¨¥). �ãªæ¨ï U(t; �)x (x 2 H) á¨«ì® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ H� ¨ ï¢«ï¥âáï
à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï bl[y] = �A(t)y á  ç «ìë¬ ãá«®¢¨¥¬ y(0) = x. �á®, çâ® U(t; 0) = U(t).
�¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢®

U(t; 0)x = U(t)x = U(t; �)x� �

Z t

0

U(t� s; �) eA(s)U(s)x ds: (2)

�ãáâì Q0 | ¬®¦¥áâ¢® í«¥¬¥â®¢ x 2 H, ¤«ï ª®â®àëå äãªæ¨ï U(t)x ®â®¦¤¥áâ¢«¥  á

ã«¥¬ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ B, â. ¥.
bR
0

kA1=p(s)U(s)xkpds = 0. �§ à ¢¥áâ¢ (1), (2) á«¥¤ã¥â, çâ® äãªæ¨ï

U(t; �)x â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  ®â®¦¤¥áâ¢«¥  á ã«¥¬ ¢ B, ª®£¤  x 2 Q0. �«ï ª®¥ç®¬¥à®£®
á«ãç ï íâ®â ä ªâ ãáâ ®¢«¥ ¢ [11].

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Q ®àâ®£® «ì®¥ ¤®¯®«¥¨¥ ¢ H ª Q0, H = Q�Q0. �¢¥¤¥¬ ¢ Q ®à¬ã

kxk� =
�Z b

0

kA1=p(s)U(s)xkpds
�1=p

� �(b)kxk; x 2 Q: (3)

�®¯®«¥¨¥ Q ¯® íâ®© ®à¬¥ ®¡®§ ç¨¬ Q1. �§ à ¢¥áâ¢ (1), (2) á«¥¤ã¥â, çâ® § ¬¥  ¢ (3) äãª-
æ¨¨ U(s)   U(s; �) ¯à¨¢®¤¨â ª â®¬ã ¦¥ ¬®¦¥áâ¢ã Q1 á íª¢¨¢ «¥â®© ®à¬®©. �ãáâì ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâì fxng ¨§ Q áå®¤¨âáï ¢ Q1 ª x0 2 Q1, ¨ eU(t; �)xn | ª« áá äãªæ¨©, ®â®¦¤¥áâ¢«¥-
ëå ¢ B á U(t; �)xn. �®£¤  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì f eU (t; �)xng äã¤ ¬¥â «ì  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ B ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì®, áå®¤¨âáï ª ¥ª®â®à®¬ã í«¥¬¥âã ¨§ B. �â®â í«¥¬¥â ®¡®§ ç¨¬ eU(t; �)x0. �â®
®¡®§ ç¥¨¥ ®¯à ¢¤ë¢ ¥âáï â¥¬, çâ® ¥á«¨ x0 2 Q, â® f eU (t; �)xng áå®¤¨âáï ¢ B ª eU(t; �)x0. �¡à â-
®, ¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì f eU(t; �)xng (xn 2 Q) áå®¤¨âáï ¢ B ª ey, â®  ©¤¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ë©
í«¥¬¥â x0 2 Q1 â ª®©, çâ® ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥áâ¢® ey = eU(t; �)x0. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¨§ (3) á«¥¤ã¥â,
çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fxng äã¤ ¬¥â «ì  ¢ Q1, ¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ x0 ¬®¦® ¢§ïâì í«¥¬¥â, ª
ª®â®à®¬ã áå®¤¨âáï fxng. �§ íâ¨å à ááã¦¤¥¨© ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® eU(t; �)x0 ¯à¨ ¤«¥¦¨â ker(L��E)
¤«ï «î¡®£® x0 2 Q1, ¨ eU(t; �)x0 6= 0 ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ B ¯à¨ x0 2 Q1, x0 6= 0.

�¥¬¬  1. �â®è¥¨¥ L á®áâ®¨â ¨§ ¬®¦¥áâ¢  â ª¨å ¯ à fey; efg 2 B� B, çâ®

ey = eU(t)x+ eF ; (4)

£¤¥ x 2 Q1, eF | ª« áá äãªæ¨©, ®â®¦¤¥áâ¢«¥ëå ¢ B á äãªæ¨¥©

F (t) =
Z t

0

U(t� s) eA(s)f(s)ds: (5)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ à ááã¦¤¥¨©, ¯à¨¢¥¤¥ëå ¯¥à¥¤ «¥¬¬®©, á«¥¤ã¥â, çâ® ¯ à 
fey; efg 2 B � B, ¤«ï ª®â®à®© ¢ë¯®«ï¥âáï (4), (5), ¯à¨ ¤«¥¦¨â L. �ãáâì â¥¯¥àì fey; efg 2 L.
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�®£¤   ©¤¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯ à feyn; efng 2 L0, áå®¤ïé ïáï ª ¯ à¥ fey; efg ¢ B�B, ¯à¨ç¥¬
äãªæ¨î yn ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥

yn(t) = U(t)xn +
Z t

0

U(t� s) eA(s)fn(s)ds; (6)

£¤¥ xn 2 Q. �§ áå®¤¨¬®áâ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ ¯ à feyn; efng ¢ B � B á«¥¤ã¥â áå®¤¨¬®áâì ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâ¨ f eU(t)xng ¢ B. �¥à¥å®¤ï ¢ (6) ª ¯à¥¤¥«ã, ¯®«ãç¨¬, çâ® ey ¤®¯ãáª ¥â ¢¨¤ (4).

� ¬¥ç ¨¥ 1. �â®è¥¨¥ L � �E á®áâ®¨â ¨§ ¬®¦¥áâ¢  ¯ à fey; efg ¢¨¤  (4), (5), £¤¥ U(t),
U(t� s) § ¬¥¥ë á®®â¢¥âáâ¢¥®   U(t; �), U(t� s; �). �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ x!eU(t; �)x ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬ ¨ ¢§ ¨¬® ®¤®§ çë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬ Q1   ker(L� �E).

� ¬¥ç ¨¥ 2. � ª ª ª ¯à¨ ª ¦¤®¬ t kU(t� s)A1=q(s)k 2 Lq(0; b), kA1=p(s)f(s)k 2 Lp(0; b),
â® ¨â¥£à « ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ (5) áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¥¯à¥àë¢¥ ¯® t.

�¥¬¬  2. �â®è¥¨¥ L0 § ¬ªãâ®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯ à feyn; efng 2 L0 áå®¤¨âáï ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ B�B
ª ¯ à¥ fey; efg. �®£« á® ®¯à¥¤¥«¥¨î L0 ¬®¦® ¢ë¡à âì â ª¨å ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© yn, fn ª« áá®¢
äãªæ¨© eyn, efn, ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«ï¥âáï à ¢¥áâ¢® (6) ¨ yn(0) = yn(b) = 0. �®£¤  ¢ (6) xn = 0

¨
bR
0

U(b� s) eA(s)fn(s)ds = 0. �¥à¥å®¤ï ª ¯à¥¤¥«ã §¤¥áì ¨ ¢ (6), ¯®«ãç¨¬, çâ® ¢ (4), (5) x = 0 ¨

bR
0

U(b� s) eA(s)f(s)ds = 0. �«¥¤®¢ â¥«ì®, y(0) = y(b) = 0, ¨ ¯ à  fey; efg 2 L0.

� ¬¥ç ¨¥ 3. �§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ®© «¥¬¬ë á«¥¤ã¥â, çâ® ®¡« áâì § ç¥¨© ®â®è¥¨ï L0

§ ¬ªãâ  ¨ L�1

0 ï¢«ï¥âáï ®£à ¨ç¥ë¬ ®¯¥à â®à®¬   á¢®¥© ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï. � «®£¨çë¥
ãâ¢¥à¦¤¥¨ï á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¤«ï ®â®è¥¨ï L0 � �E. �á«¨ ef ¯à¨ ¤«¥¦¨â ®¡« áâ¨ § ç¥¨©

®â®è¥¨ï L0 � �E, â®
bR
0

U(b� s; �) eA(s)f(s)ds = 0.

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ eQ0 ¬®¦¥áâ¢® í«¥¬¥â®¢ z 2 H, ¤«ï ª®â®àëå äãªæ¨ï U�(b � t)z ®â®-

¦¤¥áâ¢«¥  á ã«¥¬ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ B�, â. ¥.
bR
0

kA1=q(s)U�(b� s)zkqds = 0. �¥à¥å®¤ï ¢ (1) ª á®-

¯àï¦¥ë¬ ®¯¥à â®à ¬ ¨ ®áãé¥áâ¢«ïï § ¬¥ã t   b� t, ¯®«ãç¨¬ à ¢¥áâ¢®

U�(b� t; �)z = U�(b� t)z + �

Z b�t

0

U�(s; �)A(s)U�(b� t� s)z ds; (7)

¨§ ª®â®à®£® á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ z 2 eQ0, â® äãªæ¨ï U�(b � t; �)z ®â®¦¤¥áâ¢«¥  á ã«¥¬ ¢ ¯à®-
áâà áâ¢¥ B�. �¡à â®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤®ª §ë¢ ¥âáï   «®£¨ç® á ¯®¬®éìî à ¢¥áâ¢  (2).

�ãáâì eQ | ®àâ®£® «ì®¥ ¤®¯®«¥¨¥ ¢ H ª eQ0, â. ¥. H = eQ� eQ0. �¢¥¤¥¬ ¢ eQ ®à¬ã

kzk�
�
=
�Z b

0

kA1=q(s)U�(b� s)zkqds
�1=q

� �(b)kzk; z 2 eQ: (8)

�®¯®«¥¨¥ eQ ¯® íâ®© ®à¬¥ ®¡®§ ç¨¬ eQ1. �§ à ¢¥áâ¢  (7) á«¥¤ã¥â, çâ® § ¬¥  ¢ (8)
U�(b� s)   U�(b� s; �) ¯à¨¢®¤¨â ª â®¬ã ¦¥ ¬®¦¥áâ¢ã eQ1 á íª¢¨¢ «¥â®© ®à¬®©.

�ãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fzng ¨§ eQ áå®¤¨âáï ¢ eQ1 ª z0 2 eQ1 ¨ eU�(b�s; �)zn |ª« áá äãªæ¨©,
®â®¦¤¥áâ¢«¥ëå ¢ B� á U�(b� s; �)zn. �®£¤  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì f eU�(b� s; �)zng áå®¤¨âáï ¢ B�

ª ¥ª®â®à®¬ã í«¥¬¥âã, ª®â®àë© ®¡®§ ç¨¬ eU�(b� s; �)z0. �¯¥à â®à z ! eU�(b� t; �)z ï¢«ï¥âáï
¥¯à¥àë¢ë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬ eQ1 ¢ B�. �â®â ®¯¥à â®à ®¡®§ ç¨¬ V�(�). �£® ®¡« áâì § ç¥¨©
§ ¬ªãâ  ¢ B�, ¨ ï¤à® ker V�(�) = f0g. �®íâ®¬ã á®¯àï¦¥ë© ®¯¥à â®à V �

�
(�) : B�� = B! eQ�

1
�
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eQ� = eQ ¨¬¥¥â ®¡« áâì § ç¥¨©, á®¢¯ ¤ îéãî á eQ�

1
. � ©¤¥¬ ¢¨¤ V �

�
(�). �«ï «î¡ëå í«¥¬¥â®¢

z 2 eQ � eQ1 ¨ ef 2 B ¨¬¥¥¬

( ef; V�(�)z) =
Z b

0

( eA(s)f(s); U�(b� s; �)z)ds =
�Z b

0

U(b� s; �) eA(s)f(s)ds; z� = (V �

�
(�) ef; z):

�âáî¤ , ãç¨âë¢ ï, çâ® eQ ¯«®â® ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ eQ1, ¨ ®¡®§ ç ï V (�) = V �

�
(�), ¯®«ãç¨¬

V (�) ef = Z b

0

U(b� s; �) eA(s)f(s)ds:
�¯¥à â®à V (�) ¥¯à¥àë¢® ®â®¡à ¦ ¥â B   eQ�

1.
�ãáâì eL(�) | â ª®¥ á¥¬¥©áâ¢® «¨¥©ëå ®â®è¥¨©, çâ® L0 � eL(�) � L. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§

R(�) á¥¬¥©áâ¢® «¨¥©ëå ®â®è¥¨© R(�) = (eL(�)� �E)�1. �®£¤ 

(L0 � �E)�1 � R(�) � (L� �E)�1: (9)

�¥®à¥¬  1. �â®è¥¨¥ R(�) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  ï¢«ï¥âáï ®£à ¨ç¥ë¬ ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥-

«¥ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¢ B, ª®£¤  R(�) ¨¬¥¥â ¢¨¤

R(�) ef = eU(t; �)M(�)
Z b

0

U(b� s; �) eA(s)f(s)ds+ Z t

0

U(t� s; �) eA(s)f(s)ds; (10)

£¤¥ M(�) : eQ�

1 ! Q1 | ®£à ¨ç¥ë© ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥ë© ®¯¥à â®à. �¯¥à â®à ï äãªæ¨ï

R(�) £®«®¬®àä  ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ �0 ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  M(�)
£®«®¬®àä  ¢ â®© ¦¥ ®ªà¥áâ®áâ¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®à¬ã«  (10) ®¯à¥¤¥«ï¥â á¥¬¥©áâ¢® ®¯¥à â®à®¢ R(�), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å
(9) ¨ ®¡« ¤ îé¨å á¢®©áâ¢ ¬¨, ®â¬¥ç¥ë¬¨ ¢ â¥®à¥¬¥; ¯à¨ íâ®¬ £®«®¬®àä®áâì M(�) ¢«¥ç¥â
£®«®¬®àä®áâì R(�). �à¥¤¯®«®¦¨¬ â¥¯¥àì, çâ® R(�) | ®£à ¨ç¥ë© ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥ë©
®¯¥à â®à á® á¢®©áâ¢®¬ (9). �®£¤  R(�) ef | ª« áá äãªæ¨© á ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥¬ y(t; f; �) ¢¨¤ 

y(t; ef; �) = eU(t; �)c( ef ; �) + Z t

0

U(t� s; �) eA(s)f(s)ds; (11)

£¤¥ c( ef; �) 2 Q1. �ç¥¢¨¤®, c( ef; �) ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® � ¨ ef 2 B, ¯à¨-
ç¥¬ c( ef; �) «¨¥©® § ¢¨á¨â ®â ef . �®ª ¦¥¬, çâ® c( ef; �) ¥¯à¥àë¢® § ¢¨á¨â ®â ef . �ãáâì ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì®áâì f efng áå®¤¨âáï ª ã«î ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ B. �®£¤  R(�) efn ! 0 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,eU(t; �)c( efn; �)! 0 ¢ B. �âáî¤  á®£« á® § ¬¥ç ¨î 1 ¯®«ãç ¥¬ c( efn; �)! 0 ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Q1.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, c( ef; �) = C(�) ef , £¤¥ C(�) : B! Q1 | ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à.

�®ª ¦¥¬, çâ® c( ef; �) ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï í«¥¬¥â®¬

V (�) ef = Z b

0

U(b� s; �) eA(s)f(s)ds 2 eQ�

1:

�«ï íâ®£® ¯à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® V (�) ef = 0. �¡®§ ç¨¬ z(t) =
tR
0

U(t� s; �) eA(s)f(s)ds. �®£¤  ¯ à 

fez; efg 2 L0 � �E. � ª ª ª L0 � �E � eL(�)� �E, â® eU(t; �)c(f; �) ¯à¨ ¤«¥¦¨â D(eL(�)� �E) (D
| ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï),   íâ® ¢ á¨«ã ®¡à â¨¬®áâ¨ eL(�)� �E ¢®§¬®¦® «¨èì ¯à¨ c( ef; �) = 0.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, C(�) ef =M(�)V (�) ef , £¤¥ M(�) : eQ�

1
! Q1 | ¢áî¤ã ®¯à¥¤¥«¥ë© ®¯¥à â®à.

�®ª ¦¥¬, çâ® M(�) ®£à ¨ç¥. �ç¨âë¢ ï, çâ® ®¡« áâì § ç¥¨© R(L0 � �E) ®â®è¥¨ï L0 �
�E § ¬ªãâ  ¢ B, ¢¢¥¤¥¬ ä ªâ®à-¯à®áâà áâ¢® B0(�) = B=R(L0 � �E) ¨ ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ �(�)
ª ®¨ç¥áª®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ B   B0(�). � ª ª ª kerC(�) � kerV (�) = R(L0 � �E), â® V0(�) =
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V (�)��1(�) ¨ C0(�) = C(�)��1(�) | ®£à ¨ç¥ë¥ ®¯¥à â®àë, ¯à¨ç¥¬ V0(�) ®â®¡à ¦ ¥â B0(�)
  eQ�

1
¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®. �¥¯¥àì ®£à ¨ç¥®áâì M(�) á«¥¤ã¥â ¨§ à ¢¥áâ¢ 

M(�) = C0(�)V �1

0
(�): (12)

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® R(�) | £®«®¬®àä ï ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ �0 äãªæ¨ï. �®£¤ 
¨§ (11) á«¥¤ã¥â £®«®¬®àä®áâì eU(t; �)C(�) ef . �§ à ¢¥áâ¢  (1), ¢ ª®â®à®¬ í«¥¬¥â x § ¬¥ï¥â-
áï   C(�) ef , ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® äãªæ¨ï eU(t; 0)C(�) ef £®«®¬®àä . � ª ª ª á®£« á® § ¬¥ç ¨î 1
®â®¡à ¦¥¨¥ x ! eU(t; 0)x ï¢«ï¥âáï ¥¯à¥àë¢ë¬ ¨ ¢§ ¨¬® ®¤®§ çë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬ Q1

  kerL ¨ ï¤à® kerL § ¬ªãâ® ¢ B, â® C(�) ef = M(�)V (�) ef | £®«®¬®àä ï äãªæ¨ï ¯à¨ «î-
¡®¬ ef 2 B. �¥¯¥àì £®«®¬®àä®áâì äãªæ¨¨ M(�) á«¥¤ã¥â ¨§ á¢®©áâ¢ ®¯¥à â®à®¢ C(�), V (�) ¨
á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬ë, ¤®ª § ®© ¢ [12].

�¥¬¬  3. �ãáâì ¯à¨ ª ¦¤®¬ ä¨ªá¨à®¢ ®¬ � ¨§ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ �0 ®£à -
¨ç¥ë¥ ®¯¥à â®àë S3(�) : B1 ! B3, S1(�) : B1 ! B2, S2(�) : B2 ! B3 á¢ï§ ë á®®â®è¥¨¥¬

S3(�) = S2(�)S1(�), ¯à¨ç¥¬ ®¡« áâì § ç¥¨© R(S1(�0)) à ¢  B2, £¤¥ B1, B2, B3 | ¡  å®¢ë

¯à®áâà áâ¢ . �®£¤  ¥á«¨ äãªæ¨¨ S1(�), S3(�) á¨«ì® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë ¢ â®çª¥ �0, â® ¢ íâ®©
â®çª¥ á¨«ì® ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬  äãªæ¨ï S2(�).

� áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì á¨âã æ¨î, ª®£¤  ®¯¥à â®àë R(�) ¬®£ãâ ¡ëâì, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¥®£à ¨-
ç¥ë¬¨.

�¥®à¥¬  2. �â®è¥¨¥ R(�) ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  R(�) ¨¬¥-
¥â ¢¨¤ (10), £¤¥ M(�) | ®¯¥à â®à, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¨§ eQ�

1 ¢ Q1. �à¨ íâ®¬ ®¯¥à â®à R(�):  ) § -
¬ªãâ, ¡) ¯«®â® ®¯à¥¤¥«¥ ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  íâ¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ®¡« ¤ ¥â

®¯¥à â®à M(�).

� ¬¥ç ¨¥ 4. � à ¢¥áâ¢¥ (10) áç¨â ¥¬, çâ® ef 2 D(R(�)) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
V (�) ef 2 D(M(�)).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®à¬ã«  (10) á ®¯¥à â®à®¬ M(�) ®¯à¥¤¥«ï¥â ®¯¥à â®à R(�) á® á¢®©áâ¢®¬
(9). �¡à â®, ¥á«¨ R(�) | ®¯¥à â®à, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© (9), â® ¢ à ¢¥áâ¢¥ (11) c( ef; �) ¥¤¨áâ¢¥-
ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ef ¨ �, â. ¥. c( ef; �) = C(�) ef , £¤¥ C(�) | ®¯¥à â®à ¨§ B ¢ eQ�

1. � ª
¦¥, ª ª ¨ ¢ëè¥, ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï, çâ® C(�) ef =M(�)V (�) ef .

�ãáâì ®¯¥à â®à M(�) § ¬ªãâ ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯ à fR(�) efn; efng áå®¤¨âáï ¢ ¯à®áâà -
áâ¢¥ B� B ª ¯ à¥ fey; efg. �§ à ¢¥áâ¢ 

R(�) efn = eU(t; �)M(�)V (�) efn +
tZ

0

U(t� s; �) eA(s)fn(s)ds (13)

á«¥¤ã¥â áå®¤¨¬®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ f eU(t; �)M(�)V (�) efng ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ B. �®£¤  § ¬¥ç -
¨¥ 1 ¢«¥ç¥â áå®¤¨¬®áâì fM(�)V (�) efng ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Q1. �âáî¤  ¨ ¨§ ®£à ¨ç¥®áâ¨ V (�),
§ ¬ªãâ®áâ¨ M(�) á«¥¤ã¥â ef 2 D(R(�)) ¨ ey = R(�) ef , â. ¥. R(�) § ¬ªãâ.

�ãáâì â¥¯¥àì ®¯¥à â®à R(�) § ¬ªãâ. � íâ®¬ á«ãç ¥ ®¯¥à â®à C(�) § ¬ªãâ. �¥©áâ¢¨â¥«ì®,
¯ãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯ à fC(�) efn; efng áå®¤¨âáï ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ Q1�B ª ¯ à¥ fx; efg. �®£¤ 
¨§ (13) á«¥¤ã¥â áå®¤¨¬®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ fR(�) efn; efng ª ¯ à¥ fR(�) ef; efg. �âáî¤  ¨ ¨§
§ ¬¥ç ¨ï 1 ¯®«ãç ¥¬, çâ® ef 2 D(C(�)) ¨ x = C(�) ef ,   íâ® ®§ ç ¥â § ¬ªãâ®áâì C(�) ¨,
á«¥¤®¢ â¥«ì®, § ¬ªãâ®áâì C0(�). �¥¯¥àì à ¢¥áâ¢® (12) ¢«¥ç¥â § ¬ªãâ®áâì M(�).

�«®â®áâì ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï D(R(�)) à ¢®á¨«ì  ¯«®â®áâ¨ D(C(�)) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®,
D(C0(�)). �à¨¬¥¥¨¥ à ¢¥áâ¢  (12) § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë.

�â¬¥â¨¬, çâ® â¥®à¥¬ë 1, 2 ä ªâ¨ç¥áª¨ ¤ îâ ®¯¨á ¨¥ á¯¥ªâà  á¥¬¥©áâ¢  ®â®è¥¨© eL(�) ¢
â¥à¬¨ å á¢®©áâ¢ á¥¬¥©áâ¢  M(�).
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