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1. �¢¥¤¥¨¥

� ¡®â ¯® ¯à®¡«¥¬ â¨ª¥ ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¬ ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨¨ (��) ¤®áâ â®ç®
¬®£®. �à ¤¨æ¨® ï ¯®áâ ®¢ª  ®¤®© ¨§ ¯à®¡«¥¬ á®áâ®¨â ¢ á«¥¤ãîé¥¬: ¥á«¨ ef(y) | äãª-
æ¨ï ®¯â¨¬ã¬  § ¤ ç¨ �� á ¢ë¤¥«¥ë¬ ¯ à ¬¥âà®¬ y, â® ª ª®¢ë ãá«®¢¨ï, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¨¥
áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¨ ¥¯à¥àë¢®áâì äãªæ¨¨ ef(y) ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ ä¨ªá¨à®¢ ®© â®çª¨ y0. �¡ëç®
ä®à¬ã«¨àãîâáï ¤®áâ â®ç® ¦¥áâª¨¥ ãá«®¢¨ï, ¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¨¥ ¢®§¬®¦®áâì á®¤¥à¦ â¥«ì®-
£®   «¨§  ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¤ ¦¥ ¢ á«ãç ¥ § ¤ ç «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï (��),  ¯à¨¬¥à,
¯à¨¬¥¨â¥«ì® ª ¢®¯à®áã ® ¥®¡å®¤¨¬®¬ ¨ ¤®áâ â®ç®¬ ãá«®¢¨¨ S-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ § ¤ ç¨ ��,
£¤¥ S | ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¢á¥© á¨áâ¥¬ë ¨áå®¤ëå ¤ ëå. �® ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¢ �� ¨ ¢ë¯ãª«®¬
¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨¨ (��) ®â¬¥â¨¬ à ¡®âë [1]{[3].

�«ï § ¤ ç¨ ��

maxf(c; x) j Ax � b; x � 0g (1)

¢ ª ç¥áâ¢¥ y ¡¥àãâ «¨¡® ¢áî á¨áâ¥¬ã ¨áå®¤ëå ¤ ëå [A; b; c], «¨¡® ¥¥ ç áâì: b, c, [A; b] ¨ â.¤. �
íâ®© á¨âã æ¨¨ £®¢®àïâ ®¡ y-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨, ¢ ç áâ®áâ¨, [A; b; c]-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨, b-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨, c-
ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¨ â. ¤. �à¨â¥à¨¨ ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ä®à¬¨àãîâáï ç¥à¥§ ª ªãî-â® á®¢®ªã¯®áâì á¢®©áâ¢
â®£® ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ , ª®â®àë© ¨§ãç ¥âáï   ¯à¥¤¬¥â ãáâ®©ç¨¢®áâ¨; â ª¨¬¨ ªà¨â¥à¨ï¬¨
¯à¥¨¬ãé¥áâ¢¥® ï¢«ïîâáï

1) ®£à ¨ç¥®áâì ¤®¯ãáâ¨¬®£® ¬®¦¥áâ¢ ;
2) ®£à ¨ç¥®áâì ®¯â¨¬ «ì®£® ¬®¦¥áâ¢ ;
3) ãáâ®©ç¨¢®áâì â®© ¨«¨ ¨®© á®¢®ªã¯®áâ¨ ¥à ¢¥áâ¢-®£à ¨ç¥¨© (â. ¥. á®åà ¥¨¥ á¢®©-

áâ¢  á®¢¬¥áâ®áâ¨ á¨áâ¥¬ë ¯à¨ § ¬¥¥ ¥à ¢¥áâ¢ �   ¥à ¢¥áâ¢  áâà®£¨¥ <).

�¤¥â¨ä¨ª æ¨ï ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ç¥à¥§ á®¢®ªã¯®áâì ¯¥à¥ç¨á«¥ëå ¯®ïâ¨© ¤®áâ â®ç . X -
à ªâ¥à¨§ æ¨ï ãáâ®©ç¨¢®áâ¨, ¥áâ¥áâ¢¥®, ¢®§¬®¦  ¨ ç¥à¥§ ¤àã£¨¥ á¨áâ¥¬ë ¯®ïâ¨©.

� ¢®¯à®áã ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¬®¦® ¯®¤®©â¨ ¡®«¥¥ è¨à®ª®. �®-¯¥à¢ëå, ¬®¦® £®¢®à¨âì ®¡ ãáâ®©-
ç¨¢®áâ¨ ¢ á¬ëá«¥ á®åà ¥¨ï ¥ª®â®à®£® ä¨ªá¨à®¢ ®£® á¢®©áâ¢  ! ¯à¨ ¬ «ëå ¢ à¨ æ¨ïå á¨-
áâ¥¬ë ¨áå®¤ëå ¤ ëå, ¢ «¨¥©®¬ á«ãç ¥ | íâ® S0 := faji; bj ; cig; ¢®-¢â®àëå, ¬®¦® £®¢®à¨âì
®¡ ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ á¢®©áâ¢  !, ¨áå®¤ï ¨§ ¢ à¨ æ¨© í«¥¬¥â®¢ ¨§ ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  S

¢á¥£® ¬ áá¨¢  ¨áå®¤ëå ¤ ëå S0. �áá«¥¤ã¥¬ë¬¨   ãáâ®©ç¨¢®áâì ®¡ê¥ªâ ¬¨ ¨¦¥ ¡ã¤ãâ
1) á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢; 2) § ¤ ç¨ «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï.
� ª ç¥áâ¢¥ ! ¡ã¤¥â á¢®©áâ¢® à §à¥è¨¬®áâ¨ ¨«¨ á¢®©áâ¢® ®£à ¨ç¥®áâ¨ | ¢ ¯¥à¢®¬ á«ãç ¥,

¨ ®£à ¨ç¥®áâ¨ ®¯â¨¬ «ì®£® ¬®¦¥áâ¢  | ¢® ¢â®à®¬. �à¨ íâ®¬, ¯®¤ç¥àª¨¢ ¥¬, à¥çì ¬®¦¥â
¨¤â¨ ®¡ S-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¯à¨ «î¡®¬ S � S0.

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ä¨ á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨©

(¯à®¥ªâë 97-01-00370, 96-15-96247, 99-01-00136).
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� á¨âã æ¨¨ â ª ®¯à¥¤¥«¥®© ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì ®¡ (S; !)-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨. �¤¥áì
¢®§¨ª ¥â àï¤ ¢®¯à®á®¢, âà¥¡ãîé¨å á¢®¨å à¥è¥¨©. �â®, ¢®-¯¥à¢ëå, ¢®¯à®á ® å à ªâ¥à¨§ æ¨¨
(S; !)-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨: ¥®¡å®¤¨¬ëå ãá«®¢¨ïå, ¤®áâ â®çëå ¨«¨ ¥®¡å®¤¨¬ëå ¨ ¤®áâ â®çëå. �®-
¢â®àëå, ¢®¯à®á ®¡ ¨¤¥â¨ä¨ª æ¨¨ ¬ ªá¨¬ «ì®£® ¬®¦¥áâ¢  S � S0, ¢ª«îç îé¥£® S ¨ á®åà ï-
îé¥£® á¢®©áâ¢® (S; !)-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨. �®ïá¨¬ íâ®   ¯à¨¬¥à¥ á¨áâ¥¬ë (aj ; x) � bj , j = 1; : : : ;m.
�ãáâì ! | á¢®©áâ¢® á®¢¬¥áâ®áâ¨,   S = fb1; : : : ; bmg. �á«¨ á¨áâ¥¬  (S; !)-ãáâ®©ç¨¢ , â® ® 
¨ (S; !)-ãáâ®©ç¨¢ , £¤¥ S = fbj ; ajig, â. ¥. ¬ ªá¨¬ «ìë¬ à áè¨à¥¨¥¬ ¨áå®¤®£® ¬®¦¥áâ¢ 
S = fbjg ï¢«ï¥âáï ¢áï á®¢®ªã¯®áâì ¨áå®¤ëå ¤ ëå ¢ë¯¨á ®© á¨áâ¥¬ë ¥à ¢¥áâ¢. �®§¬®¦-
ë ¨ ¤àã£¨¥ ¯®áâ ®¢ª¨ ¢®¯à®á®¢, ª á îé¨åáï (S; !)-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ¬®¤¥«¥© á®
á¢®¥© ¨ä®à¬ æ¨®®© á®áâ ¢«ïîé¥©.

�é¥ ®¤¨¬ ¢ ¦ë¬ ¤®¯®«¥¨¥¬ ª ®¯à¥¤¥«¥¨î (S; !)-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ï¢«ï¥âáï ¢®§¬®¦®áâì
¢§ ¨¬®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¨ä®à¬ æ¨®ëå ¯ à ¬¥âà®¢ ¨§ ¬®¦¥áâ¢  S, ¢ ç áâ®áâ¨, ¯®¢â®à¥¨ï
¥ª®â®àëå ¯ à ¬¥âà®¢ ¢ à §ëå   «¨â¨ç¥áª¨å äà £¬¥â å à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© ¬®¤¥«¨.

� áá¬®âà¨¬ ¢ ¦ë© ¤«ï  á ¯à¨¬¥à á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢, ¯®áâ -
¢«¥®© ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ § ¤ ç¥ (1),

Ax � b; x � 0; ATu � c; u � 0; (c; x) � (b; u): (2)

�¤¥áì ª ¦¤ë© ¨§ ¨ä®à¬ æ¨®ëå ¯ à ¬¥âà®¢ ¯®¢â®àï¥âáï ¤¢  à § . �áâ®©ç¨¢®áâì ®¡ê¥ªâ  á
¯®¢â®àïîé¨¬¨áï ¯ à ¬¥âà ¬¨ ¯à¥¤¯®« £ ¥â á®£« á®¢ ë¥ ¢ à¨ æ¨¨ ¯ à ¬¥âà®¢, áâ®ïé¨å ¢
à §ëå ¬¥áâ å ¬®¤¥«¨, ¢ ¤ ®¬ á«ãç ¥ á¨áâ¥¬ë (2). �ç¥â íâ®£® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢  ¤¥« ¥â ¢¯®«¥
¯®ïâ®©,  ¯à¨¬¥à, ¢§ ¨¬ãî á¢ï§ì (S; !)-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¤«ï § ¤ ç L; L� : minf(b; u) j ATu �
c; u � 0g ¨ (2),   ¨¬¥®: á¢®©áâ¢  (S; !)-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¤«ï ãª § ëå âà¥å ®¡ê¥ªâ®¢ ï¢«ïîâáï
íª¢¨¢ «¥âë¬¨ (á«¥¤ã¥â ¨§ á¢®©áâ¢ ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ ¢ ��). �à¨¢¥¤¥ë© ¯à¨¬¥à ¨â¥à¥á¥
â¥¬, çâ® ¢ ¥¬ à¥ «¨§ã¥âáï à¥¤ãªæ¨ï á¢®©áâ¢  ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ®¯â¨¬¨§ æ¨®®© § ¤ ç¨ ª   «®-
£¨ç®© ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¤«ï ¥ª®â®à®© á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢.

2. �áâ®©ç¨¢®áâì á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢
(®¯à¥¤¥«¥¨ï, ¯à¥¤¢ à¨â¥«ìë¥ á¢¥¤¥¨ï)

�ãáâì ¤   á¨áâ¥¬  «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢

Ax � b (3)

á ¨ä®à¬ æ¨®®© á®áâ ¢«ïîé¥© S0 = faji; bjg
m;n
j;i=1. �á«¨ ¥®¡å®¤¨¬®, ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì S0 = [A; b] =

[a1; : : : ; am; bT ], â. ¥. § ¯¨áë¢ âì S0 ª ª ¢¥ªâ®à; §¤¥áì fajg | áâà®ª¨ ¬ âà¨æë A. �¢®©áâ¢®¬ !

¡ã¤¥¬ áç¨â âì á¢®©áâ¢® á®¢¬¥áâ®áâ¨ á¨áâ¥¬ë, â ª çâ® à¥çì ¨¤¥â ® (S0; !)-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨.
�¯à¥¤¥«¨¬ j-ãáâ®©ç¨¢®áâì á¨áâ¥¬ë (3) ª ª á¢®©áâ¢® ¥¥ á®¢¬¥áâ®áâ¨ ¯à¨ § ¬¥¥ j-£® ¥à -

¢¥áâ¢    áâà®£®¥ ¥à ¢¥áâ¢®. �á«¨ J � f1; : : : ;mg, â® J-ãáâ®©ç¨¢®áâì ¡ã¤¥â ®§ ç âì á¢®©áâ¢®
¥¥ á®¢¬¥áâ®áâ¨ ¯à¨ § ¬¥¥ ¥áâà®£¨å ¥à ¢¥áâ¢ ¤«ï ¢á¥å j 2 J   áâà®£¨¥.

�â¬¥â¨¬ á¢®©áâ¢®: ¥á«¨ á¨áâ¥¬  (3) j-ãáâ®©ç¨¢  ¤«ï ¢á¥å j 2 J , â® ®  J-ãáâ®©ç¨¢ . �¥©áâ¢¨-
â¥«ì®, ¥á«¨ x j | ¥ª®â®à®¥ à¥è¥¨¥ á¨áâ¥¬ë (3), á¨áâ¥¬ë, ¢ ª®â®à®© j-¥ ¥à ¢¥áâ¢® § ¬¥¥®

  áâà®£®¥ ¥à ¢¥áâ¢®, â®, ¢§ï¢ «î¡ãî áâà®£® ¢ë¯ãª«ãî ª®¬¡¨ æ¨î x =
mP
j=1

�j x
j , �j > 0,

mP
j=1

�j = 1, ¯®«ãç¨¬ x, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© á¨áâ¥¬¥ (1)J | á¨áâ¥¬¥ (1), ¢ ª®â®à®© ¢á¥ ¥à ¢¥áâ¢ 

á ®¬¥à ¬¨ j 2 J § ¬¥¥ë   áâà®£¨¥ ¥à ¢¥áâ¢ .
�¥à¥ç¨á«¨¬ á¢®©áâ¢  á¨áâ¥¬ë (3), ª®â®àë¥ ¡ã¤ãâ ä¨£ãà¨à®¢ âì ¢ â¥ªáâ¥: 10: [A; b]-ãáâ®©ç¨-

¢®áâì; 20: b-ãáâ®©ç¨¢®áâì; 30: j-ãáâ®©ç¨¢®áâì ¤«ï ¢á¥å j = 1; : : : ;m; 40: f1; : : : ;mg-ãáâ®©ç¨¢®áâì.

�â¢¥à¦¤¥¨¥. �¢®©áâ¢  10{40 íª¢¨¢ «¥âë.
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�â® ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤®áâ â®ç® ¯à®áâ®¥, ¯®íâ®¬ã ¥ ¡ã¤¥¬ ¯®ïáïâì ¥£® ®¡®á®¢ ¨¥.
� á¢ï§¨ á ¨¬¯«¨ª æ¨¥© 20 ) 10 ¢®§¨ª ¥â á«¥¤ãîé¨© ¢®¯à®á: ¥á«¨ á¨áâ¥¬  (1) (S; !)-

ãáâ®©ç¨¢ , â® çâ® ¨§ á¥¡ï ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¬ ªá¨¬ «ì®¥ à áè¨à¥¨¥ ¬®¦¥áâ¢  ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ S

¤® ¬®¦¥áâ¢  S, ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢®¬ (S; !)-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨? � ª ¡ë«® ã¦¥ ®â¬¥ç¥®, ¥á«¨
S = fb1; : : : ; bmg, â® S = S0 (= faji; bjg

m;n
j;i=1).

�ëè¥ ¬ë áç¨â «¨, çâ® ¢á¥ í«¥¬¥âë ¨§ S0 ¥§ ¢¨á¨¬ë, â. ¥. áà¥¤¨ ¨å ¥â ¯ à ¬¥âà®¢, § ¢¨-
áïé¨å ®â ¤àã£¨å ¯ à ¬¥âà®¢. � á¨âã æ¨¨ â ª¨å § ¢¨á¨¬®áâ¥© âàã¤®áâì   «¨§  ãáâ®©ç¨¢®áâ¨
¥¨§¬¥à¨¬® ¢®§à áâ ¥â. � íâ¨å á«ãç ïå à §ã¬® ¨¤â¨ ¯® ¯ãâ¨ ¢ë¤¥«¥¨ï ª« áá®¢ á¨áâ¥¬ á ä¨ª-
á¨à®¢ ®© áâàãªâãà®© ¨ä®à¬ æ¨®®© á®áâ ¢«ïîé¥© ¨ ç¥âª® ®ç¥àç¥ë¬¨ á¢ï§ï¬¨ ¬¥¦¤ã
í«¥¬¥â ¬¨ íâ®© á®áâ ¢«ïîé¥©. �à¨¬¥à®¬ â ª®© á¨áâ¥¬ë ï¢«ï¥âáï á¨áâ¥¬  (2).

�¢¥¤¥¬ ®¤® ãá«®¢¨¥, ¢ ¦®¥ ¤«ï   «¨§  aji-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ á¨áâ¥¬ë (3),   ¨¬¥®: ¯ãáâì M
| ¬®¦¥áâ¢® à¥è¥¨© á¨áâ¥¬ë (3),   M� | ¬®¦¥áâ¢® ¥¥ à¥è¥¨© ¯à¨ § ¬¥¥ aji   aji + �.
�ë¯¨è¥¬ ¨¬¯«¨ª æ¨¨

M \ fx j xi > 0g 6= ; )M� \ fx j xi > 0g 6= ;;

M \ fx j xi < 0g 6= ; )M� \ fx j xi < 0g 6= ;:
(4)

�á«¨ ¯à¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «ëå j�j ¢ë¯®«ïîâáï ãá«®¢¨ï (4), â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¢ë¯®«ï¥âáï
ãá«®¢¨¥ (aji; signxi)-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨.

�¥¬¬  1. �á«¨ á¨áâ¥¬  (3) j-ãáâ®©ç¨¢ , â® ®  (aji; signxi)-ãáâ®©ç¨¢  ¤«ï ¢áïª®£® i,

¤®¯ãáª îé¥£® à¥è¥¨¥ x á¨áâ¥¬ë (3) á ª®®à¤¨ â®© xi 6= 0. �¡à â®, ¥á«¨ á¨áâ¥¬  (3)
(aji; signxi)-ãáâ®©ç¨¢  ¨ ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ x á ª®®à¤¨ â®© xi 6= 0, â® ®  j-ãáâ®©ç¨¢ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ á¨áâ¥¬  j-ãáâ®©ç¨¢ , â®, ª ª ã¦¥ ®â¬¥ç «®áì, ® 
faj1; : : : ; ajng-ãáâ®©ç¨¢ , ¯®íâ®¬ã ¯à¨ § ¬¥¥ aji   aji + � ¯à¥¦¥¥ à¥è¥¨¥ x á xi 6= 0 ¯à¨
¤®áâ â®ç® ¬ «®¬ j�j ¡ã¤¥â ®áâ ¢ âìáï à¥è¥¨¥¬ ¨ ¢¨¤®¨§¬¥¥®© á¨áâ¥¬ë, â. ¥. x 2M�. �â® ¨
¤ ¥â ¢ë¯®«¨¬®áâì ãá«®¢¨ï (2).

�¡à â®, ¯ãáâì á¨áâ¥¬  (3) (aji; signxi)-ãáâ®©ç¨¢  ¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¥¥ à¥è¥¨¥ x á ª®®à¤¨ â®©
xi 6= 0, ¯ãáâì xi > 0. �®«®¦¨¬ ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ aji = a11. � ¯¨è¥¬ á¨áâ¥¬ã

(a11 + �)x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn � b1; (aj ; x) � bj ; j = 2; : : : ;m: (5)

�® ãá«®¢¨î ¯à¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «®¬ � > 0 á¨áâ¥¬  (5) ¡ã¤¥â ®¡« ¤ âì à¥è¥¨¥¬ x � á x �
i > 0.

�®¤áâ ¢¨¢ íâ® à¥è¥¨¥ ¢ (5), ¯®«ãç¨¬ (a1; x �) � b1 � � x �
1 < 0, (aj ; x �) � bj , j = 2; : : : ;m, çâ® ¨

£®¢®à¨â ®¡ j-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ á¨áâ¥¬ë (3) ¤«ï j = 1,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ ¯à®áâ® ® j-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨.

�¥¬¬  2. �ãáâì ¬®£®£à ¨ª M á¨áâ¥¬ë Ax � b ¥ ¯ãáâ ¨ ®£à ¨ç¥. �á«¨ fAtg ! A,

fbtg ! b ¯à¨ t ! 1, Mt 6= ; 8t, â® áãé¥áâ¢ã¥â T â ª®¥, çâ® ¬®¦¥áâ¢® [
t�T

Mt ®£à ¨-

ç¥®. �à¨ íâ®¬, ¥á«¨ xt 2 Mt, â® fxtg
0

� M (§¤¥áì fxtg0 | ¬®¦¥áâ¢® ¯à¥¤¥«ìëå â®ç¥ª

®£à ¨ç¥®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ fxtg) ([4], â¥®à¥¬  8:2; [5], «¥¬¬ë 35:8 ¨ 35:9).

�¢¥¤¥¬ ãá«®¢¨¥ !i: ¬®£®£à ¨ª M ®£à ¨ç¥ ¨ ¥ á®¤¥à¦¨â ¢¥ªâ®à®¢ á ã«¥¢®© i-© ª®®à-
¤¨ â®©, â. ¥. ¯à®¥ªæ¨ï M   ª®®à¤¨ âãî ®áì xi ¥ á®¤¥à¦¨â ã«ï.

�¥¬¬  3. �ãáâì á¨áâ¥¬  (3) ®¡« ¤ ¥â à¥è¥¨¥¬ x á xi 6= 0. �®£¤  ãá«®¢¨¥ (aji; signxi)-
ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ï¢«ï¥âáï ¤®áâ â®çë¬ ¤«ï aji-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨,   ¢ á«ãç ¥ ¢ë¯®«¨¬®áâ¨ ãá«®-

¢¨ï !i ¨ ¥®¡å®¤¨¬ë¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯® «¥¬¬¥ 1 ¨§ ãá«®¢¨ï (4) ¢ëâ¥ª ¥â j-ãáâ®©ç¨¢®áâì,   ¯®-
â®¬ã ¨ faj1; : : : ; ajng-ãáâ®©ç¨¢®áâì, çâ® ¤ ¦¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ aji-ãáâ®©ç¨¢®áâì. �ãáâì â¥¯¥àì á¨áâ¥-
¬  (3) á ®£à ¨ç¥ë¬ ¬®£®£à ¨ª®¬ à¥è¥¨©M ï¢«ï¥âáï aji-ãáâ®©ç¨¢®©. �ã¦® ¤®ª § âì ¥¥
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(aji; signxi)-ãáâ®©ç¨¢®áâì. �à¥¤¯®« £ ï ¯à®â¨¢®¥, ¬®¦¥¬ ãª § âì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì �k ! 0
â ªãî, çâ® (¯à¨ aji = a11 ¤«ï ¯à®áâ®âë) á¨áâ¥¬ 

(a11 + �k)x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn � b1; (aj ; x) � bj ; j = 2; : : : ;m; (5)k

¡ã¤¥â à §à¥è¨¬  ¯à¨ «î¡®¬ k, ® ¥¥ ¢áïª®¥ à¥è¥¨¥ x k ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ª®®à¤¨ âã x k
j = 0. �á«¨

®¡®§ ç¨âì ç¥à¥§ Mk ¬®¦¥áâ¢® à¥è¥¨© á¨áâ¥¬ë (5)k, â® ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 1 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì
fx kg ¡ã¤¥â ®£à ¨ç¥®©,   ¯®â®¬ã ¬®¦® áç¨â âì fx kg ! x, çâ® ¢ á¨«ã íâ®© ¦¥ «¥¬¬ë ¤ ¥â
¢ª«îç¥¨¥ x 2M . �ç¥¢¨¤®, x1 = 0, ¥á«¨ xT = [x1; : : : ; xn]. �® íâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®¢¨î !i.

�«ï á¢®©áâ¢ á¨áâ¥¬ë (3) �) aji-ãáâ®©ç¨¢ ; �) j-ãáâ®©ç¨¢ ; ) (aji; signxi)-ãáâ®©ç¨¢  ¢ «¥¬¬ å
1 ¨ 3 à¥ «¨§®¢   áå¥¬  «®£¨ç¥áª¨å á«¥¤®¢ ¨©

� íâ®© áå¥¬¥ ¯ãªâ¨àë¥ á«¥¤®¢ ¨ï ¢ë¯®«ïîâáï ¯à¨ ãá«®¢¨¨ !i.

3. �áâ®©ç¨¢®áâì á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ (®á®¢ë¥ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨)

�®à¬ã«¨à®¢ª¨ ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ ¢ë£«ï¤ïâ ¯® à §®¬ã ¢ § ¢¨á¨-
¬®áâ¨ ®â ¥¥ § ¤ ¨ï. �ª ¦¥¬, ¯à¨ ä®à¬¥ § ¤ ¨ï ¢ ¢¨¤¥ Ax � b ãá«®¢¨¥ ¥¥ [A; b]-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨
ç¥à¥§ á¢®©áâ¢® á®¢¬¥áâ®áâ¨ á¨áâ¥¬ë Ax < b ¢¯®«¥ âà¨¢¨ «ì®. �á«¨ ¦¥ á¨áâ¥¬  á®¤¥à¦¨â ª ª
¥à ¢¥áâ¢ , â ª ¨ ãà ¢¥¨ï, â® ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¡ã¤ãâ á®¢á¥¬ ¨ë¥. �¤¥áì ä®à¬ «¨§¬ íª¢¨¢ -
«¥â®© à¥¤ãªæ¨¨ ãà ¢¥¨© ª ¥à ¢¥áâ¢ ¬ ¥íª¢¨¢ «¥â¥ ¢ å à ªâ¥à¨§ æ¨¨ ãáâ®©ç¨¢®áâ¨
(å®âï ¢ ¤àã£¨å ¢®¯à®á å ®¡é¥© â¥®à¨¨ «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï ¯à ¢®¬¥à¥ ¨ ¯®«¥§¥).
�¥à¥§ ¯¨áì «¨¥©ëå ãà ¢¥¨© ç¥à¥§ § ¬¥ã ª ¦¤®£® ¨§ ¨å, ¯ãáâì l(x) = 0, ¯ à®© ¥à -
¢¥áâ¢ l(x) � 0, �l(x) � 0 ¯à¨¢®¤¨â ª á¨áâ¥¬¥ ¥à ¢¥áâ¢ á® á¢ï§ ë¬¨ ¨ä®à¬ æ¨®ë¬¨
¯ à ¬¥âà ¬¨, çâ®, ª ª ã¦¥ ®â¬¥ç «®áì, ãá«®¦ï¥â ¤¥«® ¢ á¢ï§¨ á ¥®¡å®¤¨¬®áâìî ãç¥â  á®-
£« á®¢ ëå ¢ à¨ æ¨© ¯ à ¬¥âà®¢ ¨§ à §ëå äà £¬¥â®¢ ¯®«ãç¥®© á¨áâ¥¬ë. �á¥ áª § ®¥
®â®á¨âáï ¨ ª § ¤ ç ¬ «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï. �«ï § ¤ ç �� ¨¬¥îâáï âà¨ áâ ¤ àâëå
ä®à¬ë, § ¯¨è¥¬ ¨å ¢¬¥áâ¥ á ¤¢®©áâ¢¥ë¬¨

L1 : max(c; x)
(�)
�! L�1 : min(b; u) (6)

Ax � b ATu = c; u � 0;

L2 : max(c; x)
(�)
�! L�2 : min(b; u) (7)

Ax � b; x � 0 ATu � c; u � 0;

L3 : min(c; x)
(�)
�! L�3 : max(b; u) (8)

Ax = b; x � 0 ATu � c:

�§ ä®à¬ ®£à ¨ç¥¨© ¢ë¯¨á ëå § ¤ ç ¢¨¤®, çâ® âà¥¡ãîâ ¢¨¬ ¨ï á¨áâ¥¬ë

Ax � b; (9)

Ax � b; x � 0; (10)

Ax = b; x � 0: (11)
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�®¡ ¢¨¬ ª ¨¬

Ax = b (®¡ëç ï á¨áâ¥¬  ãà ¢¥¨©), (12)

Ax = b; Dx � d (13)

(á¬¥è  ï á¨áâ¥¬ ). �¨¦¥ ¡ã¤ãâ à áá¬®âà¥ë ãá«®¢¨ï ®£à ¨ç¥®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢ à¥è¥¨©
á¨áâ¥¬ (9){(13) ¨ ¨å ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ (¯® á¢®©áâ¢ã ! á®¢¬¥áâ®áâ¨). � ç «¥ áä®à¬ã«¨àã¥¬ ãá«®¢¨¥
®£à ¨ç¥®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢  à¥è¥¨© ¯à®¨§¢®«ì®© á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ ¨ ãà ¢¥¨©.
� íâ®¬ ®â®è¥¨¨ ¢á¥ ¢ë¯¨á ë¥ á¨áâ¥¬ë ¥ ¥áãâ ¢ á¥¡¥ ª ª®©-«¨¡® á¯¥æ¨ä¨ª¨.

�¥®à¥¬  1. �®¥ç ï á¨áâ¥¬  «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ ¨ ãà ¢¥¨© (á®¢¬¥áâ ï) ®¯à¥¤¥«ï¥â
®£à ¨ç¥®¥ ¬®¦¥áâ¢® à¥è¥¨© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¥© ®¤®à®¤-

 ï á¨áâ¥¬  ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ à¥è¥¨¥ (ã«¥¢®¥) [5].

� áâ® ¢ «¨â¥à âãà¥ ãá«®¢¨¥ ®£à ¨ç¥®áâ¨ ä®à¬ã«¨àãîâ ç¥à¥§ ¯®ïâ¨¥ ¢á¥áâ®à®¥© á¨-
áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢: á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ fajgm1 � Rn  §ë¢ ¥âáï ¢á¥áâ®à®¥©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ¢¥ª-
â®à  x 6= 0 áãé¥áâ¢ã¥â j 2 f1; : : : ;mg â ª®¥, çâ® (aj ; x) > 0. �á«®¢¨¥ ¢á¥áâ®à®®áâ¨ íª¢¨-
¢ «¥â® â®¬ã, çâ® á¨áâ¥¬  (aj ; x) � 0, j = 1; : : : ;m, ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ à¥è¥¨¥ (ã«¥¢®¥).
�á«®¢¨¥ ®£à ¨ç¥®áâ¨ ¬®£®£à ¨ª  á¨áâ¥¬ë Ax � b � (aj ; x) � bj , j = 1; : : : ;m, íª¢¨¢ -
«¥â® ¢á¥áâ®à®®áâ¨ á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ fajgm1 , â. ¥. á®¢®ªã¯®áâ¨ áâà®ª ¬ âà¨æë A ([5], x 3).
�â® ª á ¥âáï ®áâ «ìëå á¨áâ¥¬, â® ª ¦¤ãî ¨§ ¨å ¬®¦® ä®à¬ «ì® ¯¥à¥¯¨á âì ¢ ä®à¬¥ (9)
¨ áä®à¬¨à®¢ âì á¨áâ¥¬ã ¢¥ªâ®à®¢, ª®â®à ï ¨ ¤®«¦  ¡ëâì ¢á¥áâ®à®¥©. �«ï (13),  ¯à¨¬¥à,

á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© á¨áâ¥¬®© ¢¥ªâ®à®¢ ¡ã¤¥â f�aj ; dkg
m;k
j;k=1, £¤¥ Ax = b � (aj ; x) = bj , j = 1; : : : ;m,

Dx � d � (dk; x) � �k, k = 1; : : : ; k.
�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ ãá«®¢¨ï ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ á¨áâ¥¬ (9), (13). �á«®¢¨¥ ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ([A; b]-

ãáâ®©ç¨¢®áâ¨) á¨áâ¥¬ë (9) íª¢¨¢ «¥â® ¥¥ b-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨, ¨«¨, ª ª ã¦¥ ®â¬¥ç «®áì, á®¢¬¥áâ®-
áâ¨ á¨áâ¥¬ë áâà®£¨å ¥à ¢¥áâ¢ Ax < b. �«ï ¤ «ì¥©è¥£®   «¨§  ¥®¡å®¤¨¬® áä®à¬ã«¨à®¢ âì
ãá«®¢¨ï ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ãà ¢¥¨© (12).

�¥¬¬  4. �ãáâì à £ r 6= 0 á®¢¬¥áâ®© á¨áâ¥¬ë (12) ¬¥ìè¥ ç¨á«  ãà ¢¥¨©, â. ¥.

rangA < m. �®£¤  á¨áâ¥¬  ¥ ï¢«ï¥âáï b-ãáâ®©ç¨¢®© (á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥ ï¢«ï¥âáï ãáâ®©ç¨¢®©).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì r < m. �®£¤  ¢ á¨áâ¥¬¥ ¬®¦® ¢ë¤¥«¨âì ãà ¢¥¨¥, ï¢«ïîé¥¥áï
á«¥¤áâ¢¨¥¬ ®áâ «ìëå, ¯ãáâì ¨¬ ¡ã¤¥â ¯®á«¥¤¥¥ ãà ¢¥¨¥. � ¯¨è¥¬ á¨áâ¥¬ã

(aj ; x) = bj ; j = 1; : : : ;m� 1; (14)

(am; x) = bm; (15)

¢ë¤¥«¨¢ ãà ¢¥¨¥ | á«¥¤áâ¢¨¥ ¨§ ®áâ «ìëå. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®¥ ¯à¨à é¥¨¥ �bm 6= 0
¢¥«¨ç¨ë bm ¨ á®áâ ¢¨¬ á¨áâ¥¬ã

(14) _ (am; x) = bm + �bm: (16)

�â  á¨áâ¥¬  ¥á®¢¬¥áâ . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ x | à¥è¥¨¥, â® x ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á¨áâ¥¬¥ (14)
¨ ãà ¢¥¨î (15), ª ª á«¥¤áâ¢¨î á¨áâ¥¬ë (14). �® â®£¤  ¨§ (16) á«¥¤ã¥â � bm = 0. �®«ãç¨«¨
¯à®â¨¢®à¥ç¨¥. � ª ª ª ¢ à¨ æ¨¨ ¢¥ªâ®à  bm  àãè îâ á®¢¬¥áâ®áâì á¨áâ¥¬ë, â® ®  ¥ ï¢«ï¥âáï
b-ãáâ®©ç¨¢®© (á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥ ï¢«ï¥âáï ãáâ®©ç¨¢®©).

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �®¢¬¥áâ ï á¨áâ¥¬  (12) ãáâ®©ç¨¢  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  rangA = m.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã «¥¬¬ë 4 âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì â®«ìª® ¤®áâ â®ç®áâì ãá«®¢¨©, ª®â®-
à ï ¤®¢®«ì® ¯à®áâ® á«¥¤ã¥â ¨§ ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ á¢®©áâ¢  ¥¢ëà®¦¤¥®áâ¨ ¥ª®â®à®£® ¬¨®à  A0

à §¬¥à  m�m ¬ âà¨æë A, çâ® ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥â à §à¥è¨¬®áâì á¨áâ¥¬ë ¢ ¢ à¨ æ¨ïå.
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�¥®à¥¬  2. �®¢¬¥áâ ï á¨áâ¥¬  (10) ãáâ®©ç¨¢  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á®¢¬¥áâ 

á¨áâ¥¬  Ax < b, x � 0 (â®£¤  á®¢¬¥áâ  ¨ á¨áâ¥¬  Ax < b, x > 0).

�¥®à¥¬  3. �®¢¬¥áâ ï á¨áâ¥¬  (11) ãáâ®©ç¨¢  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  rangA = m

(m | ç¨á«® áâà®ª ¢ ¬ âà¨æ¥ A).

�¥®à¥¬  4. �®¢¬¥áâ ï á¨áâ¥¬  (13) ãáâ®©ç¨¢  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  rangA = m

¨ á®¢¬¥áâ  á¨áâ¥¬ 

Ax = b; Dx < d: (17)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì. �®®â®è¥¨¥ rangA = m ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤áâ¢¨ï 1. �«ï
¤®ª § â¥«ìáâ¢  á®¢¬¥áâ®áâ¨ á¨áâ¥¬ë (17) ¤®áâ â®ç® ¢§ïâì à¥è¥¨¥ x� á¨áâ¥¬ë Ax = b, Dx �
d� �d, ¢ ª®â®à®© �d < 0. �®£¤  Ax� = b, Dx� � d� �d < d, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì.

�®áâ â®ç®áâì. �ãáâì rangA = m, á¨áâ¥¬  (17) á®¢¬¥áâ  ¨ x | ¥¥ ¥ª®â®à®¥ à¥è¥¨¥.
�ã¦® ¤®ª § âì á®¢¬¥áâ®áâì á¨áâ¥¬ë ¢ ¢ à¨ æ¨ïå

A�x = b�; D�x � d� (18)

¯à¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «ëå ¢®§¬ãé¥¨ïå. �®ª ¦¥¬, çâ® ¥ª®â®àë¥ x� ¨§ ¤®áâ â®ç® ¬ «®© ®ªà¥áâ-
®áâ¨ V� â®çª¨ x ¡ã¤ãâ ã¤®¢«¥â¢®àïâì á¨áâ¥¬¥ (18). �®áª®«ìªã ¢ë¯®«¨¬®áâì á®®â®è¥¨ï
D�x � d� ¤«ï ¢á¥å x� ¨§ V� á«¥¤ã¥â ¨§ á®¢¬¥áâ®áâ¨ á¨áâ¥¬ë (18), â® ã¦® â®«ìª® ¯®ª § âì,
çâ® ¥ª®â®àë¥ ¨§ x� ¡ã¤ãâ ã¤®¢«¥â¢®àïâì ¨ á¨áâ¥¬¥ A�x = b�. �ãáâì x =

h
y

z

i
, A0y + A1z = b,

jA0j 6= 0. �á«¨ ¢ àì¨à®¢ âì í«¥¬¥âë ¬ âà¨æë A ¨ ¢¥ªâ®à  b, â® ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì jA�
0j 6= 0,

y� = (A�
0)
�1(b��A�

1 z), ¯à¨ íâ®¬ ¢¥ªâ®à x� :=
h
y�

z

i
¡ã¤¥â ¡«¨§®ª ª x, çâ® ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¢ª«îç¥¨¥

x� 2 V�. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®ª §   á®¢¬¥áâ®áâì á¨áâ¥¬ë (18) ¯à¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «ëå ¢®§¬ãé¥-
¨ïå í«¥¬¥â®¢ ¨ä®à¬ æ¨®®© á®áâ ¢«ïîé¥© á¨áâ¥¬ë (13).

4. �áâ®©ç¨¢®áâì § ¤ ç «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï

� ®á®¢¥   «¨§  ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¢ �� «¥¦ â «¥¬¬  2 ¨ á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢¥ «¥¬¬ë.

�¥¬¬  5 ([5], «¥¬¬  35.11). �á«¨ «î¡ ï ¨§ (6){(8) § ¤ ç  L à §à¥è¨¬  ¨ ¥¥ ®¯â¨¬ «ì®¥

¬®¦¥áâ¢® ArgL ®£à ¨ç¥®, â® ¯à¨ ¬ «ëå ¯à¨à é¥¨ïå �c ¢¥ªâ®à  c § ¤ ç  L�c : maxfc +
�c j Ax � bg à §à¥è¨¬ , ¯à¨ íâ®¬ ArgL � ArgL�c.

�¥¬¬  6 ([5], «¥¬¬  35.12). �á«¨ ®¯â¨¬ «ì®¥ ¬®¦¥áâ¢® fM «î¡®© ¨§ (6){(8) § ¤ ç¨ L

¥®£à ¨ç¥®, â® áãé¥áâ¢ãîâ ª ª ã£®¤® ¬ «ë¥ ¯à¨à é¥¨ï �c ¢¥ªâ®à  c â ª¨¥, çâ® optL�c =
1, â. ¥. § ¤ ç  L ¥ ï¢«ï¥âáï c-ãáâ®©ç¨¢®©.

�¨¦¥ ¡ã¤¥â ¨¤â¨ à¥çì ®¡ [A; b; c]-ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ § ¤ ç¨ ��, ¨«¨ ¯à®áâ® ®¡ ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ª ª
á¢®©áâ¢¥ á®åà ¥¨ï à §à¥è¨¬®áâ¨ ¯à¨ ¬ «ëå ¢®§¬ãé¥¨ïå ¢á¥© á¨áâ¥¬ë ¨áå®¤ëå ¤ ëå.
�«ï ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì ® § ¤ ç¥

L : max f(c; x) j Ax � b; x � 0g: (19)

�¥à¥ç¨á«¨¬ ãá«®¢¨ï:

1. á¨áâ¥¬  (2) ãáâ®©ç¨¢ ;
2. § ¤ ç  L ãáâ®©ç¨¢ ;
3. § ¤ ç  L� ãáâ®©ç¨¢ ;
4. ¬®¦¥áâ¢  ArgL ¨ ArgL� ®£à ¨ç¥ë;
5. á¨áâ¥¬ë Ax < b, x � 0 ¨ ATu > c, u � 0 á®¢¬¥áâë;
6. ¬®¦¥áâ¢® ArgL ®£à ¨ç¥® ¨ á¨áâ¥¬  Ax < b, x � 0 á®¢¬¥áâ ;
7. ¬®¦¥áâ¢® ArgL� ®£à ¨ç¥® ¨ á¨áâ¥¬  ATu > c, u � 0 á®¢¬¥áâ .

�¥®à¥¬  5. �¥à¥ç¨á«¥ë¥ ãá«®¢¨ï 1{7 íª¢¨¢ «¥âë.
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�ä®à¬ã«¨àã¥¬   «®£ íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¡¥§®â®á¨â¥«ì® ª ¢¨¤ã ¨áå®¤®© § ¤ ç¨ ��.

�¥®à¥¬  6. �ãáâì L | ¯à®¨§¢®«ì ï à §à¥è¨¬ ï § ¤ ç  «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï.

�«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥âë:

10: á¨áâ¥¬  «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ S (á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬ ), ¯®áâ ¢«¥ ï ¢ á®®â¢¥â-
áâ¢¨¥ § ¤ ç¥ L ¨ L� | ¤¢®©áâ¢¥®© ª ¥©, ãáâ®©ç¨¢ ;

20: § ¤ ç  L ãáâ®©ç¨¢ ;
30: § ¤ ç  L� ãáâ®©ç¨¢ ;
40: ¬®¦¥áâ¢  ArgL ¨ ArgL� ®£à ¨ç¥ë;
50: á¨áâ¥¬ë ®£à ¨ç¥¨© ¢ § ¤ ç å L ¨ L� ãáâ®©ç¨¢ë;
60: ¬®¦¥áâ¢® ArgL ®£à ¨ç¥® ¨ á¨áâ¥¬  ®£à ¨ç¥¨© § ¤ ç¨ L ãáâ®©ç¨¢ ;
70: ¬®¦¥áâ¢® ArgL� ®£à ¨ç¥® ¨ á¨áâ¥¬  ®£à ¨ç¥¨© § ¤ ç¨ L� ãáâ®©ç¨¢ .

�¥à¥ç¨á«¥ë¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ «¥£ª® ¯®«ãç îâáï ¨§ «¥¬¬ 2, 5 ¨ 6 ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨© ¨§ ¯. 3.

�à¨¬¥ç ¨¥. �¥®à¥¬  5 å à ªâ¥à¨§ã¥â ãáâ®©ç¨¢ãî à §à¥è¨¬®áâì § ¤ ç¨ �� ¯® ¢á¥© á¨-
áâ¥¬¥ ¨áå®¤ëå ¤ ëå, ®¤ ª® «¥£ª® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ãá«®¢¨ï ãáâ®©ç¨¢®© à §à¥è¨¬®áâ¨ ¯®
¥ª®â®àë¬ äà £¬¥â ¬ íâ®© á¨áâ¥¬ë. � ¯à¨¬¥à,

1. b-ãáâ®©ç¨¢®áâì , á®¢¬¥áâ®áâì á¨áâ¥¬ë Ax < b, x � 0;
2. c-ãáâ®©ç¨¢®áâì , á®¢¬¥áâ®áâì á¨áâ¥¬ë ATu > c, u � 0, á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ f�c; aj ;�eig

(j = 1; : : : ;m; i = 1; : : : ; n) ¢á¥áâ®à®ïï (§¤¥áì ei | ¥¤¨¨çë¥ ®àâë ¯à®áâà áâ¢  Rn);
3. [b; c]-ãáâ®©ç¨¢®áâì , [A; b; c]-ãáâ®©ç¨¢®áâì.

�¥®à¥¬  7. �ãáâì y0 = [A; b; c] ¨ ef(y) | äãªæ¨ï ®¯â¨¬ã¬  § ¤ ç¨ (19). �á«¨ § ¤ ç  L

ãáâ®©ç¨¢® à §à¥è¨¬  (â. ¥. ãáâ®©ç¨¢  ¯® á¢®©áâ¢ã à §à¥è¨¬®áâ¨) ¢ â®çª¥ y = y0, â® äãªæ¨ïef(y) ¥¯à¥àë¢  ¢ íâ®© â®çª¥.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �áâ®©ç¨¢ ï à §à¥è¨¬®áâì ®¯à¥¤¥«ï¥â ä ªâ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï äãªæ¨¨ ef(y)

¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ V â®çª¨ y0. �® â¥®à¥¬¥ 5 ãáâ®©ç¨¢®áâì § ¤ ç¨ L íª¢¨¢ «¥â  ãáâ®©-
ç¨¢®áâ¨ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© á¨áâ¥¬ë ¥à ¢¥áâ¢ (2), â. ¥. á¨áâ¥¬ë

S : Ax � b; x � 0; ATu � c; u � 0; (c; x) � (b; u):

� á¨âã æ¨¨ íâ®© á¨áâ¥¬ë ¯à¨¬¥¨¬ «¥¬¬ã 2. � ¨¬¥®, á¤¥« ¥¬ ¯¥à¥®¡®§ ç¥¨ï: N | ¬®¦¥-
áâ¢® à¥è¥¨© á¨áâ¥¬ë S, Nt | ¬®¦¥áâ¢® à¥è¥¨© íâ®© á¨áâ¥¬ë ¯à¨ § ¬¥¥ A, b ¨ c   At, bt ¨ ct
á ãá«®¢¨¥¬ yt = [At; bt; ct]! y0 (= [A; b; c; ]), á ¬ã á¨áâ¥¬ã ®¡®§ ç¨¬ St. �áâ®©ç¨¢®áâì á¨áâ¥¬ë S

¤¨ªâã¥â à §à¥è¨¬®áâì § ¤ ç Lt : maxf(ct; x) j Atx � bt; x � 0g ¨ ®£à ¨ç¥®áâì ¬®¦¥áâ¢ 
[
(t)
Nt (¯® «¥¬¬¥ 2). �¢ï§ì ¬¥¦¤ã Lt ¨ Nt â ª®¢ : Nt = ArgLt � ArgL�t . �á«¨ f[xt; ut]g ! [x; u],

xt 2 ArgLt, ut 2 ArgL�t , â® ®¯ïâì-â ª¨ ¯® «¥¬¬¥ 2 [x; u] 2 N , â. ¥. [x; u] | à¥è¥¨¥ á¨áâ¥¬ë S.
�«¥¤®¢ â¥«ì®, x 2 ArgL, u 2 ArgL�,   ¯®â®¬ã ¨¬¥¥¬ ef(yt) = (ct; xt) ! (c; x) = ef(y0), â. ¥.
¥¯à¥àë¢®áâì äãªæ¨¨ ef(�) ¢ â®çª¥ y0 = [A; b; c].

5. �áâ®©ç¨¢ ï ¥à §à¥è¨¬®áâì § ¤ ç ��

�¥à §à¥è¨¬®áâì (¥á®¢¬¥áâ®áâì) á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ ¨ ¥à §à¥è¨¬®áâì (¥á®¡-
áâ¢¥®áâì) § ¤ ç �� | íâ® ¢¯®«¥ á ¬®áâ®ïâ¥«ìë¥ ¯® § ç¨¬®áâ¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ®¡ê¥ªâë
 à ¢¥ á à §à¥è¨¬ë¬¨ [6]. � áá¬®âà¨¬ ¨å ãáâ®©ç¨¢ãî ¥à §à¥è¨¬®áâì, â. ¥. á®åà ¥¨¥ á¢®©-
áâ¢  ¥à §à¥è¨¬®áâ¨ ¯à¨ ¬ «ëå ¢®§¬ãé¥¨ïå á¨áâ¥¬ë ¨áå®¤ëå ¤ ëå. �áá«¥¤ã¥¬ á¨áâ¥¬ã
(9). �¨áâ¥¬ã (9)  §®¢¥¬ ãáâ®©ç¨¢® ¥à §à¥è¨¬®©, ¥á«¨ ¯à¨ ¬ «ëå ¢®§¬ãé¥¨ïå ¬ âà¨æë A ¨
¢¥ªâ®à  b á¨áâ¥¬  á®åà ï¥â á¢®©áâ¢® ¥à §à¥è¨¬®áâ¨. �®áª®«ìªã ¥à §à¥è¨¬ë¥ § ¤ ç¨ ��
¨¬¥îâ âà¨ à®¤  ¥à §à¥è¨¬®áâ¨, â® ¤«ï ª ¦¤®£® ¨å ¨å ¬®¦® ¢¢¥áâ¨ á¢®¥ ¯®ïâ¨¥ ãáâ®©ç¨-
¢®áâ¨, á®åà ïîé¥¥ ¯à¨ ¬ «ëå ¨§¬¥¥¨ïå ¨áå®¤®© ¨ä®à¬ æ¨¨ à®¤ à §à¥è¨¬®áâ¨.
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�â® ª á ¥âáï ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ á¨áâ¥¬ ¥à ¢¥áâ¢ ¨ § ¤ ç �� ¢ á«ãç ¥ ¨å à §à¥è¨¬®áâ¨, â® íâ¨
¢®¯à®áë ã¦¥ ¡ë«¨ à áá¬®âà¥ë ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å ¯ à £à ä å. � ç áâ®áâ¨, ãáâ®©ç¨¢®áâì á¨áâ¥-
¬ë (9) ¢ á«ãç ¥ ¥¥ á®¢¬¥áâ®áâ¨ íª¢¨¢ «¥â  à §à¥è¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë áâà®£¨å «¨¥©ëå ¥à -
¢¥áâ¢ Ax < b. �«ï á¨áâ¥¬ë (10)   «®£¨çë¬ ãá«®¢¨¥¬ ¡ã¤¥â à §à¥è¨¬®áâì á¨áâ¥¬ë Ax < b,
x � 0 (çâ® ¢«¥ç¥â à §à¥è¨¬®áâì á¨áâ¥¬ë Ax < b, x > 0).

�¥®à¥¬  8 ([5], x 38, ¯. 4). �¥á®¢¬¥áâ ï á¨áâ¥¬  (9) ãáâ®©ç¨¢® ¥á®¢¬¥áâ  â®£¤  ¨ â®«ì-
ª® â®£¤ , ª®£¤  á¨áâ¥¬  Ax � 0 ¨¬¥¥â ¥¤¨áâ¢¥®¥ à¥è¥¨¥ (ã«¥¢®¥).

�á«®¢¨ï ãáâ®©ç¨¢®© à §à¥è¨¬®áâ¨ ¨ ãáâ®©ç¨¢®© ¥à §à¥è¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ¥à -
¢¥áâ¢ ¯®§¢®«ïîâ áä®à¬ã«¨à®¢ âì ãá«®¢¨ï ãáâ®©ç¨¢®© ¥à §à¥è¨¬®áâ¨ ¤«ï § ¤ ç «¨¥©®£®
¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï, ¢ ç áâ®áâ¨, ¨ ¯® à®¤ ¬ ¥¥ ¥á®¡áâ¢¥®áâ¨.

�¥®à¥¬  9. �á«¨ L | �� �� 1-£® à®¤ , â® ®  ãáâ®©ç¨¢  ®â®á¨â¥«ì® íâ®£® á¢®©áâ¢ 
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á¨áâ¥¬  ATu � c, u � 0 ãáâ®©ç¨¢® à §à¥è¨¬  (çâ® íª¢¨¢ «¥â®
à §à¥è¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë ATu > c, u � 0),   á¨áâ¥¬  Ax � b, x � 0 ãáâ®©ç¨¢® ¥à §à¥è¨¬ 

(çâ® íª¢¨¢ «¥â® ¥¥ ¥à §à¥è¨¬®áâ¨ ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ë Ax � 0, x � 0).

�¥®à¥¬  á«¥¤ã¥â ¨§ ãá«®¢¨© ãáâ®©ç¨¢®© à §à¥è¨¬®áâ¨ ¨ ãáâ®©ç¨¢®© ¥à §à¥è¨¬®áâ¨ ¤«ï
á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ (â¥®à¥¬  8) ¨ ª« áá¨ä¨æ¨àãîé¨å á¢®©áâ¢ ¥á®¡áâ¢¥ëå § ¤ ç
��. �ª § ®¥ ®â®á¨âáï ª ä®à¬ã«¨à®¢ª ¬ ¯®á«¥¤ãîé¨å â¥®à¥¬.

�¥®à¥¬  10. �á«¨ L| �� �� 2-£® à®¤ , â® ®  ãáâ®©ç¨¢  ®â®á¨â¥«ì® íâ®£® á¢®©áâ¢ 
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á¨áâ¥¬  Ax � b, x � 0 ãáâ®©ç¨¢® á®¢¬¥áâ  (çâ® íª¢¨¢ «¥â®
á®¢¬¥áâ®áâ¨ á¨áâ¥¬ë Ax < b, x � 0),   á¨áâ¥¬  ATu � c, u � 0 ãáâ®©ç¨¢® ¥á®¢¬¥áâ  (çâ®
íª¢¨¢ «¥â® ¥á®¢¬¥áâ®áâ¨ ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ë ATu � 0, u � 0).

�¥®à¥¬  11. �á«¨ L| �� �� 3-£® à®¤ , â® ®  ãáâ®©ç¨¢  ®â®á¨â¥«ì® íâ®£® á¢®©áâ¢ 
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á¨áâ¥¬ë Ax � b, x � 0 ¨ ATu � c, u � 0 ãáâ®©ç¨¢® ¥á®¢¬¥áâë
(çâ® íª¢¨¢ «¥â® ¨å ¥á®¢¬¥áâ®áâ¨ ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ à¥è¥¨ï ª ¦¤®© ¨§ á¨áâ¥¬ Ax � 0,
x � 0 ¨ ATu � 0, u � 0).

�¥®à¥¬  12. � ¤ ç  L ãáâ®©ç¨¢® ¥à §à¥è¨¬  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  å®âï ¡ë ®¤ 

¨§ á¨áâ¥¬ Ax � b, x � 0 ¨ ATu � c, u � 0 ãáâ®©ç¨¢® ¥à §à¥è¨¬ .

6. �¥â®¤ë à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨ ¥ãáâ®©ç¨¢ëå § ¤ ç ��

�¥«ì à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨ ¥ãáâ®©ç¨¢®© § ¤ ç¨ ��

L : max f(c; x) j Ax � b; x � 0g (20)

á®áâ®¨â ¢ â ª®© ¥¥ âà áä®à¬ æ¨¨ ¢ ¥ª®â®àãî § ¤ çã P , ª®â®à ï ï¢«ï« áì ¡ë ãáâ®©ç¨¢®©, ¯à¨
íâ®¬ «¨¡® ArgP � ArgL, «¨¡® P á®¤¥à¦¨â ¯ à ¬¥âà y â ª®©, çâ® ¯à¨ y ! 0 (¯à¨ ®¯à¥¤¥«¥ëå
à¥¦¨¬ å ã¡ë¢ ¨ï) ¢¥ªâ®à x(y)! x 2 ArgL, £¤¥ x(y) 2 ArgPy.

6.1. �¥£ã«ïà¨§ æ¨ï § ¤ ç¨ L ¯® �¨å®®¢ã ([7], ¡¨¡«¨®£à ä¨ï ª¨£¨ [8]).
�¥£ã«ïà¨§ æ¨ï § ¤ ç¨ L ¯® �¨å®®¢ã á®áâ®¨â ¢ ¥¥ à¥ª®áâàãªæ¨¨ ¢¨¤ 

P� : max f(c; x) � �kxk2 j Ax � b; x � 0g; (21)

� | ¯®«®¦¨â¥«ìë© ¯ à ¬¥âà. �á«¨ § ¤ ç  (20) à §à¥è¨¬ , â® (21) ®¤®§ ç® à §à¥è¨¬ 
¯à¨ «î¡®¬ � > 0. �á«¨ x� | íâ® à¥è¥¨¥, â® x� ! x ¯à¨ � ! +0, £¤¥ x | ®à¬ «ì®¥
(â. ¥. ¬¨¨¬ «ì®¥ ¯® ®à¬¥) à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ (20). �á«¨ ª â®¬ã ¦¥ á¨áâ¥¬  Ax < b á®¢¬¥áâ ,
yt = [At; bt; ct]! [A; b; c], x�t = argmaxf(ct; x)� �kxk2 j Atx � btg, â® x�t ! x ¯à¨ t!1, �! +0.
�  á ¬®¬ ¤¥«¥ áâà¥¬«¥¨¥ ª ã«î ¯ à ¬¥âà  � ¥®¡ï§ â¥«ì®. �¯à ¢¥¤«¨¢®
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�â¢¥à¦¤¥¨¥ [9]. �à¨ ¤®áâ â®ç® ¬ «ëå � > 0

argP� = argminfkxk2 j x 2 ArgLg; (22)

¯à¨ íâ®¬ £à ¨æ¥© ¤«ï â ª¨å � ï¢«ï¥âáï ¤¢®©áâ¢¥ ï ®æ¥ª  � ¥à ¢¥áâ¢  (c; x) � optL ¢
§ ¤ ç¥

minfkxk2 j Ax � b; x � 0; (c; x) � optLg:

�§ï¢ ¯®¤å®¤ïé¥¥ ¯®«®¦¨â¥«ì®¥ �0 < j�j ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¨¢ á®¢¬¥áâ®áâì á¨áâ¥¬ë Ax < b, ¬ë
â¥¬ á ¬ë¬ ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥¬ [A; b; c]-ãáâ®©ç¨¢®áâì § ¤ ç¨ (21) ¯à¨ � = �0 ¢¬¥áâ¥ á® á¢®©áâ¢®¬ef(At; bt; ct)! ef(A; b; c) ¨ xt = argP t

�0
! x ¯à¨ t!1, £¤¥ x | ®à¬ «ì®¥ à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ L.

6.2. �¨¥© ï à¥£ã«ïà¨§ æ¨ï § ¤ ç¨ L. �¨¥©ë© â¨¯ à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨ ¡ë« ¯à¥¤«®¦¥ ¢ ([4],
£«. VIII, x 4). � á®áâ®¨â ¢ âà áä®à¬ æ¨¨ § ¤ ç¨ (20) ¢ § ¤ çã

L� : maxf(c� ��c; x) j Ax � b+ ��b; x � 0g; (23)

£¤¥ �c > 0, �b > 0 | ä¨ªá¨à®¢ ë¥ ¯à¨à é¥¨ï, � > 0.

�¥®à¥¬  13. � ¤ ç  (23) ãáâ®©ç¨¢  ¯à¨ «î¡®¬ � > 0, ¯à¨ íâ®¬ jArgL� � ArgLj ! 0 ¯à¨
� ! +0. �¤¥áì jN� �N j = sup

x2N�

inf
y2N

kx� yk | ¯®«ãå ãá¤®àä®¢  ®à¬ .

�â® ª á ¥âáï ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ § ¤ ç¨ L�, â® íâ® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ®ç¥¢¨¤®© á®¢¬¥áâ®áâ¨ á¨áâ¥¬
Ax < b+ ��b, x � 0 ¨ ATu > c� ��c, çâ® íª¢¨¢ «¥â® âà¥¡ã¥¬®© ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ (á¬. â¥®à¥¬ã 5).
�¡®á®¢ ¨¥ ¢â®à®© ç áâ¨ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ¨¬¥¥âáï ¢ ([4], £«. VIII, x 4].

6.3. �¨¥©®-¤¢®©áâ¢¥ ï à¥£ã«ïà¨§ æ¨ï ([10], xx 20{22). � ª ç¥áâ¢¥ ¨áå®¤®© § ¤ ç¨ L

¯à¨¬¥¬ § ¤ çã Ly : minf(c; x) j Ax � bg, y = [A; b; c]. �ãáâì feig
n+1
i=1 | ¥®âà¨æ â¥«ìë© ¡ §¨á

¯à®áâà áâ¢  Rn (â. ¥. á¨áâ¥¬  íâ¨å ¢¥ªâ®à®¢ ï¢«ï¥âáï ¢á¥áâ®à®¥©). � ¯¨è¥¬ § ¤ çã

L�y(t) : max
�
um+1 j t (c; ei) +

mX
j=1

uj [t (aj ; ei)� bj ] � um+1; uj � 0; j = 1; : : : ;m; i = 1; : : : ; n+ 1
�
;

§¤¥áì t | ç¨á«®¢®© ¯ à ¬¥âà.

�¥®à¥¬  14. �ãáâì fykg ! y, § ¤ ç  L à §à¥è¨¬  ¨ á¨áâ¥¬  Ax < b á®¢¬¥áâ . �á«¨

ftkg ! 1 ¨ ftkkyk�ykg ! 0, â®,  ç¨ ï á ¥ª®â®à®£® k0, ¬®¦¥áâ¢  ArgL�yk(tk) ¥ ¯ãáâë, ¯à¨
íâ®¬ optL�yk(tk)! optL; ¥á«¨ uk 2 ArgL�yk(tk), k � k0, â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fu

kg ®£à ¨ç¥ 
¨ ¥¥ ¯à¥¤¥«ìë¥ â®çª¨ ¯à¨ ¤«¥¦ â ¬®¦¥áâ¢ã ArgL�y, â. ¥. fu

kg0 � ArgL�y.

� à ¡®â¥ [10] ¨¬¥îâáï ¢ à¨ âë ¨§«®¦¥®£® ¬¥â®¤  à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨, á¨¬ îé¨¥ âà¥¡®¢ ¨¥
á®¢¬¥áâ®áâ¨ á¨áâ¥¬ë Ax < b.
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