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�¢¥¤¥¨¥. � ¤ ®© à ¡®â¥ ¤ ë å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  ¯®«¨®¬   ¨«ãçè¥£® ¯à¨-
¡«¨¦¥¨ï ¢ ®à¬¥, á¢ï§ ®© á § ¤ ç¥©  ¢¨£ æ¨¨. � áá¬®âà¨¬ äãªæ¨î f 2 Lp(Q), 1 < p <1,
£¤¥ Q � Rm | ¥ª®â®à®¥ ®£à ¨ç¥®¥ § ¬ªãâ®¥ ¬®¦¥áâ¢® á ¬¥à®©. �ãáâì ®à¬  äãªæ¨¨ f
®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

kfk� = max
t

�Z
�t

jf(x)jpdx
�1=p

; (1)

£¤¥ �t = (t+�) \Q, t 2 Rm, � � Rm.
�®âà¥¡®áâì ¨§ãç¥¨ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© äãªæ¨© ¢ ¯®¤®¡®© ®à¬¥ ¢®§¨ª ¥â ¢ á«¥¤ãîé¥©

§ ¤ ç¥. �ãáâì  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨© «¥â â¥«ìë©  ¯¯ à â ¤¢¨¦¥âáï á ¯®áâ®ïë¬ ¢¥ªâ®à®¬ áª®à®áâ¨
 ¤ à ©®®¬ Q, f = f(x), x 2 R2, | ¢ëá®â  (¨«¨ ¨ ï äãªæ¨ï, å à ªâ¥à¨§ãîé ï à ©®
Q), ¨ ¨ä®à¬ æ¨ï ® äãªæ¨¨ f åà ¨âáï ¢ ¡®àâ®¢®¬ ª®¬¯ìîâ¥à¥ ¢ ¢¨¤¥  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥£®
\¯®«¨®¬ " r(x) � f(x). � å®¤ïáì  ¤ ¥ª®â®à®© â®çª®© t 2 Q, ª®®à¤¨ âë ª®â®à®© ¨§¢¥áâë á
¯®£à¥è®áâìî,  ¯¯ à â ¨§¬¥pï¥â § ç¥¨¥ f   ¬ «®© ®¡« áâ¨ t+� = �t, � � R2, â. ¥. á¨¬ ¥â
äà £¬¥â '(x) = 't(x) = f(t+ x), x 2 �, äãªæ¨¨ f . � ¤ ç   ¢¨£ æ¨¨ (¯à¨¢ï§ª¨) ¥áâì § ¤ ç 
®¯à¥¤¥«¥¨ï ª®®à¤¨ â â®çª¨ t ¯® äãªæ¨¨ f (\¯®«¨®¬ã" r) ¨ äà £¬¥âã '. �  á¢®¤¨âáï ª
á«¥¤ãîé¥© § ¤ ç¥:

d(r; t) = inf
T
fkr(T + x)� '(x)k� : � � Qg;

£¤¥ kfk� = kf j�k á f j� =

(
f(x); x 2 �;

0; x =2 �;
  k � k | ¥ª®â®à ï ®à¬ .

�á«¨ T = T (x) 2 arg d(r; t), â® ¥¢ª«¨¤®¢® à ááâ®ï¨¥ jt� T j ¥áâì ®è¨¡ª  ¯à¨¢ï§ª¨. �è¨¡ª 
¯à¨¢ï§ª¨ ®æ¥¨¢ ¥âáï (á¬. [1], á. 659) á¢¥àåã ç¥à¥§ ¢¥«¨ç¨ã ãª«®¥¨ï ¯®«¨®¬  r ®â äãªæ¨¨
f ¢ ¬¥âà¨ª¥ (1).

� ¤ ®© à ¡®â¥ ¤ îâáï ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï    ¨«ãçè¥¥ ¯à¨¡«¨¦¥¨¥
¯®«¨®¬®¬ ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  k � k ¥áâì Lp-®à¬ .

�®áâ ®¢ª  § ¤ ç¨. �ãáâì �n ¥áâì «¨¥© ï ®¡®«®çª  n + 1 «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå äãª-
æ¨© '0; : : : ; 'n ¨§ Lp(Q). �®«¨®¬ r 2 �n,   ª®â®à®¬ ¤®áâ¨£ ¥âáï â®ç ï ¨¦ïï £à ì
min
q2�n

kf � qk� = kf � rk�,  §ë¢ ¥âáï ¯®«¨®¬®¬  ¨«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï ¤«ï äãªæ¨¨ f  

ª« áá¥ �n. �à¥¡ã¥âáï  ©â¨ å à ªâ¥à¨§ æ¨®ë¥ á¢®©áâ¢  ¯®«¨®¬   ¨«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï
¤«ï äãªæ¨¨ f .

�à¥¦¤¥ ç¥¬ ¯¥à¥©â¨ ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ®á®¢ëå ãâ¢¥à¦¤¥¨©, § ¬¥â¨¬, çâ® â. ª. �n | ª®-
¥ç®¬¥à®¥ ¯®¤¯à®áâà áâ¢®, â® ¤«ï «î¡®© äãªæ¨¨ f 2 Lp áãé¥áâ¢ã¥â ¯® ªà ©¥© ¬¥à¥ ®¤¨
¯®«¨®¬  ¨«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï. �¥£ª® ¯®ª § âì, çâ® ®à¬  k � k� ¯à¨ 1 < p < 1 ï¢«ï¥â-
áï áâà®£® ¢ë¯ãª«®©, ª ª ¬ ªá¨¬ã¬ áâà®£® ¢ë¯ãª«ëå äãªæ¨©,   § ç¨â (á¬.,  ¯à., [2], á. 19),

� ¡®â  ¯®¤¤¥à¦   �®áá¨©áª¨¬ ä®¤®¬ äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨© (¯à®¥ªâ 99-01-00460).
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¯®«¨®¬  ¨«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï ¥¤¨áâ¢¥ë©. �¡®§ ç¨¬

Q� = Q�(r) =
�
t :
�Z

�t

jf � rjpdx

�1=p
= kf � rk�

�
:

�¥®à¥¬  1. �ãáâì f(x) 2 Lp(Q), 1 < p <1. �®«¨®¬

r(x) = a0'0(x) + a1'1(x) + � � � + an'n(x)

ï¢«ï¥âáï ¯®«¨®¬®¬  ¨«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï ¤«ï f â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ

â®çª¨ ti 2 Q� ¨ ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ç¨á«  �i, i = 0; : : : ; d, d � n + 1,
dP

i=0
�i = 1, â ª¨¥, çâ®

¢ë¯®«ïîâáï à ¢¥áâ¢ 

dX
i=0

�i

�Z
�ti

'kjf � rjp�1 sign(f � r)dx
�
= 0; k = 0; : : : ; n: (2)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®«¨®¬ r 2 �n ï¢«ï¥âáï ¯®«¨®¬®¬  ¨«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï ¤«ï f
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  r ¬¨¨¬¨§¨àã¥â äãªæ¨® «

F (c0; : : : ; cn) = max
t

Ft(c0; : : : ; cn);

£¤¥

Ft(c0; : : : ; cn) =
Z
�t

jf(x)� c0'0(x)� � � � � cn'n(x)jpdx:

� ¬¥â¨¬, çâ® Ft(�),   § ç¨â, ¨ F (�) | ¢ë¯ãª«ëe äãªæ¨® «ë. � á¨«ã ¨§¢¥áâ®© â¥®à¥¬ë ®
¬¨¨¬ã¬¥ ¢ë¯ãª«®£® äãªæ¨® «  (á¬.,  ¯à., [3], á. 142) ¤«ï â®£® çâ®¡ë r ¡ë« ¯®«¨®¬®¬  ¨-
«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï ¤«ï f , ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë áã¡¤¨ää¥à¥æ¨ « äãªæ¨® « 
F (�) ¢ â®çª¥ a = (a0; : : : ; an) á®¤¥à¦ « ã«ì. �ã¡¤¨ää¥à¥æ¨ « @F (a) ¢ëà ¦ ¥âáï ä®à¬ã«®©
(á¬.,  ¯à., [3], á. 87) @F (a) = conv

S
t2Q�(r)

@Ft(a), £¤¥ @Ft(a) = (@Ft(a)=@a0; : : : ; @Ft(a)=@an). �ç¨-

âë¢ ï, çâ®

@Ft=@ai = �p

Z
�t

'ijf � rjp�1 sign(f � r)dx;

¯®«ãç ¥¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ (2). � á¨«ã â¥®à¥¬ë � à â¥®¤®à¨ (á¬.,  ¯à., [4], á. 19) ¬®¦® áç¨â âì,
çâ® d ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â n+ 1.

�á«®¢¨ï   ¯®«¨®¬  ¨«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï, ¤ ë¥ ¢ â¥®à¥¬¥ 1, ¥ã¤®¡ë ¤«ï ¯à¨¬¥¥-
¨ï   ¯à ªâ¨ª¥. �¨¦¥ ¯à¨¢®¤¨âáï â¥®à¥¬ , ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï   «®£®¬ â¥®à¥¬ë �®«¬®£®à®¢ 
® å à ªâ¥à¨§ æ¨¨ ¯®«¨®¬   ¨«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï (á¬.,  ¯à., [4], á. 13), ¨    è ¢§£«ï¤
¬®¦¥â á«ã¦¨âì ®á®¢®© ¤«ï á®§¤ ¨ï  «£®à¨â¬  ¯®áâà®¥¨ï ¯®«¨®¬   ¨«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥-
¨ï.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì f 2 Lp(Q), 1 < p <1. �«ï â®£® çâ®¡ë r 2 �n ¡ë« ¯®«¨®¬®¬  ¨«ãç-

è¥£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï ¤«ï f , ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ¥ áãé¥áâ¢®¢ «® ¯®«¨®¬  q 2 �n

â ª®£®, çâ® Z
�t

qjf � rjp�1 sign(f � r)dx < 0 8t 2 Q�(r):

�â  â¥®à¥¬  ï¢«ï¥âáï ¥¯®áà¥¤áâ¢¥ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ â¥®à¥¬ë ® ¬¨¨¬ ªá¥ (á¬. [5], á. 240).
� ª¦¥ ¥¥ «¥£ª® ¯®«ãç¨âì ¨§ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬ë, ¢ ª®â®à®© ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¥§ ¢¨á¨¬® ®â ¢¨¤ 
¬®¦¥áâ¢  Q�(r) ¤«ï â®£® çâ®¡ë ãáâ ®¢¨âì, çâ® ¯®«¨®¬ r 2 �n ï¢«ï¥âáï ¯®«¨®¬®¬  ¨«ãç-
è¥£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï ¤«ï äãªæ¨¨ f , ã¦® ¥ ¡®«¥¥ n+ 2 â®ç¥ª ¨§ Q�(r).
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�¥®à¥¬  3. �ãáâì f 2 Lp(Q), 1 < p < 1. �«ï â®£® çâ®¡ë r 2 �n ¡ë« ¯®«¨®¬®¬  ¨-

«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥¨ï ¤«ï f , ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë  è«¨áì â ª¨¥ n + 2 â®çª¨

ft0; : : : ; tn+1g � Q�(r), ¥ ®¡ï§ â¥«ì® à §«¨çë¥, çâ® ¥  ©¤¥âáï ¯®«¨®¬  q 2 �n, ¤«ï ª®â®-

à®£® Z
�ti

qjf � rjp�1 sign(f � r)dx < 0 8i = 0; : : : ; n+ 1: (3)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬, çâ® ãá«®¢¨¥ (3) ¨ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï â®£®, çâ®
¯®«¨®¬ r ï¢«ï¥âáï  ¨«ãçè¨¬, íª¢¨¢ «¥âë. �¡®§ ç¨¬ ck;i =

R
�ti

'kjf�rj
p�1 sign(f�r)dx. �à¨

t0 = t1 = � � � = tn+1 ®âáãâáâ¢¨¥ q, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® (3), ®§ ç ¥â, çâ® ck;i = 0 8k = 0; : : : ; n + 1
¨, § ç¨â, ¢ë¯®«¥® (2). �ãáâì ¥ ¢á¥ ti á®¢¯ ¤ îâ.

� ¯¨á ¢ ¢ ®¢ëå ®¡®§ ç¥¨ïå ãá«®¢¨¥ â®£®, çâ® ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¯®«¨®¬  q, ã¤®¢«¥â¢®àïî-
é¥£® ¥à ¢¥áâ¢ ¬ Z

�ti

qjf � rjp�1 sign(f � r)dx < 0; i = 1; : : : ; d;

¤«ï ¥ª®â®à®£®  âãà «ì®£® d, ¯®«ãç¨¬ ¥á®¢¬¥áâ®áâì á¨áâ¥¬ë

nX
k=0

qkck;i < 0; i = 0; : : : ; d; q =
nX

k=0

qk'k(x): (4)

� «¥¥ ¡ã¤¥¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì q ¨  ¡®à ª®íää¨æ¨¥â®¢ (q0; : : : ; qn). � ¯¨è¥¬ ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®-
áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï ¥á®¢¬¥áâ®áâ¨ á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ (4) ®â®á¨â¥«ì® qk, áä®à¬ã-
«¨à®¢ ë¥ ¢ â¥®à¥¬¥ �«¥ªá ¤à®¢ , � ì-�§¨ (á¬.,  ¯à., [6], á. 282), ãç¨âë¢ ï, çâ® á¨áâ¥¬ 
(4) ®¤®à®¤ ï:  ©¤ãâáï â ª¨¥ ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ç¨á«  �i, i = 0; : : : ; d, çâ®

dX
i=0

�i

� nX
k=0

qkck;i

�
=

nX
k=0

qk

� dX
i=0

ck;i�i

�
= 0 8q 2 Rn+1:

� á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì®áâ¨ q ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì
dP

i=0
ck;i�i = 0, k = 0; : : : ; n. �®áª®«ìªã ¢á¥ �i ¯®«®¦¨â¥«ìë,

¯®«ãç ¥¬ ãá«®¢¨¥ (2) â¥®à¥¬ë 1. �®â ä ªâ, çâ® d ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â n+ 1, ¤®ª §ë¢ ¥â â¥®à¥¬ã.

�á¯®«ì§ãï à¥§ã«ìâ âë, ¯®«ãç¥ë¥ ¢ [7], ¬®¦® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¯®¤®¡ãî â¥®à¥¬ã ¤«ï
á«ãç ï, ª®£¤  k � k ¥áâì L1-®à¬ .

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Z(f) ¬®¦¥áâ¢® ã«¥© äãªæ¨¨ f , ¡ã¤¥¬ â ª¦¥ ¯®« £ âì, çâ® äãªæ¨ï
sign(f) ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì   ¬®¦¥áâ¢¥ Z(f).

�¥®à¥¬  4. �ãáâì f 2 L1(Q). �«ï â®£® çâ®¡ë r 2 �n ¡ë« ¯®«¨®¬®¬  ¨«ãçè¥£® ¯à¨-

¡«¨¦¥¨ï ¤«ï f , ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ¤«ï «î¡®£® ¯®«¨®¬  q 2 �n ¢ë¯®«ï«®áì

á®®â®è¥¨¥

max
t2Q�(r)

�Z
�t

q sign(f � r)dx+
Z
�t\Z(f�r)

jqjdx

�
� 0:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâ â®ç® ¤®ª § âì á«¥¤ãîé¥¥ à ¢¥áâ¢® ¤«ï ¯à®¨§¢®¤®© ¯®  ¯à -
¢«¥¨î

kf � r + lqk� � kf � rk� = l max
t2Q�(r)

�Z
�t

q sign(f � r)dx+
Z
�t\Z(f�r)

jqjdx

�
+ o(l)

¯à¨ l > 0, ®âªã¤  ¡¥§ âàã¤  ¯®«ãç ¥âáï ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë. �ã¤¥¬ ¯®«ì§®¢ âìáï ¨§¢¥áâë¬
á®®â®è¥¨¥¬ ¤«ï L1 = L1(X) (á¬. [7], á. 103)

lim
l!0

1
l

�
kf + lqkL1(X) � kfkL1(X) � jlj

Z
Z(f)

jqjdx

�
=
Z
X

q sign(f)dx:
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�à¨ X = �t ¨ l > 0

kf � r + lqk� = max
t2Q�(r�lq)

Z
�t

jf � r + lqjdx =

= max
t2Q�(r�lq)[Q�(r)

�Z
�t

jf � rjdx+ l

Z
�t

q sign(f � r)dx+ l

Z
�t\Z(f�r)

jqjdx+ o(l; t)
�
�

� kf � rk� + l max
t2Q�(r�lq)[Q�(r)

�Z
�t

q sign(f � r)dx+
Z
�t\Z(f�r)

jqjdx

�
+ o(l):

�¤¥áì max
t2Q�(r�lq)[Q�(r)

jo(l; t)j § ¬¥¥®   o(l), â. ª. ¬®¦¥áâ¢® Q�(r�lq)[Q�(r) ª®¬¯ ªâ®. �®á«®¢-

® ¯®¢â®àïï ¤®ª § â¥«ìáâ¢®, ¯à¨¢¥¤¥®¥ ¢ [5], ¬®¦® ¯®ª § âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®£®
" áãé¥áâ¢ã¥â l0 > 0 â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® 0 < l < l0 ¢ë¯®«ï¥âáï á®®â®è¥¨¥

max
t2Q�(r�lq)[Q�(r)

�Z
�t

q sign(f � r)dx+
Z
�t\Z(f�r)

jqjdx

�
�

� max
t2Q�(r)

�Z
�t

q sign(f � r)dx+
Z
�t\Z(f�r)

jqjdx

�
< "

(á¬. [5], á. 234). � ¨â®£¥ ¯®«ãç¨¬ ¥à ¢¥áâ¢®

kf � r + lqk� � kf � rk� + l max
t2Q�(r)

�Z
�t

q sign(f � r)dx+
Z
�t\Z(f�r)

jqjdx

�
+ o(l):

�¥¯¥àì ®æ¥¨¬ kf � r + lqk� á ¤àã£®© áâ®à®ë:

kf � r + lqk� = max
t2Q�(r�lq)

Z
�t

jf � r + lqjdx �

� max
t2Q�(r)

�Z
�t

jf � rjdx+ l

Z
�t

q sign(f � r)dx+ l

Z
�t\Z(f�r)

jqjdx

�
� max

t2Q�(r)
jo(l; t)j �

� kf � rk� + l max
t2Q�(r)

�Z
�t

q sign(f � r)dx+
Z
�t\Z(f�r)

jqjdx

�
� o(l):

�¡ê¥¤¨ïï íâ¨ ®æ¥ª¨, ¯®«ãç¨¬ âà¥¡ã¥¬®¥ à ¢¥áâ¢®.
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