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�ãáâì � | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¡ã«¥¢  äã­ªæ¨ï (��), R(�) | ª« áá ¢á¥å á« ¡® �-ª®¬¡¨­ â®à­®-
á¥«¥ªâ®à­ëå (�-��) ¬­®¦¥áâ¢, N = f0; 1; 2; : : : g ¨ A = N n A ¤«ï A � N . � ¤ ­­®© áâ âì¥
¯®«ãç¥­ë á«¥¤ãîé¨¥ à¥§ã«ìâ âë.

�¥®à¥¬  1. �á«¨ � | ¬®­®â®­­ ï ��, � 6= 0; 1, â® á« ¡® �-�� ¬­®¦¥áâ¢® ¯à¨­ ¤«¥¦¨â

®¤­®¬ã ¨§ ª« áá®¢ R(x _ y) � R(xy _ xz _ yz) � R(xy) � R(x).

�¥®à¥¬  2. �á«¨ � | ­¥¬®­®â®­­ ï �� ¨ A| á« ¡® �-�� ¬­®¦¥áâ¢®, â® A| à¥ªãàá¨¢­®-

¯¥à¥ç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¨§¢®«ì­ë¬, ­® ®¡ï§ â¥«ì­® à¥ªãàá¨¢­ë¬ ¬­®¦¥-

áâ¢®¬, ¨«¨ ­¥ª®â®àë¬ ¯®«ãà¥ªãàá¨¢­ë¬, ­® ­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® à¥ªãàá¨¢­ë¬ ¨«¨ ¯à®¨§¢®«ì­ë¬

à¥ªãàá¨¢­® ¯¥à¥ç¨á«¨¬ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬.

�ãáâì A � N ¨ � | n-¬¥áâ­ ï ��. �®£¤  A ­ §ë¢ ¥âáï á« ¡® �-�� ¬­®¦¥áâ¢®¬ [1], ¥á«¨
áãé¥áâ¢ã¥â n-¬¥áâ­ ï ç áâ¨ç­®-à¥ªãàá¨¢­ ï äã­ªæ¨ï (���) f â ª ï, çâ®

a) (8x1; : : : ; xn)(f(x1; : : : ; xn) #) f(x1; : : : ; xn) 2 fx1; : : : ; xng);

¡) (8x1; : : : ; xn)(�(�(x1); : : : ; �(xn)) = 1, f(x1; : : : ; xn) 2 A);

£¤¥ � | å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï ¬­®¦¥áâ¢  A. �ã­ªæ¨ï f ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï a) ï¢«ï¥â-
áï á¥«¥ªâ®à­®© ¨ ­ §ë¢ ¥âáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¬­®¦¥áâ¢ã A. �à¥¦¤¥ ¢á¥£® ®ç¥¢¨¤­®, ¥á«¨
�(0; : : : ; 0) = 1, â® â®«ìª® N ¬®¦¥â ¡ëâì á« ¡® �-�� ¬­®¦¥áâ¢®¬. �®íâ®¬ã ­¨¦¥ à áá¬ âà¨¢ -
îâáï �� � â ª¨¥, çâ® �(0; : : : ; 0) = 0 ¨, à §ã¬¥¥âáï, ®­¨ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¨­â¥à¥á «¨èì á â®ç­®áâìî
¤® ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå. �ç¥¢¨¤­® â ª¦¥, R(x) = fX : X � Ng. B à ¡®â¥ [1] ¤®ª § ­®, çâ®
¢ª«îç¥­¨¥ R(xy _ xz _ yz) � R(xy) áâà®£®¥. � ç­¥¬ á ¯à®áâ®£® § ¬¥ç ­¨ï.

�¥¬¬  1. R(xy) � R(x).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ç¨­ ¥¬ ¢ëç¨á«ïâì §­ ç¥­¨ï u0 = '0(0; 1); u1 = '1(2; 3); : : : ; un =
'n(2n; 2n+ 1); : : : , £¤¥ 'n | ¤¢ãå¬¥áâ­ ï ��� á ª«¨­¨¥¢áª¨¬ ­®¬¥à®¬ n. �«ï ª ¦¤®£® n, ¥á«¨
un # (®¯à¥¤¥«¥­®), ®â­¥á¥¬ ª A ç¨á«® 2n, ¥á«¨ un = 2n+1 (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® 2n+1, ¥á«¨ un = 2n).

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® A | á« ¡® xy-�� ¬­®¦¥áâ¢® á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ��� 'n. �á«¨ ¯à¥¤¯®-
«®¦¨âì, çâ® 2n; 2n + 1 2 A, â® un 2 f2n; 2n + 1g. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î A, ¥á«¨ 2n 2 A (2n + 1 2 A),
â® un = 2n+ 1 (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® un = 2n). �â ª, å®âï �(2n)&�(2n + 1) = 0, §­ ç¥­¨¥ un 2 A, çâ®
¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î.

�§¢¥áâ­ë

�¥¬¬  2 ([1]). �á«¨ �� 
 ¯®«ãç¥­  ¨§ �� � ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ®â®¦¤¥áâ¢«¥­¨ï ­¥ª®â®àëå

¯¥à¥¬¥­­ëå ¨ ¯à¨¯¨áë¢ ­¨ï ­¥ª®â®àë¬ ¨§ ­¨å ª®­áâ ­âë 0, â® R(�) � R(
).

�¥¬¬  3 ([1]). �¬¥îâ ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢  R(xy) = R(xyz) = � � � ¨ R(x_y) = R(x_y_z) = � � � ,

¯à¨ç¥¬ R(x _ y) � R(�) ¤«ï «î¡®© ¬®­®â®­­®© �� � 6= 0; 1.

�ãáâì � = xy _ xz _ yz. �â¬¥â¨¬ â ª¦¥ ¢ ¢¨¤¥ «¥¬¬ë á«¥¤ãîé¨© ­¥âà¨¢¨ «ì­ë© à¥§ã«ìâ â.

�¥¬¬  4 ([1]). R(�) = R(xy _ xz).
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�î¡ãî �� ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ ¤¨§êî­ªæ¨¨ ¯®¤å®¤ïé¨å ª®­êî­ªæ¨© à §«¨ç­ëå ¯¥-
à¥¬¥­­ëå, ­¥ª®â®àë¥ ¨§ ª®â®àëå ¢å®¤ïâ ¢ ­¥¥ á ®âà¨æ ­¨¥¬. � ª¨¥ í«¥¬¥­â à­ë¥ ª®­êî­ªæ¨¨
­ §®¢¥¬ á« £ ¥¬ë¬¨ �� 
,   ç¨á«® ¯¥à¥¬¥­­ëå ¢ á« £ ¥¬®¬ | ¥£® ¢¥á®¬. �á«¨ 
 { ¬®­®â®­­ ï
��, â® ¥¥ á« £ ¥¬ë¥ ­¥ á®¤¥à¦ â ¯¥à¥¬¥­­ëå á ®âà¨æ ­¨¥¬. �®íâ®¬ã, ¥á«¨ 
 á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®£®
á« £ ¥¬®£®, ¢¥á ª®â®à®£® ­¥ ¬¥­¥¥ ¤¢ãå, â® ¯® «¥¬¬¥ 3 R(
) = R(xy).

�¥¬¬  5. �á«¨ �� 
 § ¢¨á¨â ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ®â âà¥å ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨ ç¨á«® á« £ ¥¬ëå 


­¥ ¬¥­¥¥ ¤¢ãå, â® R(
) � R(�).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â® ¢¥à­®, ¥á«¨ 
 § ¢¨á¨â ¢ â®ç­®áâ¨ ®â âà¥å ¯¥à¥¬¥­­ëå [1]. � «¥¥ ¢®á-
¯®«ì§ã¥¬áï ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® ­ ¨¬¥­ìè¥¬ã ¢¥áã t á« £ ¥¬ëå 
, ¨ ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ®â®-
¦¤¥áâ¢«¥­¨ï ¯¥à¥¬¥­­ëå 
 ¬®¦­® ¯à¨¢¥áâ¨ ª ®¤­®¬ã ¨§ á«¥¤ãîé¨å ¢¨¤®¢:

x1 _ x2; x1(x2 _ x3); x1x2 _ x1x3 _ x2x3: (1)

�â ª, 
 = xnxn�1 : : : xk+1

0(x1; : : : ; xk), £¤¥ xn; : : : ; xk+1 | ¢á¥ â¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥, ª®â®àë¥ ¢áâà¥-

ç îâáï ¢® ¢á¥å á« £ ¥¬ëå 
. �â®¦¤¥áâ¢¨¢ ¨å á u, ¯®«ãç¨¬ �� 
00 = u
0(x1; : : : ; xk).
�®§¬®¦­®, â ª¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå ­¥â, ¨ â®£¤  u = 1, ­® 
0 á®áâ®¨â ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¨§ ¤¢ãå

á« £ ¥¬ëå.
�á«¨ t = 1, â® 
0 = x1 _ �(x2; : : : ; xk). �â®¦¤¥áâ¢¨¢ ¢ � ¯¥à¥¬¥­­ë¥ x3; : : : ; xk á x2, ¯®«ãç¨¬

x _ x2 ¨ 
00 = (x1 _ x2).
�á«¨ t = 2, â® 
0 = x1x2_x1�1(x3; : : : ; xk)_x2�2(x3; : : : ; xk)_�3(x3; : : : ; xk). � á¨«ã § ª®­  ¯®-

£«®é¥­¨ï (x1x2_x1x2�1(x3; : : : ; xk) = x1x2) ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® �1 ¨ �2 ­¥ á®¤¥à¦ â ¯¥à¥¬¥­­ëå
x2 ¨ x1 á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¨ ­ ¨¬¥­ìè¨© ¢¥á ¨å á« £ ¥¬ëå ­¥ ¬¥­¥¥ 1. �â®¦¤¥áâ¢¨¢ ¢ 
0 ¯¥à¥¬¥­­ë¥
x4; : : : ; xk á x3, ¯®«ãç¨¬ �� �(x1; x2; x3) = x1x2 _ x1x3 _ x2x3 _ �x3, £¤¥ � = 0 ¨«¨ � = 1. �®íâ®¬ã

00 = u(x1x2 _ x1x3 _ x2x3) ¨«¨ 
00 = u(x1x2 _ x3). �â®¦¤¥áâ¢¨¢ ¢ á«ãç ¥ ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ u á x1,
¯®«ãç¨¬ äã­ªæ¨î ¨§ á¨áâ¥¬ë (1).

� £ t+ 1 (t � 2). � íâ®¬ á«ãç ¥, ¬®¦­® áç¨â âì


0 = x1�1(x2; : : : ; xk) _ �2(x2; : : : ; xk);

¨ ¢¥á á« £ ¥¬ëå ¢ �� �1 ­¥ ¬¥­¥¥ t,   ¢ �� �2 | ­¥ ¬¥­¥¥ t+1. �â®¦¤¥áâ¢«ïï ¢ 
0 ¯¥à¥¬¥­­ãî
xk á xk�1, ¯®«ãç¨¬

� = x1�1(x1; : : : ; xk�1) _ �2(x2; : : : ; xk�1);

¯à¨ç¥¬ ¢¥á  á« £ ¥¬ëå ¢ �1 ¨ �2 ­¥ ¬¥­¥¥ 2.
�® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨, ®â®¦¤¥áâ¢«ïï ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ¢ �1 ¨ �2 ¯®¤å®¤ïé¨¬ ®¡à §®¬,

¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ®¤­ã ¨§ �� �0 á¨áâ¥¬ë (1) ¨ â®£¤  
00 = u�0. �â®¦¤¥áâ¢«ïï, ¥á«¨ ­ ¤®, u á x1,
  ¢ á«ãç ¥ u(x1 _ x2) ¯®«ãç¨¬ â ª¦¥ �� 
000 ¨§ á¨áâ¥¬ë (1).

� ª®­¥æ, ¨á¯®«ì§ãï «¥¬¬ë 2, 3 ¨ 4, ¨¬¥¥¬ R(
) � R(
000) � R(�).

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1 § ¢¥àè ¥â á«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â [2]: ª« áá R(x_ y) áâà®£® á®¤¥à-
¦¨âáï ¢ ª« áá¥ R(xy _ xz _ yz).

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 2. � áá¬®âà¨¬ âà¨ á«ãç ï, ª®â®àë¬ ¬®¦¥â ã¤®¢«¥â¢®àïâì ­¥-
¬®­®â®­­ ï �� � = �(x1; : : : ; xn).

�«ãç © 1. �«ï ª ¦¤®£® á« £ ¥¬®£® � ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï:
a) ¢ ª ¦¤®¥ á« £ ¥¬®¥ â®«ìª® ®¤­  ¯¥à¥¬¥­­ ï ¢å®¤¨â ¡¥§ ®âà¨æ ­¨ï,
¡) ¯¥à¥¬¥­­ ï, ¢å®¤ïé ï ¢ ­¥ª®â®à®¥ á« £ ¥¬®¥ ¡¥§ ®âà¨æ ­¨ï, ¢å®¤¨â á ®âà¨æ ­¨¥¬ ¢ «î-

¡®¥ ¤àã£®¥ á« £ ¥¬®¥, à §ã¬¥¥âáï, ¢ ª®â®à®¥ ®­  ­¥ ¢å®¤¨â ¡¥§ ®âà¨æ ­¨ï. �â¢¥à¦¤ ¥¬, çâ® A

ï¢«ï¥âáï á« ¡® �-�� ¬­®¦¥áâ¢®¬ ª ª â®«ìª® A | à¥ªãàá¨¢­® ¯¥à¥ç¨á«¨¬®¥ ¬­®¦¥áâ¢®.
�ãáâì, ­ ¯à¨¬¥à, x1; : : : ; xk | ¢á¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥, ª®â®àë¥ ¢å®¤ïâ ¢ ¯®¤å®¤ïé¨¥ á« £ ¥¬ë¥ �

¡¥§ ®âà¨æ ­¨ï, � | n-¬¥áâ­ ï �� ¨ x01; : : : ; x
0

n 2 N . Haç¨­ ¥¬ ¯¥à¥ç¨á«ïâì A ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª 
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¤«ï ®¤­®£® ¨§ á« £ ¥¬ëå, ­ ¯à¨¬¥à, x1x2 : : : xkxk+1 : : : x`, ¢á¥ ç¨á«  x02; : : : ; x
0

` ­¥ ¢ëç¨á«ïâáï ¢ A.
�á«¨ íâ®£® ­¥ á«ãç¨âáï, â® ¯®«®¦¨¬ f(x1; : : : ; xn) ". � ç áâ­®áâ¨, �(�(x01); : : : ; �(x

0

n)) = 0. �­ ç¥
¯®« £ ¥¬ f(x01; : : : ; x

0

n) = x01.
�á­®, çâ® ¥á«¨ x01 2 A, â® �(�(x01); : : : ; �(x

0

n)) = 1. �á«¨ ¦¥ x01 2 A, âo �(�(x01); : : : ; �(x
0

n)) = 0,
â. ª. x01; : : : ; x

0

k 2 A.
�«ãç © 2. �«ï �� � ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ a), ­® ­¥ ¡). �­ ç¨â, ­ ©¤ãâáï ¤¢  á« £ ¥¬ëå, ­ -

¯à¨¬¥à, x1x3 : : : xk ¨ x2xi1 : : : xis, â. ¥. x2 ­¥ ¢å®¤¨â ¢ ¯¥à¢®¥ ¨§ ­¨å á ®âà¨æ ­¨¥¬. �â®¦¤¥áâ¢«ï¥¬
¢á¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ x4; : : : ; xn ¢ � á 0, ¯®«ãç¨¢ ¯à¨ íâ®¬ ®¤­ã ¨§ á«¥¤ãîé¨å ��:


1 = x1x3 _ x2;


2 = x1x3 _ x1x2;


3 = x1x3 _ x2x3;


4 = x1x3 _ x1x2x3 = x1x3 _ x2x3:

�® ¢ [1], [3] ¯®ª § ­®, çâ® R(
1) á®¢¯ ¤ ¥â á ª« áá®¬ ¢á¥å à¥ªãàá¨¢­ëå ¬­®¦¥áâ¢,   á« ¡® 
2-��
¨«¨ 
3;
4-�� ¬­®¦¥áâ¢  ¡ã¤ãâ ¯®«ãà¥ªãàá¨¢­ë¬¨. �® «¥¬¬¥ 2 R(�) � R(
).

�«ãç © 3. �®ª ¦¥¬ ¢­ ç «¥, çâ® ¥á«¨ � | ­¥¬®­®â®­­ ï �� § ¢¨á¨â ­¥ ¬¥­¥¥, ç¥¬ ®â âà¥å
¯¥à¥¬¥­­ëå ¨ �(x; : : : ; x) = x, â® R(�) á®¢¯ ¤ ¥â á ª« áá®¬ ¢á¥å à¥ªãàá¨¢­ëå ¬­®¦¥áâ¢. �ãáâì
� ­¥¬®­®â®­­  ¯® ¯¥à¥¬¥­­®© x1. �®£¤  ­ ©¤¥âáï ­ ¡®à �2; : : : ; �n ¨§ ­ã«¥© ¨ ¥¤¨­¨æ â ª®©, çâ®

�(0; �2; : : : ; �n) = 1 ¨ �(1; �2; : : : ; �n) = 0:

�â®¦¤¥áâ¢«ïï â¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ xi (xj), çâ® �i = 0 (�i = 1) á x2 (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® á x3), ¯®«ãç¨¬
­¥¬®­®â®­­ãî �� 
(x1; x2; x3) â ªãî, çâ® 
(x; x; x) = x. �® â ª¨å �� á â®ç­®áâìî ¤® ¯¥à¥áâ -
­®¢ª¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå ¤¢¥­ ¤æ âì ¨, ª ª ¤®ª § ­® ¢ [1], R(
) á®¢¯ ¤ ¥â á ª« áá®¬ ¢á¥å à¥ªãàá¨¢­ëå
¬­®¦¥áâ¢.

�®íâ®¬ã áç¨â ¥¬, çâ® �(1; : : : ; 1) = 0 ¨ ¢ � ¥áâì á« £ ¥¬ë¥ ¢¨¤  x1x2 : : : xkxk+1 : : : x`. �â®-
¦¤¥áâ¢«ïï ¢ � ¯¥à¥¬¥­­ë¥ x3; : : : ; xk á x2,   § â¥¬ xk+1; : : : ; xn á x3, ¯®«ãç¨¬ �� 
(x1; x2; x3),
¢ ª®â®à®© ¨¬¥¥âáï á« £ ¥¬®¥ x1x2x3, ¨ â. ª. 
(1; 1; 1) = 0, ¢ ª ¦¤®¬ á« £ ¥¬®¬ 
 ¢áâà¥ç ¥âáï
¯¥à¥¬¥­­ ï á ®âà¨æ ­¨¥¬. � ª¨å �� á â®ç­®áâìî ¤® ¯¥à¥áâ ­®¢ª¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå âà¨: x1x2x3,
x1x2x3 _ x1x2x3, x1x2x3 _ x1x2x3 _ x1x2x3. �â®¦¤¥áâ¢«ïï ¢ ­¨å x3 á 0, ¯®«ãç¨¬ x1x2. �® «¥¬-
¬¥ 2 R(
) � R(xy). �® «î¡®¥ á« ¡® xy-�� ¬­®¦¥áâ¢® á à¥ªãàá¨¢­®-¯¥à¥ç¨á«¨¬ë¬ ¤®¯®«­¥­¨¥¬
ï¢«ï¥âáï ¯®«ãà¥ªãàá¨¢­ë¬ [1].

� § ª«îç¥­¨¥ á¤¥« ¥¬ § ¬¥ç ­¨¥ ª à ¡®â¥ [1]. � ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ á«¥¤áâ¢¨ï 3 ­ ¤® �� xyz

§ ¬¥­¨âì ­  xy z,   ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ «¥¬¬ë 9 § ¬¥­¨âì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ��� f2, f3, f5 ­ 

f2(x; y; z) =

8>><
>>:

g(x; y); ¥á«¨ z 2 A;

g(x; z); ¥á«¨ y 2 A;

" ¢ ®áâ «ì­ëå á«ãç ïå;

f3(x; y; z) =

8>><
>>:

g(x; y); ¥á«¨ z 2 A;

g(x; z); ¥á«¨ x; y 2 A;

" ¢ ®áâ «ì­ëå á«ãç ïå;

f5(x; y; z) =

8>>>>><
>>>>>:

g(y; z); ¥á«¨ x 2 A;

g(x; z); ¥á«¨ y 2 A;

g(x; y); ¥á«¨ z 2 A;

" ¢ ®áâ «ì­ëå á«ãç ïå:
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