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1. �¢¥¤¥­¨¥

�ãáâì � ¥áâì ¯à®áâ ï á¯àï¬«ï¥¬ ï ªà¨¢ ï ­  ª®¬¯«¥ªá­®© ¯«®áª®áâ¨. �®£¤  ¤«ï «î¡®©
§ ¤ ­­®© ­  � ­¥¯à¥àë¢­®© äã­ªæ¨¨ f(t) ¨­â¥£à « â¨¯  �®è¨

C(�; f ; z) =
1
2�i

Z
�

f(�)d�
� � z

(1)

áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â £®«®¬®àä­ãî ¢ C n � äã­ªæ¨î. �à ¤¨æ¨®­­ë© ¨­â¥à¥á ¢ë§ë-
¢ ¥â ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ¨ á¢®©áâ¢ å £à ­¨ç­ëå §­ ç¥­¨© íâ®© äã­ªæ¨¨, â. ¥. ¯à¥¤¥«®¢
C+(�; f ; t) = lim

z!t
C(�; f ; z) ¨ C�(�; f ; t) = lim

z!t
C(�; f ; z), ¯®«ãç îé¨åáï ¯à¨ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¨ z ª

â®çª¥ t 2 � á«¥¢  ¨ á¯à ¢  á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �â®â ¨­â¥à¥á ¢ §­ ç¨â¥«ì­®© áâ¥¯¥­¨ ®¡ãá«®¢«¥­
¯à¨«®¦¥­¨ï¬¨ ¨­â¥£à «  â¨¯  �®è¨ ª à¥è¥­¨î ªà ¥¢ëå § ¤ ç ¨ á¨­£ã«ïà­ëå ¨­â¥£à «ì­ëå
ãà ¢­¥­¨© (á¬. [1], [2]).

�®à®è® ¨§¢¥áâ­®, çâ® ¨­â¥£à « (1) ¯® § ¬ª­ãâ®© ªãá®ç­®-£« ¤ª®© ªà¨¢®© � ¨¬¥¥â ­¥¯à¥àë¢-
­ë¥ £à ­¨ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï ­  �, ¥á«¨ ¥£® ¯«®â­®áâì f(t) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à 

sup
�
jf(t0)� f(t00)j
jt0 � t00j

� : t0; t00 2 �; t0 6= t00
�
� h�(f;�) <1 (2)

á ª ª¨¬-«¨¡® ¯®ª § â¥«¥¬ � 2 (0; 1]. �â®â à¥§ã«ìâ â ¡ë« ¨§¢¥áâ¥­ ¥é¥ �®å®æª®¬ã, � à­ ªã ¨
�®à¥à  (á¬., ­ ¯à., [2], £«. 1).

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ®­ ¬­®£®ªà â­® ãâ®ç­ï«áï ¨ ®¡®¡é «áï.
�¨¦¥ ç¥à¥§ H�(�) ®¡®§­ ç¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢® ��¥«ì¤¥à , â. ¥. ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å § ¤ ­­ëå ­  �

äã­ªæ¨©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î (2).
�¤­¨¬ ¨§ ­ ¨¡®«¥¥ ¢ ¦­ëå ¤®áâ¨¦¥­¨© ¯®á«¥¤­¥£® ¢à¥¬¥­¨ ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ ï¢«ï¥âáï â¥®à¥-

¬ , ¤®ª § ­­ ï �.�.�ë­ìª¨­ë¬ [3] ¨ ­¥§ ¢¨á¨¬® ®â ­¥£® �. � «¨¬®¢ë¬ [4]. �â  â¥®à¥¬  ¤ ¥â
®æ¥­ªã ¤«ï ¬®¤ã«ï ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ¨­â¥£à «  (1) ¯® á¯àï¬«ï¥¬®© (¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥£« ¤ª®©)
ªà¨¢®© � ç¥à¥§ ¬®¤ã«ì ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ¥£® ¯«®â­®áâ¨ f ¨ ­¥ª®â®àë¥ ¢¥«¨ç¨­ë, å à ªâ¥à¨§ãîé¨¥
¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  �. �à®áâ¥©è¨¥ á«¥¤áâ¢¨ï íâ®© ®æ¥­ª¨ â ª®¢ë:

(a) ¥á«¨ f 2 H�(�) ¯à¨ � > 1=2, â® £à ­¨ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï C�(�; f ; t) áãé¥áâ¢ãîâ ¨ ­¥¯à¥àë¢­ë
¡¥§ ª ª¨å-«¨¡® ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ®£à ­¨ç¥­¨© ­  á¯àï¬«ï¥¬ãî ªà¨¢ãî �; íâ®â à¥§ã«ìâ â ¢¬¥áâ¥
á ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬ ® ¥£® ­¥ã«ãçè ¥¬®áâ¨ (á¬. ­¨¦¥) ¬®¦¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª à¥è¥­¨¥ ¢®¯à®á 
® ¢®§¬®¦­®áâ¨ ¯¥à¥­¥á¥­¨ï â¥®à¥¬ë � à­ ª {�®à¥à {�®å®æª®£® ­  ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ­¥£« ¤ª¨¥
á¯àï¬«ï¥¬ë¥ ªà¨¢ë¥;

(b) ¥á«¨ ªà¨¢ ï � ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ��(r) � r, £¤¥ ��(r) ¥áâì ¬ ªá¨¬ «ì­ ï (¯® � 2 �)
áã¬¬ à­ ï ¤«¨­  ¤ã£ �, «¥¦ é¨å ¢ ªàã£¥ jz � �j � r, â® £à ­¨ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¨­â¥£à «  (1)

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©,
(£à ­â 01-01-00088).
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á ¯«®â­®áâìî f 2 H�(�) áãé¥áâ¢ãîâ ¯à¨ «î¡®¬ � 2 (0; 1], ¯à¨ç¥¬ ¯à¨ � < 1 á¯à ¢¥¤«¨¢ë
¢ª«îç¥­¨ï C�(�; f ; t) 2 H�(�).

B [3] ãáâ ­®¢«¥­®, çâ® íâ¨ à¥§ã«ìâ âë ­¥ã«ãçè ¥¬ë ¢ â¥à¬¨­ å ¬®¤ã«¥© ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ¨
¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ¢ íâ®© à ¡®â¥ ¬¥âà¨ç¥áª¨å å à ªâ¥à¨áâ¨ª ªà¨¢®© �. � ç áâ­®áâ¨, ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì-
­® ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® � 2 (0; 1=2] ¯®áâà®¥­ë â ª ï á¯àï¬«ï¥¬ ï ªà¨¢ ï �� ¨ â ª ï § ¤ ­­ ï ­ 
­¥© äã­ªæ¨ï f�(t) 2 H�(��), çâ® ¨­â¥£à « (1) á � = �� ¨ f = f� â¥àï¥â ­¥¯à¥àë¢­®áâì ¢ ®¤­®©
¨§ â®ç¥ª ª®­âãà  ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï.

�â¬¥â¨¬, çâ® ãá«®¢¨ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï £à ­¨ç­ëå §­ ç¥­¨© ¨­â¥£à «  â¨¯  �®è¨ ¨ ¨å á¢®©-
áâ¢  ¢ [3], [4] ®¯¨áë¢ îâáï ¢ â¥à¬¨­ å ¤«¨­. �® ¦¥ ®â­®á¨âáï ª® ¢á¥¬ ¤àã£¨¬ ¨§¢¥áâ­ë¬ ­ ¬
à ¡®â ¬ ¢ íâ®© ®¡« áâ¨.

� ¤ ­­®© áâ âì¥ ­  ­¥£« ¤ªãî ªà¨¢ãî � ­ ª« ¤ë¢ îâáï ®£à ­¨ç¥­¨ï á®¢¥àè¥­­® ¨­®£®
å à ªâ¥à . �å ¬®¦­® âà ªâ®¢ âì ª ª ãá«®¢¨ï ¬ «®áâ¨ ¯«®é ¤¥©, § ª«îç¥­­ëå ¬¥¦¤ã � ¨ ­¥-
ª®â®à®© £« ¤ª®© ¤ã£®©. � x 2 ®¯¨è¥¬ ¨­â¥à¥áãîé¨¥ ­ á ª« ááë ªà¨¢ëå ¨ ¯«®â­®áâ¥©; ®â¬¥â¨¬,
çâ® ®­ á®¤¥à¦¨â ã¯®¬ï­ãâë© ¢ëè¥ ¯à¨¬¥à �.�.�ë­ìª¨­ . � x 3 ä®à¬ã«¨àãîâáï ¨ ¤®ª §ë-
¢ îâáï ®á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë à ¡®âë, ®â­®áïé¨¥áï ª á¯àï¬«ï¥¬ë¬ ªà¨¢ë¬. x 4 ¯®á¢ïé¥­ ¨å
®¡®¡é¥­¨î ­  ­¥á¯àï¬«ï¥¬ë¥ ¤ã£¨.

2. �¡®§­ ç¥­¨ï ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

�ãáâì ­  ®âà¥§ª¥ I = [0; 1] ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®© ®á¨ § ¤ ­  ­¥¯à¥àë¢­ ï ¢¥é¥áâ¢¥­­ ï äã­ªæ¨ï
y = Y (x). �¡®§­ ç¨¬ ¥¥ £à ä¨ª ç¥à¥§

grY = fx+ iy : x 2 I; y = Y (x)g:

� ª ç¥áâ¢¥ ®á­®¢­®£® ª« áá  ªà¨¢ëå à áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® G ¢á¥¢®§¬®¦­ëå £à ä¨ª®¢ á ª®­-
æ ¬¨ ¢ â®çª å 0 ¨ 1, â. ¥. G á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å ¤ã£ ¢¨¤  � = grY , £¤¥ Y | «î¡ ï ­¥¯à¥àë¢­ ï
¢¥é¥áâ¢¥­­ ï äã­ªæ¨ï â ª ï, çâ® Y (0) = Y (1) = 0.

�à¨ ª®­áâàã¨à®¢ ­¨¨ ¯à¨¬¥à®¢ ã¤®¡­® ¯®¯®«­ïâì íâ® ¬­®¦¥áâ¢® £à ä¨ª ¬¨ à §àë¢­ëå
äã­ªæ¨©. �á«¨ äã­ªæ¨ï Y ¨¬¥¥â à §àë¢ ¯¥à¢®£® à®¤  (áª ç®ª) ¢ â®çª¥ � 2 (0; 1), â® ¡ã¤¥¬
¢ª«îç âì ¢ ¬­®¦¥áâ¢® grY ¢¥àâ¨ª «ì­ë© ®âà¥§®ª [� + iY (� � 0); � + iY (� + 0)]. �®¯®«­¥­­ë©
â ª¨¬¨ ®âà¥§ª ¬¨ £à ä¨ª äã­ªæ¨¨ Y ¡ã¤¥â ¦®à¤ ­®¢®© ¤ã£®©, ¥á«¨ íâ  äã­ªæ¨ï ­¥¯à¥àë¢­ 
¢ â®çª å 0 ¨ 1. �­®¦¥áâ¢® GG á®áâ®¨â ¨§ ¢á¥å ¤ã£ ¢¨¤  � = grY , £¤¥ Y ¥áâì § ¤ ­­ ï ­ 
®âà¥§ª¥ I ¢¥é¥áâ¢¥­­ ï äã­ªæ¨ï, ­¥¯à¥àë¢­ ï ¢® ¢á¥å ¥£® â®çª å §  ¢®§¬®¦­ë¬ ¨áª«îç¥­¨¥¬
­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â­®£® ç¨á«  â®ç¥ª �1; �2; : : : , £¤¥ ®­  ¬®¦¥â ¨¬¥âì à §àë¢ë ¯¥à¢®£® à®¤ . �à¨
íâ®¬ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® äã­ªæ¨ï Y ­¥¯à¥àë¢­  ¢ â®çª å 0 ¨ 1, Y (0) = Y (1) = 0, ¨ ¥á«¨
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì â®ç¥ª à §àë¢  �n ¡¥áª®­¥ç­ , â® lim �n = 0.

�¥à¥§ RG ¨ RGG ­¨¦¥ ®¡®§­ ç îâáï ¬­®¦¥áâ¢  á¯àï¬«ï¥¬ëå ¤ã£, ¢å®¤ïé¨å ¢ ª« ááë G ¨
GG á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �â® §­ ç¨â, çâ® ª ãá«®¢¨ï¬, ­ « £ ¥¬ë¬ ­  äã­ªæ¨¨ Y , §¤¥áì ¤®¡ ¢«ï¥âáï
ãá«®¢¨¥ ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ ¨å ¢ à¨ æ¨©.

� ª®­¥æ, R0G ¨ R0GG áãâì ¬­®¦¥áâ¢  â¥å ¤ã£ ª« áá®¢ G ¨ GG á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, ¤«ï ª®â®àëå
äã­ªæ¨¨ Y ¨¬¥îâ ®£à ­¨ç¥­­ë¥ ¢ à¨ æ¨¨ ­  ®âà¥§ª¥ ["; 1] ¯à¨ «î¡®¬ " > 0, ­®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï,
­¥ ¯à¨ " = 0. �â® §­ ç¨â, çâ® ¤ã£¨ �" = fx + iy : " � x � 1; y = Y (x)g á¯àï¬«ï¥¬ë ¯à¨ «î¡®¬
" > 0, ­® ¯à¥¤¥«ë ¨å ¤«¨­ ¯à¨ "! 0 ¬®£ãâ ®ª § âìáï ¡¥áª®­¥ç­ë¬¨. �­â¥£à « �®è¨ ¯® ªà¨¢ë¬
íâ¨å ª« áá®¢ ¯®­¨¬ ¥âáï ª ª ­¥á®¡áâ¢¥­­ë©:

C(�; f ; z) � lim
"!0

1
2�i

Z
�"

f(�)d�
� � z

: (3)

�ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¤ã£¨ ¢á¥å íâ¨å ª« áá®¢ ®¡å®¤ïâáï ®â â®çª¨ 0 ª â®çª¥ 1. �á«¨ �1 ¨ �2 áãâì
¤¢¥ â ª¨¥ ¤ã£¨, â® à §­®áâì �1��2 ¥áâì ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢ �1 ¨ �2, ¢ ª®â®à®¬ �1 ®¡å®¤¨âáï
®â 0 ª 1,   �2 | ®â 1 ª 0; ¥á«¨ ª ª ï-«¨¡® ¤ã£  
 ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ®¤­®¢à¥¬¥­­® �1 ¨ �2, â® ®­ 
¨áª«îç ¥âáï ¨§ ¨å à §­®áâ¨. � ª¨¬ ®¡à §®¬, à §­®áâì �1 � �2 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®î «¨¡® ®¤­ã
¯à®áâãî § ¬ª­ãâãî ªà¨¢ãî, «¨¡® á¥¬¥©áâ¢® â ª¨å ªà¨¢ëå (¢®§¬®¦­®, ¡¥áª®­¥ç­®¥). � ¦¤ ï ¨§
íâ¨å ªà¨¢ëå ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ­¥ª®â®àãî ª®­¥ç­ãî ®¡« áâì Dj , j = 1; : : : , ¯à¨ç¥¬ ¢á¥ íâ¨ ®¡« áâ¨
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¯®¯ à­® ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï. �¨£­ âãà®© à §­®áâ¨ �1 ��2 ­ §®¢¥¬ § ¤ ­­ãî ¢® ¢á¥© ª®¬¯«¥ªá­®©
¯«®áª®áâ¨ äã­ªæ¨î s(z) =

P
j
sj(z), £¤¥ äã­ªæ¨ï sj(z) à ¢­  1 ¢ § ¬ëª ­¨¨ ®¡« áâ¨ Dj , ¥á«¨

¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ®¡å®¤  £à ­¨æë íâ®© ®¡« áâ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬ ®¡å®¤ 
ç áâ¨ �1, ¢å®¤ïé¥© ¢ íâã £à ­¨æã, ¨ -1, ¥á«¨ íâ¨ ­ ¯à ¢«¥­¨ï ¯à®â¨¢®¯®«®¦­ë. B­¥ ®¡« áâ¨ Dj

¢¥«¨ç¨­  s(z) à ¢­  ­ã«î,   áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¯® ¢á¥¬ ®¡« áâï¬ Dj (¤«ï à §­®áâ¥©
ªà¨¢ëå ¨§ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ª« áá®¢ â ª ï áã¬¬  á®¤¥à¦¨â «¨èì ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ­¥­ã«¥¢ëå
á« £ ¥¬ëå ¯à¨ «î¡®¬ z). � ®¡é¨å â®çª å á®á¥¤­¨å ®¡« áâ¥©Dj á¨£­ âãà  à ¢­ï¥âáï «¨¡® 0, «¨¡®
�2, ­® ¥¥ ¯à¥¤¥«ì­ë¥ §­ ç¥­¨ï ­  £à ­¨æ¥ ®¡« áâ¨ Dj ­¥¯à¥àë¢­ë: ¯à¨ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¨ ª íâ®©
£à ­¨æ¥ á­ àã¦¨ ®­¨ à ¢­ë â®¦¤¥áâ¢¥­­®¬ã ­ã«î,   ¯à¨ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¨ ¨§­ãâà¨ | ¯®áâ®ï­­®©
+1 ¨«¨ �1.

�¥à¥©¤¥¬ â¥¯¥àì ª ®¯¨á ­¨î ª« áá  h� ¯«®â­®áâ¥© f . � ¤ ­­ãî ­  ®âà¥§ª¥ I äã­ªæ¨î f(x)
®â­¥á¥¬ ª ª« ááã h�(I), � 2 (0; 1], ¥á«¨ f 2 H�(I), f(0) = f(1) = 0 ¨ f 2 H1(I") ¯à¨ «î¡®¬
" > 0; §¤¥áì I" = ["; 1]. � ª¨¥ äã­ªæ¨¨ ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ë ­  I,   ¨å ¯à®¨§¢®¤­ë¥
®£à ­¨ç¥­ë ­  I" ¯à¨ «î¡®¬ " > 0.

� ¤ ­­ãî ­  � 2 G (¨«¨ GG) äã­ªæ¨î f(z) ®â­¥á¥¬ ª ª« ááã h�(�), ¥á«¨ ®­  ¯à¥¤áâ ¢¨¬ 
¢ ¢¨¤¥ f(x + iy) = f�(x), £¤¥ f� 2 h�(I). � ªâ¨ç¥áª¨ ª ¦¤ ï äã­ªæ¨ï íâ®£® ª« áá  ¬®¦¥â
áç¨â âìáï § ¤ ­­®© ¢ ¯®«®á¥ fx + iy : x 2 I; y 2 Rg. �«ï ®áâ «ì­ëå z = x + iy ¥¥ ¬®¦­®
¤®®¯à¥¤¥«¨âì ­ã«¥¬. �¨¦¥ áç¨â ¥âáï, çâ® íâ® ã¦¥ á¤¥« ­®. �®íâ®¬ã ¢¬¥áâ® h�(I) ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì
h� .

3. �á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â

�¥¬¬ . �ãáâì ¤ã£¨ �1 ¨ �2 ¯à¨­ ¤«¥¦ â ª« ááã R0GG,   § ¤ ­­ ï ­  ­¨å äã­ªæ¨ï f
¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã h�. �ãáâì, ªà®¬¥ â®£®, ¢ë¯®«­¥­ë á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  ãá«®¢¨ï:

(i) ¯à¨ «î¡®¬ z 2 C n�1 ¨­â¥£à « â¨¯  �®è¨ C(�1; f ; z) áãé¥áâ¢ã¥â ¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

(3);
(ii) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® p > 2 ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥Z 1

0

����df�dx

����
p

jY1(x)� Y2(x)j dx <1: (4)

�®£¤  ¨­â¥£à « â¨¯  �®è¨ C(�2; f ; z) â ª¦¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï (3) ¯à¨ «î¡®¬
z 2 C n �2, ¯à¨ç¥¬ à §­®áâì C(�1; f ; z)� C(�2; f ; z) ¨¬¥¥â £à ­¨ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï á ®¡¥¨å áâ®à®­

¢áî¤ã ­  �1 [ �2 ¨ ¯à¨ «î¡®¬ z 2 C n (�1 [ �2) ¯à¥¤áâ ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥

C(�1; f ; z)� C(�2; f ; z) = s(z)f(z) +
1
�

ZZ
C

@f

@�

s(�)dx dy
� � z

; (5)

£¤¥ ¨­â¥£à «ì­ë© ç«¥­ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¢® ¢á¥© ª®¬¯«¥ªá­®© ¯«®áª®áâ¨ ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à  á ¯®-

ª § â¥«¥¬ 1� 2=p.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ £« ¤ªãî äã­ªæ¨î !�(x), à ¢­ãî ­ã«î ¯à¨ x < 1 ¨ ¥¤¨­¨æ¥
¯à¨ x > 2. �«ï ¬ «®£® " > 0 ¯®«®¦¨¬ !(x + iy) = !�(x="), ef = !f . �®£¤  ®¡  ¨­â¥£à «  â¨¯ 
�®è¨ C(�1; ef ; z) ¨ C(�2; ef ; z) áãé¥áâ¢ãîâ. �®£« á­® ä®à¬ã«¥ �®à¥«ï{�®¬¯¥©î (á¬., ­ ¯à., [5],
á. 29) ¨å à §­®áâì ¯à¨ z 2 C n (�1 [ �2) ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥

C(�1; ef ; z) � C(�2; ef ; z) = s(z) ef(z) + 1
�

ZZ
C

@ ef
@�

s(�)dx dy
� � z

; (6)

£¤¥ s(z) | á¨£­ âãà  à §­®áâ¨ �1 � �2, � = x + iy. �®ª ¦¥¬, çâ® ¯à¨ ãá«®¢¨ïå «¥¬¬ë
¯à ¢ ï ç áâì íâ®£® à ¢¥­áâ¢  ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« ¯à¨ " ! 0. �å®¤¨¬®áâì s(z) ef(z) ª s(z)f(z) ¯à¨
z 2 C n (�1 [ �2) ®ç¥¢¨¤­ . � §­®áâì ¨­â¥£à «ì­ëå ç«¥­®¢ ä®à¬ã« (5) ¨ (6) ®æ¥­¨¢ ¥âáï á¢¥à-
åã ¨­â¥£à «®¬ ®â

��f(�)@!
@�

�� = O(1=") ¯® ®¡ê¥¤¨­¥­¨î â¥å ®¡« áâ¥© Dj , ª®â®àë¥ «¥¦ â ¢ ¯®«®á¥
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fz = x+ iy : 0 � x � "g. �® áã¬¬ à­ ï ¯«®é ¤ì â ª¨å ®¡« áâ¥© ¥áâì o("), ¨ ¯®íâ®¬ã ¨­â¥£à «ì-
­ë© ç«¥­ à ¢¥­áâ¢  (6) áâà¥¬¨âáï ª ¨­â¥£à «ì­®¬ã ç«¥­ã ä®à¬ã«ë (5). �®íâ®¬ã ¨§ áãé¥áâ¢®-
¢ ­¨ï C(�1; f ; z) á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ C(�2; f ; z) ¨ à ¢¥­áâ¢® (5). �á«®¢¨¥ (4) ®§­ ç ¥â, çâ®
äã­ªæ¨ï @f

@�
s(�) ¨­â¥£à¨àã¥¬  ¢ C ¢ áâ¥¯¥­¨ p > 2. �à®¬¥ â®£®, ®­  ¨¬¥¥â ª®¬¯ ªâ­ë© ­®á¨â¥«ì.

�®íâ®¬ã (á¬. [5], á. 39) ¨­â¥£à «ì­ë© ç«¥­ ¯à ¢®© ç áâ¨ (5) ¤ ¥â äã­ªæ¨î, ª®â®à ï ­¥¯à¥àë¢­ 
¢® ¢á¥© ª®¬¯«¥ªá­®© ¯«®áª®áâ¨ ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â ¬ ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à  á ¯®ª § â¥«¥¬ 1� 2

p
.

�á«¨ ¤ã£  �1 £« ¤ª ï, â® ¨­â¥£à « â¨¯  �®è¨ ¯® ­¥© áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¨¬¥¥â £à ­¨ç­ë¥ §­ -
ç¥­¨ï, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à  á â¥¬ ¦¥ ¯®ª § â¥«¥¬ �, çâ® ¨ ¥£® ¯«®â­®áâì. � §-
­®áâì íâ¨å §­ ç¥­¨© à ¢­  f (íâ®â ä ªâ ¨§¢¥áâ¥­ ª ª ä®à¬ã«  �®å®æª®£®; á¬. [1], á. 37). �¥à¢®¥
á« £ ¥¬®¥ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ (5) ¨¬¥¥â â ªãî ¦¥ à §­®áâì ¯à¥¤¥«ì­ëå §­ ç¥­¨© ­  �1 (á ãç¥â®¬
®à¨¥­â æ¨¨).

�®íâ®¬ã á¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥®à¥¬  1. �ãáâì ¤ã£  � = grY ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã R0GG,   § ¤ ­­ ï ­  ­¥© äã­ªæ¨ï

f | ª« ááã h�. �á«¨ ¤«ï ­¥ª®â®à®© ­¥¯à¥àë¢­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®© ­  ®âà¥§ª¥ I äã­ªæ¨¨ Y0(x)
¨ ­¥ª®â®à®£® ç¨á«  p > 2 ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥Z 1

0

����df�dx

����
p

jY (x)� Y0(x)j dx <1;

â® ¨­â¥£à « â¨¯  �®è¨ C(�; f ; z) áãé¥áâ¢ã¥â ¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï (3) ¯à¨ «î¡®¬ z 2 C n �,
¢ «î¡®© â®çª¥ ¤ã£¨ � ¨¬¥¥â £à ­¨ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï á ®¡¥¨å áâ®à®­ ¨ íâ¨ £à ­¨ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï

ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à  á ¯®ª § â¥«¥¬ � = minf�; 1� 2=pg.

�à¨¢¥¤¥¬ á«¥¤áâ¢¨¥ ¨§ íâ®© â¥®à¥¬ë, ª®â®à®¥ ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª  ­ «®£ å®à®è® ¨§-
¢¥áâ­®© â¥®à¥¬ë �.�.�à¨¢ «®¢ .

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì ¤ã£  � = grY ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã R0GG,   § ¤ ­­ ï ­  ­¥© äã­ªæ¨ï f
| ª« ááã h� , � < 1. �á«¨ ¤«ï ­¥ª®â®à®© ­¥¯à¥àë¢­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®© ­  ®âà¥§ª¥ I äã­ªæ¨¨
Y0(x) ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ Z 1

0

����df�dx

����
2=(1��)

jY (x)� Y0(x)j dx <1;

â® ¨­â¥£à « â¨¯  �®è¨ C(�; f ; z) áãé¥áâ¢ã¥â ¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï (3) ¯à¨ «î¡®¬ z 2 C n �,
¢ «î¡®© â®çª¥ ¤ã£¨ � ¨¬¥¥â £à ­¨ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï á ®¡¥¨å áâ®à®­ ¨ íâ¨ £à ­¨ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï
ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à  á â¥¬ ¦¥ ¯®ª § â¥«¥¬ �.

�®ª ¦¥¬, çâ® íâ¨ à¥§ã«ìâ âë ¯®§¢®«ïîâ ãáâ ­®¢¨âì áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ­¥¯à¥àë¢­ëå ¯à¥-
¤¥«ì­ëå §­ ç¥­¨© ¨­â¥£à «  â¨¯  �®è¨ ¢ á«ãç ïå, ­¥ ¯®¤¯ ¤ îé¨å ¯®¤ ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë
�ë­ìª¨­ {� «¨¬®¢ , ¯à¨ç¥¬ íâ® ¬®¦¥â ¯à®¨áå®¤¨âì ¨ ¢ á¨âã æ¨ïå, ª®£¤  ¤«¨­  ¤ã£¨ � ª®-
­¥ç­ . � íâ®© æ¥«ìî à áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¥¥ á¥¬¥©áâ¢® «®¬ ­ëå, ¡«¨§ª®¥ ¯® á¢®¥© ª®­áâàãªæ¨¨
ª ã¯®¬ï­ãâ®¬ã ¢ëè¥ ¯à¨¬¥àã �.�.�ë­ìª¨­ .

�¨ªá¨àã¥¬ � ¢ ¯à®¬¥¦ãâª¥ (0; 1), ®¡®§­ ç¨¬ an = 2�n, bn = 2�n + 2�n�1 ¨ à áá¬®âà¨¬ ­ 
®âà¥§ª¥ I äã­ªæ¨î f(x), à ¢­ãî 2�n� ¯à¨ x = bn, n = 1; 2; : : : , ­ã«î ¯à¨ x = an, n = 0; 1; 2; : : : , ¨
«¨­¥©­ãî ­  ¢á¥å ®âà¥§ª å ¢¨¤  [an; bn], [bn; an�1], n = 1; 2; : : : �à®¤®«¦¨¬ íâã äã­ªæ¨î ­ã«¥¬
­  ®áâ ¢èãîáï ç áâì ¢¥é¥áâ¢¥­­®© ®á¨ ¨ ¯®«®¦¨¬ f(x + iy) = f(x). �§¢¥áâ­® (á¬., ­ ¯à., [3]),
çâ® íâ  äã­ªæ¨ï ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à  á ¯®ª § â¥«¥¬ � ­  ®âà¥§ª¥ I, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,
f 2 h� .

�¥¯¥àì § ¤ ¤¨¬ ã¡ë¢ îéãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fk1; k2; : : : g, 0 < kn < 1, ¨ ¯®«®¦¨¬
In = [an; an + kn2�n�1], n = 1; 2; : : : �  ª ¦¤®¬ ®âà¥§ª¥ In ®¯à¥¤¥«¨¬ ¢¥é¥áâ¢¥­­ãî äã­ªæ¨î
®£à ­¨ç¥­­®© ¢ à¨ æ¨¨ 'n(x) â ª, çâ® j'n(x)j < 2�n ¯à¨ x 2 In,

R
In

'n(x)dx = 0, n = 1; 2; : : : ,

¨ ¤«¨­ë �n ¤ã£ fx + iy : x 2 In; y = 'n(x)g ®¡à §ãîâ áå®¤ïé¨©áï àï¤. � áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î
Y (x), à ¢­ãî an + 'n(x) ¯à¨ x 2 In, n = 1; 2; : : : , ¨ ­ã«î ¯à¨ ¢á¥å ®áâ «ì­ëå §­ ç¥­¨ïå x 2 I.
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�®«®¦¨¬ � = grY . �ç¥¢¨¤­®, íâ  ¤ã£  ¨¬¥¥â ª®­¥ç­ãî ¤«¨­ã, â. ¥. ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã RGG.

�¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª  ��(r) (á¬. ¢¢¥¤¥­¨¥) ®æ¥­¨¢ ¥âáï á­¨§ã ¢¥«¨ç¨­®© �N =
1P

n=N
�n, £¤¥ N ®¯à¥-

¤¥«ï¥âáï ¨§ ãá«®¢¨ï r > 2�N . �  áç¥â ¢ë¡®à  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¤«¨­ �n ­¥âàã¤­® ¤®¡¨âìáï,
çâ®¡ë ¢¥«¨ç¨­  ��(r) áå®¤¨« áì ª ­ã«î ¯à¨ r ! 0 áª®«ì ã£®¤­® ¬¥¤«¥­­®. �®íâ®¬ã â¥®à¥¬ 
�ë­ìª¨­ {� «¨¬®¢  §¤¥áì ¯®§¢®«ï¥â «¨èì ãâ¢¥à¦¤ âì, çâ® £à ­¨ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¨­â¥£à «  (1)
­¥¯à¥àë¢­ë ¯à¨ � > 1=2.

�á«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 1 ¤«ï â®«ìª® çâ® ¯®áâà®¥­­ëå ¤ã£¨ � ¨ äã­ªæ¨¨ f á¢®¤ïâáï ¯à¨ Y0 = 0 ª

ãá«®¢¨ï¬ áå®¤¨¬®áâ¨ àï¤ 
1P
n=1

kn2�(2�p(1��))n. �­ áå®¤¨âáï ¯à¨ p < 2=(1��); ¯à¨ p = 2=(1��) ®­

â ª¦¥ áå®¤¨âáï ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­®£® ãá«®¢¨ï
P

kn < 1. �®íâ®¬ã ¨­â¥£à « â¨¯ 
�®è¨ á ¯®áâà®¥­­ë¬¨ ¢ëè¥ ªà¨¢®© ¨ ¯«®â­®áâìî ¯à¨ «î¡®¬ � 2 (0; 1) ¨¬¥¥â ­¥¯à¥àë¢­ë¥ £à -
­¨ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï á ®¡¥¨å áâ®à®­ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ªà¨¢®© �, ¢ª«îç ï ­ã«ì, ¯à¨ç¥¬ íâ¨ £à ­¨ç­ë¥
§­ ç¥­¨ï ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à  á «î¡ë¬ ¯®ª § â¥«¥¬, ¬¥­ìè¨¬ �,   ¯à¨ ãá«®¢¨¨
áå®¤¨¬®áâ¨ àï¤  ¨§ ª®íää¨æ¨¥­â®¢ kn | ¨ á ¯®ª § â¥«¥¬ �.

� ­­ë© ¯à¨¬¥à ¬®¦­® ¢¨¤®¨§¬¥­¨âì â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë ¤ã£  � ¯®¯ «  ¢ ª« áá RG. �«ï
íâ®£® ¢å®¤ïé¨¥ ¢ ­¥¥ ¢¥àâ¨ª «ì­ë¥ ®âà¥§ª¨ ­ã¦­® ­ ª«®­¨âì ¢ áâ®à®­ã â¥å ®âà¥§ª®¢ In, ª
ª®­æ ¬ ª®â®àëå ®­¨ ¯à¨¬ëª îâ. �à¨ ¤®áâ â®ç­® ¬ «ëå ã£« å ­ ª«®­  ¢á¥ á¢®©áâ¢  ¨­â¥£à « 
â¨¯  �®è¨ á®åà ­ïîâáï ¢ á¨«ã «¥¬¬ë, ¤«¨­  ¤ã£¨ � ®áâ ¥âáï ª®­¥ç­®©,   ¥¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ª 
��(r) áâà¥¬¨âáï ª ­ã«î ¯à¨ r ! 0 áª®«ì ã£®¤­® ¬¥¤«¥­­®.

4. �«ãç © ­¥á¯àï¬«ï¥¬®© ¤ã£¨

�® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®, çâ® ¢ ãá«®¢¨ïå â¥®à¥¬ë 1 ä¨£ãà¨àã¥â ¨­â¥£à « ®â äã­ªæ¨¨ Y (  ­¥ ¥¥
¢ à¨ æ¨ï ¨«¨ ¯à®¨§¢®¤­ ï, ¨«¨ ¨­ ï å à ªâ¥à¨áâ¨ª , á¢ï§ ­­ ï á ¤«¨­®© £à ä¨ª  Y ), ¯®§¢®-
«ï¥â ­ ¤¥ïâìáï ­  ¥¥ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ¤«ï ­¥á¯àï¬«ï¥¬ëå ªà¨¢ëå. �¤­ ª® á­ ç «  ­¥®¡å®¤¨¬®
¯à¨¤ âì á¬ëá« ¨­â¥£à «ã ¯® â ª®© ªà¨¢®©.

�®¯à®áã ®¡ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¨ ¯® ­¥á¯àï¬«ï¥¬ë¬ ¨ ¢ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¯® äà ªâ «ì­ë¬ ¤ã£ ¬ ¯®-
á¢ïé¥­® ã¦¥ ­¥¬ «® áâ â¥© (á¬. ¡¨¡«¨®£à ä¨î ¢ [6]). �¤­ ª® ¨­â¥£à « ¯® ­¥á¯àï¬«ï¥¬®© ¤ã£¥
ª« áá  G ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì, ­¥ ¯à¨¡¥£ ï ª ª ª¨¬-«¨¡® á«®¦­ë¬ ¯à®æ¥¤ãà ¬.

�á«¨ � = grY ¨ f(x+ iy) = f�(x), â® ¬®¦­® ¯®«®¦¨âìZ
�

fdz =
Z 1

0

f�(x)dx+ i

Z 1

0

f�(x)dY (x);

¯®­¨¬ ï ¯®á«¥¤­¨© ¨­â¥£à « ¢ á¬ëá«¥ �â¨«ìâì¥á . �®à®è® ¨§¢¥áâ­®, çâ® â ª®© ¨­â¥£à « áãé¥-
áâ¢ã¥â, ¥á«¨ ¨­â¥£à ­¤ f� ¨¬¥¥â ®£à ­¨ç¥­­ãî ¢ à¨ æ¨î ­  ®âà¥§ª¥ I,   äã­ªæ¨ï Y ­¥¯à¥àë¢­ 
(á¬., ­ ¯à., [7], á. 252). �á«®¢¨¥ ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ Y ¢å®¤¨â ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª« áá  G. �¤­ ª® ­ è¥
ãá«®¢¨¥ f 2 h� ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ®£à ­¨ç¥­­®áâì ¢ à¨ æ¨¨ äã­ªæ¨¨ f

� ­  ®âà¥§ª¥ I «¨èì ¯à¨ � = 1.
�á«¨ f 2 h� ¯à¨ � < 1, â® ¢ à¨ æ¨ï íâ®© äã­ªæ¨¨ ®£à ­¨ç¥­ , ¢®®¡é¥ £®¢®àï, «¨èì ­ 

®âà¥§ª å ["; 1], " > 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¯à¨ � 2 G áãé¥áâ¢ã¥â ¨­â¥£à «Z
�"
fdz =

Z 1

"
f�(x)dx+ i

Z 1

"
f�(x)dY (x);

  ¨­â¥£à « ¯® ¢á¥© ¤ã£¥ � ¬®¦­® â®£¤  ®¯à¥¤¥«¨âì ª ª ¯à¥¤¥«Z
�
fdz = lim

"!0

Z
�"
fdz;

¥á«¨ íâ®â ¯à¥¤¥« áãé¥áâ¢ã¥â.
� á®¦ «¥­¨î, ¢ ¯à¨¬¥­¥­¨¨ ª ¨­â¥£à «ã â¨¯  �®è¨ íâ® ¯®á«¥¤­¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ â ª¦¥ ­¥

¯à¨¢®¤¨â ª ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ì­ë¬ à¥§ã«ìâ â ¬. �¥«® ¢ â®¬, çâ® ¤ ¦¥ ¯à¨ f � 1 ¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬
z 2 C n� ãá«®¢¨¥ f(�)=(��z) 2 h� ¢«¥ç¥â á¯àï¬«ï¥¬®áâì ¤ã£¨ �

" ¯à¨ «î¡®¬ " > 0, â. ¥. ¢ª«îç¥­¨¥
� 2 R0G.
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� âì ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ì­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¨­â¥£à «  â¨¯  �®è¨ ¯® ­¥á¯àï¬«ï¥¬®© ªà¨¢®© ¢
â¥à¬¨­ å ¨­â¥£à «  �â¨«ìâì¥á  ¬®¦­® á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. � ¬¥â¨¬ ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, çâ® ­ 
£« ¤ª®© ªà¨¢®© ¨­â¥£à « (1) ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

C(�; f ; z) =
1
2�i

Z
�
f(�)d� log (� � z);

£¤¥ ¯®¤ «®£ à¨ä¬®¬ ¯®­¨¬ ¥âáï «î¡ ï ¥£® ®¤­®§­ ç­ ï ¢¥â¢ì, ¢ë¤¥«¥­­ ï á ¯®¬®éìî à §à¥§ ,
á®¥¤¨­ïîé¥£® â®çª¨ z ¨ 1, ¬¨­ãï �. �â®â ¨­â¥£à « ¬®¦­® ¯®­¨¬ âì ª ª ¨­â¥£à « �â¨«ìâì¥á 
¯® ª®­âãàã �. �®­âãà­ë© ¨­â¥£à « �â¨«ìâì¥á 

R
�

fdg ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ¤«ï «î¡®© ®à¨¥­â¨-

à®¢ ­­®© ¤ã£¨ �; ¤«ï íâ®£® ¤®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âì à §¡¨¥­¨ï â ª®© ¤ã£¨ â®çª ¬¨, ã¯®àï¤®-
ç¥­­ë¬¨ ­ ¯à ¢«¥­¨¥¬ ®¡å®¤ , ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¨­â¥£à «ì­ë¥ áã¬¬ë. �à¨ íâ®¬ ¨§¢¥áâ­ë¥
ãá«®¢¨ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¨­â¥£à «  �â¨«ìâì¥á  ¢ â¥à¬¨­ å ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ¨ ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ ¢ -
à¨ æ¨© äã­ªæ¨© f ¨ g á®åà ­ïîâ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì (ª®­âãà­ë© ¨­â¥£à « �â¨«ìâì¥á  ¯®¤à®¡­¥¥
®¯¨á ­ ¢ [8]). � ç áâ­®áâ¨, íâ®â ¨­â¥£à « áãé¥áâ¢ã¥â, ¥á«¨ äã­ªæ¨ï g ­¥¯à¥àë¢­  ­  �,   f ¨¬¥¥â
â ¬ ®£à ­¨ç¥­­ãî ¢ à¨ æ¨î. �«ï ª ¦¤®£® z 2 C n � ä¨ªá¨àã¥¬ à §à¥§ �z, ª®â®àë© á®¥¤¨­ï¥â
íâã â®çªã á ¡¥áª®­¥ç­®áâìî, ­¥ ¯¥à¥á¥ª ï ¯à¨ íâ®¬ ¤ã£ã �. �®«®¦¨¬

eC(�; f ; z) = 1
2�i

Z
�

f(�)d� log (� � z); (7)

£¤¥ ®¤­®§­ ç­ ï ¢¥â¢ì «®£ à¨ä¬  ¢ë¤¥«ï¥âáï á ¯®¬®éìî íâ®£® á¥¬¥©áâ¢  à §à¥§®¢. �®£¤  äã­ª-
æ¨ï log (� � z) ­¥¯à¥àë¢­  ¯® �, ¨ ¨­â¥£à « (7) áãé¥áâ¢ã¥â, ¥á«¨ f ¨¬¥¥â ®£à ­¨ç¥­­ãî ¢ à¨ æ¨î
­  �. � ç áâ­®áâ¨, ®­ áãé¥áâ¢ã¥â ¤«ï ¢áïª®© äã­ªæ¨¨ f 2 h1. �à¨ f 2 h� , � < 1, ¯®«®¦¨¬

eC(�; f ; z) = lim
"!0

1
2�i

Z
�"
f(�)d� log (� � z): (8)

�á«¨ íâ®â ¯à¥¤¥« áãé¥áâ¢ã¥â, â® ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¥£® à áè¨à¥­­ë¬ ¨­â¥£à «®¬ â¨¯  �®è¨. � 
£« ¤ª®© ªà¨¢®© á®¢¯ ¤ ¥â á ¨­â¥£à «®¬ â¨¯  �®è¨ (1),   ­  ­¥á¯àï¬«ï¥¬®© ¤ã£¥ áãé¥áâ¢ã¥â
¤«ï ¤®áâ â®ç­® ®¡è¨à­®£® ª« áá  ¯«®â­®áâ¥© f .

�¥®à¥¬  2. �ãáâì ¤ã£  � = grY ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã G,   § ¤ ­­ ï ­  ­¨å äã­ªæ¨ï f |

ª« ááã h�. �á«¨ ¤«ï ­¥ª®â®à®© ­¥¯à¥àë¢­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬®© ­  ®âà¥§ª¥ I äã­ªæ¨¨ Y0(x) ¨
­¥ª®â®à®£® ç¨á«  p > 2 ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥Z 1

0

����df�dx

����
p

jY (x)� Y0(x)j dx <1;

â® à áè¨à¥­­ë© ¨­â¥£à « â¨¯  �®è¨ eC(�; f ; z) áãé¥áâ¢ã¥â ¢ á¬ëá«¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï (8) ¯à¨
«î¡®¬ z 2 C n �, ¢ «î¡®© â®çª¥ ¤ã£¨ � ¨¬¥¥â £à ­¨ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï á ®¡¥¨å áâ®à®­ ¨ íâ¨

£à ­¨ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î ��¥«ì¤¥à  á ¯®ª § â¥«¥¬ � = min
�
�; 1� 2

p

	
. �à®¬¥

â®£®, ¤«ï «î¡®£® t 2 � ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®

eC+(�; f ; t)� eC�(�; f ; t) = f(t): (9)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì fY1; Y2; : : : g ¥áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì £« ¤ª¨å äã­ªæ¨©, § ¤ ­­ëå
­  ®âà¥§ª¥ I, à ¢­®¬¥à­® áå®¤ïé ïáï ª Y ¨ â ª ï, çâ® Yn(0) = Yn(1) = 0, n = 1; 2; : : : �®«®¦¨¬
�n = gr Yn. �§ ª« áá¨ç¥áª¨å â¥®à¥¬ ® ¯¥à¥å®¤¥ ª ¯à¥¤¥«ã ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­â¥£à «  �â¨«ìâì¥á 
­¥âàã¤­® ¢ë¢¥áâ¨ à ¢¥­áâ¢® eC(�; ef ; z) = lim

n!1

eC(�n; ef ; z), £¤¥ ef ®§­ ç ¥â â® ¦¥, çâ® ¨ ¢ ¤®ª -

§ â¥«ìáâ¢¥ «¥¬¬ë. �® ­  £« ¤ª®© ¤ã£¥ �n à áè¨à¥­­ë© ¨­â¥£à « �®è¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡ëç­ë¬
¨­â¥£à «®¬ â¨¯  �®è¨, ¨ ª ¥£® à §­®áâ¨ á ¨­â¥£à «®¬ C(grY0; ef ; z) ¯à¨¬¥­¨¬  ä®à¬ã«  �®à¥«ï{
�®¬¯¥©î. �âáî¤  ­¥âàã¤­® ¢ë¢¥áâ¨ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¨­â¥£à «  eC(�; f ; z) ¨ à ¢¥­áâ¢®

eC(�; f ; z)� C(grY0; f ; z) = s(z)f(z) +
1
�

ZZ
C

@f

@�

s(�)dx dy
� � z

;
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£¤¥ s(z) ¥áâì á¨£­ âãà  à §­®áâ¨ �� grY0; íâ® ¯®«­ë©  ­ «®£ à ¢¥­áâ¢  (5), ¨ ¨§ ­¥£® á«¥¤ãîâ
¢á¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï â¥®à¥¬ë. � ç áâ­®áâ¨, ä®à¬ã«  (9) á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï

eC(�; f ; z) = C(grY0; f ; z) + s(z)f(z) +
1
�

ZZ
C

@f

@�

s(�)dx dy
� � z

;

áª çª¨ äã­ªæ¨© C(grY0; f ; z) ¨ s(z)f(z) ­  grY0 ¢§ ¨¬­® ã­¨çâ®¦ îâáï, ­  � ¯¥à¢ ï ¨§ íâ¨å
äã­ªæ¨© áª çª  ­¥ ¨¬¥¥â,   ¢â®à ï ¨¬¥¥â áª ç®ª f (á ãç¥â®¬ ®à¨¥­â æ¨¨).

�¯à ¢¥¤«¨¢®áâì ä®à¬ã«ë �®å®æª®£® ¤«ï à áè¨à¥­­®£® ¨­â¥£à «  â¨¯  �®è¨ ®§­ ç ¥â, çâ®
®­ ¬®¦¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ¤«ï à¥è¥­¨ï ªà ¥¢ëå § ¤ ç â ª ¦¥, ª ª ®¡ëç­ë© ¨­â¥£à « â¨¯  �®è¨.
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