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� ¡®â  ¯®á¢ïé¥  ¨áá«¥¤®¢ ¨î à §à¥è¨¬®áâ¨ ®¯¥à â®à®£® ãà ¢¥¨ï

Tx = Fx (1)

á ¥¯à¥àë¢ë¬ ®¯¥à â®à®¬ T : X ! Y ¨ ¢¯®«¥ ¥¯à¥àë¢ë¬ ®¯¥à â®à®¬ F : X ! Y , X, Y |
¡  å®¢ë ¯à®áâà áâ¢ .

�à ¢¥¨¥ (1) ¨áá«¥¤®¢ «®áì ¬®£¨¬¨  ¢â®à ¬¨ ¢ á«ãç ïå, ª®£¤  T | «¨¥©ë© ®¯¥à â®à
(â ª  §ë¢ ¥¬ë¥ ª¢ §¨«¨¥©ë¥ ãà ¢¥¨ï) ¨«¨ T ¤®¯ãáª ¥â «¨¥ à¨§ æ¨î ( ¯à., ï¢«ï¥âáï
¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë¬ ®¯¥à â®à®¬). �¤ ª® ¨§¢¥áâ® ¬ «® à ¡®â, ¢ ª®â®àëå ãà ¢¥¨¥ (1) ¨§-
ãç ¥âáï á áãé¥áâ¢¥® ¥«¨¥©ë¬ ®¯¥à â®à®¬ T , â. ¥. ¡¥§ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï ® «¨¥ à¨§ã¥¬®áâ¨
®¯¥à â®à  T .

� à ¡®â¥ ¯à¥¤«®¦¥ á¯®á®¡ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï à §à¥è¨¬®áâ¨ ãà ¢¥¨ï (1), ®á®¢ ë©   ®-
¢®¬ ¯®ïâ¨¨ \ãáâ®©ç¨¢®© à §à¥è¨¬®áâ¨" ®â®á¨â¥«ì® ¥ª®â®à®£® ª« áá  ¢®§¬ãé¥¨©. � ¥¥
¯®¯ëâª  ¢¢¥¤¥¨ï â ª®£® ¯®ïâ¨ï ¡ë«  ¯à¥¤¯à¨ïâ  ¢ [1].

�á®¢®¥ ¢¨¬ ¨¥ ¢ à ¡®â¥ ã¤¥«ï¥âáï ¨§ãç¥¨î ãá«®¢¨© ãáâ®©ç¨¢®© à §à¥è¨¬®áâ¨ ¬®®-
â®ëå ¯® �¨â¨{�à ã¤¥àã ¨  ªªà¥â¨¢ëå ®¯¥à â®à®¢.

�¥à¥§ � ®¡®§ ç¨¬ ¥ª®â®à®¥ ¥¯ãáâ®¥ ¢ë¯ãª«®¥ ¬®¦¥áâ¢® ¥¯à¥àë¢ëå ®¯¥à â®à®¢ H :
X ! Y , ¨ ¯ãáâì G � Y | ¯®¤¬®¦¥áâ¢® ¯à®áâà áâ¢  Y .

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1. �¥¯à¥àë¢ë© ®¯¥à â®à T : X ! Y ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ãáâ®©ç¨¢® à §à¥è¨-
¬ë¬ ®â®á¨â¥«ì® ª« áá  � ¨ ¬®¦¥áâ¢  G ((�; G)-ãáâ®©ç¨¢® à §à¥è¨¬ë¬), ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£®
®¯¥à â®à  H 2 � ¨ ¯à®¨§¢®«ì®£® í«¥¬¥â  g 2 G ãà ¢¥¨¥

Tx = Hx+ g

¨¬¥¥â å®âï ¡ë ®¤® à¥è¥¨¥.

� ®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ®¡« ¤ ¥â ¨§¢¥áâ®© áâ¥¯¥ìî ®¡é®áâ¨, â. ª. ®áâ ¢«ï¥â á¢®¡®¤ã ¢ë¡®à 
ª« áá  � ¨ ¬®¦¥áâ¢  G. �®¤¥à¦ â¥«ìë¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ®¡ ãáâ®©ç¨¢®© à §à¥è¨¬®áâ¨ ¬®¦®
¯®«ãç¨âì ®â®á¨â¥«ì® ¥áâ¥áâ¢¥®£® ª« áá 

� (X;Y ) = fH : X ! Y ¢¯®«¥ ¥¯à¥àë¢ë© ¨ â ª®©, çâ® lim
r!1

sup
kxk=r

kHxk = 0g:

�ã¤¥¬ â ª¦¥ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ¬®¦¥áâ¢® G á®¢¯ ¤ ¥â á® ¢á¥¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ X. � íâ®¬
á«ãç ¥ ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì ¯à®áâ® ®¡ ãáâ®©ç¨¢®© à §à¥è¨¬®áâ¨. �¢®©áâ¢® ãáâ®©ç¨¢®© à §à¥è¨¬®áâ¨
á®åà ï¥âáï ¯à¨ ¢¯®«¥ ¥¯à¥àë¢ëå ¢®§¬ãé¥¨ïå ®¯à¥¤¥«¥®£® â¨¯ . �¡ íâ®¬ £®¢®à¨â

�¥®à¥¬  1. �ãáâì T : X ! Y | ãáâ®©ç¨¢® à §à¥è¨¬ë© ®¯¥à â®à, á¥¬¥©áâ¢® K : X �
[0; 1]! Y ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬

1) K(�; t) ¢¯®«¥ ¥¯à¥àë¢ë© ¯à¨ ª ¦¤®¬ t 2 [0; 1];
2) K(x; 0) = 0 ¤«ï «î¡®£® x 2 X.

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ä¨ á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨©
(96-15-96195).
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�á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ç¨á«® er > 0 â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® r > er ¨ «î¡®£® t 2 [0; 1] á¯à ¢¥¤«¨¢®

inf
kxk=r

kTx�K(x; t)k 6= 0;

â® ®¯¥à â®à T �K(�; 1) ãáâ®©ç¨¢® à §à¥è¨¬.

�ãáâì H 2 �(X;Y ). �à¨¢¥¤¥¬ áå¥¬ã ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¢ ¤¢  íâ ¯ . � ç «  ¯®ª ¦¥¬, çâ®
®£à ¨ç¥® ¬®¦¥áâ¢®

S = fx 2 X : Tx�K(x; t) = Hx ¤«ï ¥ª®â®à®£® t 2 [0; 1]g:

�á«¨ S | ¥®£à ¨ç¥®¥ ¬®¦¥áâ¢®, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fxng � S ¨ á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ç¨á¥« ftng â ª¨å, çâ® kxnk � n. �«ï íâ¨å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¥©
¨¬¥¥¬

0 = lim
n!1

kHxnk = lim
n!1

kTxn �K(xn; tn)k � inf
kxk=kxnk; t2[0;1]

kTx�K(x; t)k 6= 0 ¤«ï kxnk � er:
�à¨è«¨ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬®¦¥áâ¢® S ®£à ¨ç¥®.

�¥à¥©¤¥¬ ª® ¢â®à®¬ã íâ ¯ã. � ª ¯®ª § ® ¢ëè¥, ¬®¦¥áâ¢® S | ®£à ¨ç¥®¥ § ¬ªãâ®¥
¬®¦¥câ¢®, â. ¥.  ©¤¥âáï r0 > 0 â ª®e, çâ® S � Ur0 , £¤¥ Ur0 | ®âªàëâë© è à à ¤¨ãá  r0 á
æ¥âà®¬ ¢ ã«¥ ¯à®áâà áâ¢  X. �®£« á® «¥¬¬¥ �àëá®  ([2], á. 25) áãé¥áâ¢ã¥â ¥¯à¥àë¢ë©
äãªæ¨® « ' : X ! R â ª®©, çâ®

0 � '(x) � 1; '(x) = 1 ¤«ï x 2 S; '(x) = 0 ¤«ï x =2 Ur0 :

� ãà ¢¥¨¨

Tx = Hx+K(x; '(x)) = eHx

®¯¥à â®à eH ¢¯®«¥ ¥¯à¥àë¢¥.
T ª ª ª ¤«ï «î¡®£® r > r0 § ç¥¨¥ äãªæ¨® «  �àëá®  à ¢® ã«î, â®

lim
r!1

sup
kxk=r

kK(x; '(x))k = 0;

¯®íâ®¬ã

lim
r!1

sup
kxk=r

k eHxk � lim
r!1

sup
kxk=r

kHxk+ lim
r!1

sup
kxk=r

kK(x; '(x))k = 0:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, eH 2 �(X;Y ). �¯¥à â®à T ãáâ®©ç¨¢® à §à¥è¨¬, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ãà ¢¥¨¥

Tx = eHx

¨¬¥¥â å®âï ¡ë ®¤® à¥è¥¨¥ x0 2 X. �ë¬¨ á«®¢ ¬¨, x0 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â à ¢¥áâ¢ã

Tx0 �K(x0; '(x)) = Hx0:

�®£« á® ®¯à¥¤¥«¥¨î ¬®¦¥áâ¢  S ¨¬¥¥¬ x0 2 S ¨ '(x0) = 1.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, T �K(�; 1) | ãáâ®©ç¨¢® à §à¥è¨¬ë© ®¯¥à â®à.
�á¯®«ì§ãï â¥®à¥¬ã 1, ¯®«ãç¨¬ á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ®¡ ãá«®¢¨ïå à §à¥è¨¬®áâ¨ ãà ¢¥-

¨ï (1).

�¥®à¥¬  2. �ãáâì T : X ! Y | ãáâ®©ç¨¢® à §à¥è¨¬ë© ®¯¥à â®à, ¢¯®«¥ ¥¯à¥àë¢ë©
®¯¥à â®à F : X ! Y ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î: cãé¥áâ¢ã¥â ç¨á«® r0 > 0 â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®£®
r > r0 ¢ë¯®«¥® ¥à ¢¥áâ¢®

sup
kxk=r

kFxk < inf
kxk=r

kTxk:

�®£¤  ãà ¢¥¨¥ (1) ¨¬¥¥â å®âï ¡ë ®¤® à¥è¥¨¥ x 2 Ur0.
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� ¬¥â¨¬ áå¥¬ã ¤®ª § â¥«ìáâ¢ . �¯®«¥ ¥¯à¥àë¢ë© ®¯¥à â®à K : X� [0; 1]! Y ®¯à¥¤¥«¨¬
à ¢¥áâ¢®¬

K(x; t) = tFx:

�«ï «î¡®£® r > r0 ¨¬¥¥¬

inf
kxk=r

kTx�K(x; t)k � inf
kxk=r

kTxk � sup
kxk=r

kK(x; t)k � inf
kxk=r

kTxk � sup
kxk=r

kFxk > 0:

�¯¥à â®à K(x; t) = tFx ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥¬ë 1, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ®¯¥à â®à T � F
ãáâ®©ç¨¢® à §à¥è¨¬, ¨ ãà ¢¥¨¥

Tx� Fx = Hx

á ¢¯®«¥ ¥¯à¥àë¢ë¬ ®¯¥à â®à®¬ H 2 �(X;Y ) ¨¬¥¥â å®âï ¡ë ®¤® à¥è¥¨¥. �ë¡¨à ï ¢ ª ç¥-
áâ¢¥ ¢¯®«¥ ¥¯à¥àë¢®£® ®¯¥à â®à  H ã«¥¢®© ®¯¥à â®à, ¯®«ãç¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë 2.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, â¥®à¥¬  2 ¯®§¢®«ï¥â ¯à¨  «¨ç¨¨ ¤®áâ â®çëå ãá«®¢¨© ãáâ®©ç¨¢®© à §à¥-
è¨¬®áâ¨ ®¯¥à â®à  T ãáâ ®¢¨âì ä ªâ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï (1).

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ ¤®áâ â®çë¥ ¯à¨§ ª¨ ãáâ®©ç¨¢®© à §à¥è¨¬®áâ¨ ¤«ï ¤¢ãå ª« áá®¢ ¥«¨¥©-
ëå ®¯¥à â®à®¢. �à¥¤¢ à¨â¥«ì®  ¯®¬¨¬ ¥ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ( ¯à., [3]).

�ãáâì A : X ! X | «¨¥©ë©, áîàê¥ªâ¨¢ë© ®¯¥à â®à á ª®¥ç®¬¥àë¬ ï¤à®¬.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. �¯¥à â®à T : X ! X� ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì A-¬®®â®ë¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå
x1; x2 2 D(T ) ¢ë¯®«ï¥âáï ¥à ¢¥áâ¢®

hTx1 � Tx2; A(x1 � x2)i � 0:

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. �¯¥à â®à T : X ! X� ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì A-ª®íàæ¨â¨¢ë¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£®
x 2 D(T ) á¯à ¢¥¤«¨¢® ¥à ¢¥áâ¢®

hTx;Axi � (kxk)kxk

á äãªæ¨¥©  : [0;1)! R, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨î lim
t!1

(t) =1.

�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ®¯¥à â®à A = I â®¦¤¥áâ¢¥ë©, ¢¢¥¤¥ë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï á®¢¯ -
¤ îâ á ®¯à¥¤¥«¥¨ï¬¨ ¬®®â®®£® ¨ ª®íàæ¨â¨¢®£® ¯® �¨â¨{�à ã¤¥àã ®¯¥à â®à  [3]. �«ãç ©,
ª®£¤  A | «¨¥©ë© ®¡à â¨¬ë© ®¯¥à â®à, ¨áá«¥¤®¢  ¢ [4].

�¥®à¥¬  3. �ãáâì X | £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà áâ¢® ¨ ¢ë¯®«¥ë ãá«®¢¨ï

1) ®¯¥à â®à T : X ! X ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨ A-¬®®â®®áâ¨ ¨ A-ª®íàæ¨â¨¢®áâ¨;
2) ®¯¥à â®à F : X ! X ¢¯®«¥ ¥¯à¥àë¢¥ ¨ cãé¥áâ¢ã¥â ç¨á«® r0 > 0 â ª®¥, çâ® ¤«ï

«î¡®£® r > r0 á¯à ¢¥¤«¨¢® ¥à ¢¥áâ¢®

sup
kxk=r

kFxk � (r)=kAk:

�®£¤  ®¯¥à â®à T : X ! X ãáâ®©ç¨¢® à §à¥è¨¬ ¨ ãà ¢¥¨¥ (1) ¨¬¥¥â å®âï ¡ë ®¤® à¥è¥¨¥
x 2 Ur0.

� ¬¥ç ¨¥. � á«ãç ¥ à¥ä«¥ªá¨¢®£® ¡  å®¢  ¯à®áâà áâ¢  X ¬®¦® ¤®ª § âì á¯à ¢¥¤«¨-
¢®áâì   «®£¨ç®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï, ®¤ ª® ¯à¨ ¡®«¥¥ á¨«ì®¬ âà¥¡®¢ ¨¨ ¨§®¬®àä®áâ¨ ®¯¥à -
â®à  A : X ! X.

� ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  ¯à¨¬¥¥¨ï â¥®à¥¬ë 3 à áá¬®âà¨¬ § ¤ çã �®è¨

d

dt

�
k

�
dx

dt

�
dx

dt

�
= f(t; x); t 2 [0; 1]; x(0) = x0;

dx

dt

����
t=0

= 0: (2)

� ®¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®¥ ãà ¢¥¨¥ ¢®§¨ª ¥â ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ § ¤ ç ®¤®¬¥à®© áâ æ¨® à®©
â¥¯«®¯à®¢®¤®áâ¨. � íâ®¬ á«ãç ¥ x | â¥¬¯¥à âãà , t | ª®®à¤¨ â , k(�) | ª®íää¨æ¨¥â â¥-
¯«®¯à®¢®¤®áâ¨ (¥¯à¥àë¢ ï äãªæ¨ï), äãªæ¨ï f(�; �) å à ªâ¥à¨§ã¥â ¨áâ®ç¨ª¨ â¥¯« .
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�¥®à¥¬  4. �ãáâì
1) äãªæ¨ï tk(t) ¥ã¡ë¢ îé ï ¤«ï ¢á¥å t 2 R;
2) áãé¥áâ¢ã¥â ¥®âà¨æ â¥«ì®¥ ç¨á«® a â ª®¥, çâ® k(t) � a ¤«ï «î¡®£® t 2 R;
3) äãªæ¨ï f(�; �) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î � à â¥®¤®à¨ ¨ á¯à ¢¥¤«¨¢® ¥à ¢¥áâ¢®

jf(s; u)j � c(s) + djuj; c 2 L2; 0 < d < a:

�®£¤  § ¤ ç  (2) ¨¬¥¥â å®âï ¡ë ®¤® à¥è¥¨¥ ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ D2  ¡á®«îâ® ¥¯à¥àë¢ëå
äãªæ¨© x : [0; 1]! R â ª¨å, çâ® _x 2 L2.

�àã£¨¬ ª« áá®¬ ¥«¨¥©ëå ®¯¥à â®à®¢, ®¡« ¤ îé¨å á¢®©áâ¢®¬ ãáâ®©ç¨¢®© à §à¥è¨¬®áâ¨,
ï¢«ïîâáï  ªªà¥â¨¢ë¥ ([5], c. 316) ®¯¥à â®àë. �®ïâ¨¥  ªªà¥â¨¢®£® ®¯¥à â®à  ¢ ¡  å®¢®¬
¯à®áâà áâ¢¥ ¢¢®¤¨âáï ®â®á¨â¥«ì® ä¨ªá¨à®¢ ®£® ¤ã «ì®£® ([5], c. 311) ®â®¡à ¦¥¨ï.

� ä¨ªá¨àã¥¬ «¨¥©ë© ¢¯®«¥ ¥¯à¥àë¢ë© ®¯¥à â®à � : X ! X c ã«¥¢ë¬ ï¤à®¬. �ä®à-
¬ã«¨àã¥¬ â¥®à¥¬ã ®¡ ãáâ®©ç¨¢®© à §à¥è¨¬®áâ¨  ªªà¥â¨¢®£® ª®íàæ¨â¨¢®£® ®¯¥à â®à  T ¨
à §à¥è¨¬®áâ¨ ãà ¢¥¨ï

Tx = F�x: (3)

�¥®à¥¬  5. �ãáâì ¢ë¯®«¥ë ãá«®¢¨ï

1) X | ¢¥é¥áâ¢¥®¥ à¥ä«¥ªá¨¢®¥ ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢®, ¤®¯ãáª îé¥¥  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î,
¨ X� áâà®£® ¢ë¯ãª«®;

2) ¤ã «ì®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ J : X ! X� ¥¯à¥àë¢®, áîàê¥ªâ¨¢® ¨ ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬:
¥á«¨ xi * x, â® Jxi * Jx;

3) T : X ! X |  ªªà¥â¨¢ë©, ª®íàæ¨â¨¢ë© ®¯¥à â®à;
4) ¤«ï ¥¯à¥àë¢®£®, ®£à ¨ç¥®£® ®¯¥à â®à  F : X ! X cãé¥áâ¢ã¥â ç¨á«® r0 > 0 â ª®¥,

çâ® ¤«ï «î¡®£® r > r0 á¯à ¢¥¤«¨¢® ¥à ¢¥áâ¢® supkxk=r kF�xk � (r).

�®£¤  1) ®¯¥à â®à T ãáâ®©ç¨¢® à §à¥è¨¬ ®â®á¨â¥«ì® ª« áá  ¢¯®«¥ ¥¯à¥àë¢ëå ®¯¥à â®-

à®¢ H, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ëå ¢ ¢¨¤¥ H = eH�, £¤¥ eH | ¥¯à¥àë¢ë© ®£à ¨ç¥ë© ®¯¥à â®à, ã¤®-
¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨î lim

r!1
sup
kxk=r

k eHxk = 0; 2) ãà ¢¥¨¥ (3) ¨¬¥¥â ¢ è à¥ Ur0 å®âï ¡ë ®¤®

à¥è¥¨¥.
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