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� ª« áá¨ç¥áª¨¬ ¢®¯à®á ¬ ã­¨¢¥àá «ì­®©  «£¥¡àë,   â ª¦¥ â¥®à¨© ª®­ªà¥â­ëå ª« áá®¢  «-
£¥¡à: £àã¯¯, à¥è¥â®ª, ª®«¥æ ¨ â. ¤., ®â­®á¨âáï ¢®¯à®á ®¡ ®¯à¥¤¥«¨¬®áâ¨  «£¥¡à ¤ ­­®£® ª« áá 
á ¯®¬®éìî â¥å ¨«¨ ¨­ëå ¯à®¨§¢®¤­ëå áâàãªâãà (à¥è¥âª¨ ¯®¤ «£¥¡à, £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢,
¯®«ã£àã¯¯ë í­¤®¬®àä¨§¬®¢ ¨ â. ¤.). �ãáâì ¤«ï ã­¨¢¥àá «ì­®©  «£¥¡àë A ç¥à¥§ A0 ®¡®§­ ç¥­ 
­¥ª®â®à ï ¯à®¨§¢®¤­ ï ®â A  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  (ª ¯à¨¬¥àã, A0 = SubA | à¥è¥âª  ¯®¤-
 «£¥¡à  «£¥¡àë A, A0 = AutA | £àã¯¯   ¢â®¬®àä¨§¬®¢  «£¥¡àë A, A0 = EndA | ¯®«ã£àã¯¯ 
í­¤®¬®àä¨§¬®¢  «£¥¡àë A, A0 = IsoA | ¯®«ã£àã¯¯  ¢­ãâà¥­­¨å ¨§®¬®àä¨§¬®¢  «£¥¡àë A).
�®£¤  ãª § ­­ë© ¢®¯à®á ä®à¬ã«¨àã¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¢¥à­® «¨, çâ® ¤«ï ¤ ­­®£® ª« áá 
K ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à ¨§ ¨§®¬®àä¨§¬   «£¥¡à ¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ A0

1 ¨ A0
2 (A1, A2 | ¯à®¨§-

¢®«ì­ë¥ K- «£¥¡àë) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§®¬®àä¨§¬ (¨«¨ ¨­ ï ä®à¬  ¡«¨§®áâ¨) á ¬¨å K- «£¥¡à A1 ¨
A2.

� ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  ª®­ªà¥â¨§ æ¨¨ ¯®¤®¡­®© ¯à®¡«¥¬ë ãª ¦¥¬ «¨èì ­  ¯à®¡«¥¬ã 1.4 ¨§ [1]:
­ ©â¨ ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå à¥è¥âª  SubA ¢á¥å ¯®¤à¥è¥â®ª ®¯à¥¤¥«ï¥â à¥è¥âªã A á â®ç­®-
áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  (¯à ¢¨«ì­¥¥, ª®­¥ç­®, | á â®ç­®áâìî ¤® ¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨, â. ¥. ¤«ï ª ª¨å
à¥è¥â®ª A ¨§ SubA �= SubA1 á«¥¤ã¥â A �= A1 ¨«¨ A �= A�

1, £¤¥ A1 | ¯à®¨§¢®«ì­ ï à¥è¥âª ,  
A�

1 | à¥è¥âª , ¤¢®©áâ¢¥­­ ï à¥è¥âª¥ A1). � ­­ ï à ¡®â  ¯à¥¤« £ ¥â ­¥ª®â®àë© ¯®¤å®¤ ª íâ®©
¯à®¡«¥¬ â¨ª¥ á ¯®§¨æ¨© à¥§ã«ìâ â®¢, ¯®«ãç¥­­ëå  ¢â®à®¬ ¤«ï ¢¢¥¤¥­­ëå ¨¬ ¯®­ïâ¨© ãá«®¢­®£®
â¥à¬  ¨ ãá«®¢­®© à æ¨®­ «ì­®© íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨  «£¥¡à.

� ¯®¬­¨¬ ­¥ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ à¥§ã«ìâ âë. �®¤ ãá«®¢¨¥¬ á¨£­ âãàë � ¯®­¨¬ ¥¬ ª®-
­¥ç­ãî á¨áâ¥¬ã

T (x) =

8>><
>>:
t11(x) =

i1 t12(x);

: : : : : : : : : : : :

tn1 (x) =
in tn2 (x)

à ¢¥­áâ¢ ¨ ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬¥¦¤ã â¥à¬ ¬¨ tij(x) á¨£­ âãàë �. �¤¥áì ij 2 f0; 1g ¨ =0 eáâì 6=,   =1

®§­ ç ¥â =.
�®¤ ¯®«­®© á¨áâ¥¬®© ãá«®¢¨© á¨£­ âãàë � ¡ã¤¥¬ ¯®­¨¬ âì ª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®

fT1(x); : : : ; Tk(x)g ãá«®¢¨© á¨£­ âãàë � â ª®¥, çâ® ä®à¬ã« 
kW

i=1
Ti(x) ®¡é¥§­ ç¨¬ ,   ¤«ï j 6= l

ä®à¬ã«ë fTj(x)&Tl(x)g ­¥¢ë¯®«­¨¬ë. �®­ïâ¨¥ ãá«®¢­®£® â¥à¬  á¨£­ âãàë � ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨­-
¤ãªæ¨¥©: «î¡ ï ¯¥à¥¬¥­­ ï ï¢«ï¥âáï ãá«®¢­ë¬ â¥à¬®¬; ¥á«¨ t1(x); : : : ; tn(x) | ãá«®¢­ë¥ â¥à¬ë
¨ f | n-¬¥áâ­ë© äã­ªæ¨®­ «ì­ë© á¨¬¢®« ¨§ �, â® f(t1(x); : : : ; tn(x)) | â ª¦¥ ãá«®¢­ë© â¥à¬
á¨£­ âãàë �; ¥á«¨ t1(x); : : : ; tn(x) | ãá«®¢­ë¥ â¥à¬ë ¨ fT1(x); : : : ; Tn(x)g | ¯®«­ ï á¨áâ¥¬ 
ãá«®¢¨© á¨£­ âãàë �, â®

t(x) =

8>><
>>:
T1(x)! t1(x);

: : : : : : : : : : : :

Tn(x)! tn(x)

(1)
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| â ª¦¥ ãá«®¢­ë© â¥à¬ á¨£­ âãàë �; «î¡®© ãá«®¢­ë© â¥à¬ ¯®«ãç ¥âáï §  ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® è -
£®¢ á®£« á­® ¯à¨¢¥¤¥­­ë¬ ¯à ¢¨« ¬. �«ï «î¡®© ã­¨¢¥àá «ì­®©  «£¥¡àë A á¨£­ âãàë � «î¡®©
ãá«®¢­ë© â¥à¬ t(x) íâ®© á¨£­ âãàë ®¯à¥¤¥«ï¥â ­  A ãá«®¢­® â¥à¬ «ì­ãî äã­ªæ¨î. �¯à¥¤¥«¥-
­¨¥ ¯à¨ íâ®¬ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¨­¤ãªâ¨¢­®¬ã ®¯à¥¤¥«¥­¨î ãá«®¢­®£® â¥à¬ .
� ¬¥â¨¬ «¨èì, çâ® ¥á«¨ ãá«®¢­ë© â¥à¬ t(x) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®£« á­® ¯à ¢¨«ã (1), â® ¤«ï «î¡ëå
a; b 2 A � t(a) = b â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï ­¥ª®â®à®£® i � n A � Ti(a) ¨ ti(a) = b.
�«ï «î¡®£® ª« áá  K ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à á¨£­ âãàë � = hfn1

1 ; : : : ; fnk
k ; : : :i ¨ «î¡®© ¯®á«¥-

¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ t = ht1(x1); : : : ; tk(xk); : : :i ãá«®¢­ëå â¥à¬®¢ á¨£­ âãàë � â ª¨å, çâ® ti(xi) § ¢¨-
á¨â ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå x1; : : : ; xnk , ¤«ï «î¡®© K- «£¥¡àë A = hA;�i ç¥à¥§ At ®¡®§­ ç¨¬  «£¥¡àã
A = hA; t1; : : : ; tk; : : :i, £¤¥ äã­ªæ¨¨ fi á¨£­ âãàë �  «£¥¡àë At ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª ª á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é¨¥ ãá«®¢­®-â¥à¬ «ì­ë¥ äã­ªæ¨¨ ti  «£¥¡àë A.

�ãáâì � | ­¥ª®â®à®¥ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ®á­®¢­®£® ¬­®¦¥áâ¢   «£¥¡àë
A = hA;�1i ­  ¬­®¦¥áâ¢® B. �¥à¥§ �(A) ®¡®§­ ç¨¬  «£¥¡àã hB;�1i, £¤¥ á¨£­ âãà­ë¥ äã­ª-
æ¨¨ ­  B ¨­¤ãæ¨àãîâáï á¨£­ âãà­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨  «£¥¡àë A ¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ �. �®£« á­®
[2] ¤¢¥ ã­¨¢¥àá «ì­ë¥  «£¥¡àë A = hA;�1i ¨ B = hB;�2i ­ §ë¢ îâáï ãá«®¢­® à æ¨®­ «ì­®

íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � ¬­®¦¥áâ¢  A ­  B ¨
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ãá«®¢­ëå â¥à¬®¢ t

1
(t

2
) á¨£­ âãàë �1 (�2), á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ (¯®  à­®áâ¨)

á¨£­ âãà¥ �2 (�1) ¨ â ª¨¥, çâ® (�(A))t
1

= B ¨ ((�(A))t
1

)t
2

= �(A).
H ¯®¬­¨¬ ¯®­ïâ¨ï ¬ âà¨ç­®© áâ¥¯¥­¨ A[n] (¯à¨ n 2 !) ã­¨¢¥àá «ì­®©  «£¥¡àë ¨ �-à¥¤ãªâ 

A(�)  «£¥¡àë A, £¤¥ �(x) | ¨¤¥¬¯®â¥­â­ë© â¥à¬, â. ¥. ­¥ª®â®àë© â¥à¬, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ­  A
â®¦¤¥áâ¢ã �(�(x)) = �(x) (¡®«¥¥ ¯®¤à®¡­® ®¡ íâ¨å ¯®­ïâ¨ïå á¬., ­ ¯à., ¢ [3], [4]). �«£¥¡à  A[n]

¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¤¥ª àâ®¢®© áâ¥¯¥­¨ An  «£¥¡àë A ®¡®£ é¥­¨¥¬ ¯ãâ¥¬ ¢¢¥¤¥­¨ï ¢ á¨£­ âãàã ¤¢ãå
¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ®¯¥à æ¨© d (n-¬¥áâ­®©) ¨ p (1-¬¥áâ­®©), ®¯à¥¤¥«¥­­ëå á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

d(x0; : : : ; xn�1) = hx00; x
1
1; : : : ; x

n�1
n�1i;

£¤¥ xi = hxi
0; : : : ; x

i
n�1i; ¨ p(hx0; : : : ; xn�1i) = hx1; : : : ; xn�1; x0i:

�á­®¢­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬  «£¥¡àë A(�) ï¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® fa 2 A j �(a) = ag,   §­ ç¥­¨ï
á¨£­ âãà­ëå äã­ªæ¨© f(x1; : : : ; xn) ¤«ï  «£¥¡àë A(�) ®¯à¥¤¥«¥­ë ª ª â¥à¬ «ì­ë¥ äã­ªæ¨¨
�(f(x1; : : : ; xn)) a«£¥¡àë A. �®­ïâ¨¥ ®¡à â¨¬®£® â¥à¬  �(x) ¤ ­® ¢ [3], [4]. �®­ïâ¨¥ áå®¦¥áâ¨
ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à ¢¢¥¤¥­® ¢ [2]:  «£¥¡àë A = hA;�1i ¨ B = hB;�2i ­ §ë¢ îâáï áå®¦¨¬¨,
¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â n 2 w ¨ ®¡à â¨¬ë© â¥à¬ �(x) á¨£­ âãàë ¬ âà¨ç­®© áâ¥¯¥­¨  «£¥¡àë A[n] â ª®©,
çâ® A[n]

� �(�(x)) = �(x) ¨ ¯à¨ íâ®¬  «£¥¡àë A[n](�) ¨ B ãá«®¢­® à æ¨®­ «ì­® íª¢¨¢ «¥­â­ë. �
[2] ¤®ª § ­ 

�¥®à¥¬  A. �«ï ª®­¥ç­ëå ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à A = hA;�1i ¨ B = hB;�2i á«¥¤ãîé¨¥

ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë:

1) A ¨ B áå®¦¨,

2) ¯®«ã£àã¯¯ë IsoA ¨ IsoB ¨§®¬®àä­ë, ¨ ¯à¨ íâ®¬ ¨§®¬®àä¨§¬¥ ¨¤¥¬¯®â¥­âë, á®®â¢¥â-

áâ¢ãîé¨¥ ®¤­®í«¥¬¥­â­ë¬ ¯®¤ «£¥¡à ¬  «£¥¡àë A, ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ ¯®¤®¡­ë¥ ¨¤¥¬¯®â¥­-

âë ¯®«ã£àã¯¯ë IsoB.

� áá¬ âà¨¢ ï IsoA, SubA, AutA ª ª ¯à®¨§¢®¤­ë¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ á¨áâ¥¬ë ®â ã­¨¢¥àá «ì-
­ëå  «£¥¡à A, § ¬¥â¨¬, çâ® IsoA ï¢«ï¥âáï ¡®«¥¥ á¨«ì­®© ¯à®¨§¢®¤­®©, ç¥¬ SubA ¨ AutA. �¥©-
áâ¢¨â¥«ì­®, à¥è¥âª  SubA áâ ­¤ àâ­ë¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ç áâ¨ç­® ã¯®àï¤®ç¥­­ ï
á®¢®ªã¯­®áâì ¨¤¥¬¯®â¥­â®¢ ¨­¢¥àá­®© ¯®«ã£àã¯¯ë IsoA,   £àã¯¯  AutA | ¯®¤£àã¯¯  í«¥¬¥­-
â®¢ ¯®«ã£àã¯¯ë IsoA ®¡à â¨¬ëå ¢ IsoA ¤® ­ ¨¡®«ìè¥£® ¨¤¥¬¯®â¥­â  ¯®«ã£àã¯¯ë IsoA. � ª¨¬
®¡à §®¬, ¤«ï «î¡ëå  «£¥¡à A1, A2 ¨§ IsoA1

�= IsoA2 ¢ëâ¥ª îâ ¨§®¬®àä¨§¬ë SubA1
�= SubA2

¨ AutA1
�= AutA2.

�¥âàã¤­® § ¬¥â¨âì, çâ® ¤«ï ¨¤¥¬¯®â¥­â­ëå  «£¥¡à,  «£¥¡à ¨ç¥áª ï áâàãªâãà  ª®â®àëå ®¤-
­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®â­®è¥­¨¥¬ ¯®àï¤ª  ­  ®á­®¢­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥  «£¥¡àë,   á ¬ íâ®â ¯®àï-
¤®ª â ª¦¥ ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«¨¬ ç¥à¥§ á¨£­ âãà­ë¥ äã­ªæ¨¨  «£¥¡àë (ª ¯à¨¬¥àã: à¥è¥âª¨,
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¯®«ãà¥è¥âª¨), ¨§®¬®àä¨§¬ ¯®«ã£àã¯¯ IsoA1 ¨ IsoA2 ¯®¤®¡­ëå  «£¥¡à ¢«¥ç¥â ­ «¨ç¨¥ áãé¥-
áâ¢¥­­®© á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã  «£¥¡à ¬¨ A1 ¨ A2. � ç áâ­®áâ¨, ¤«ï «î¡ëå à¥è¥â®ª (¯®«ãà¥è¥â®ª) A1,
A2 ¨§ ¨§®¬®àä¨§¬  ¯®«ã£àã¯¯ IsoA1, IsoA2 ¢ëâ¥ª ¥â «¨¡® ¨§®¬®àä¨§¬ A1 ¨ A2, «¨¡® ¨§®¬®à-
ä¨§¬ A1 ¨ A�

2. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨¢¥¤¥­­ë© ¢ëè¥ ¢®¯à®á �. �à¥âæ¥à  ¬®¦¥â ¡ëâì ¯¥à¥ä®à¬ã-
«¨à®¢ ­ â ª: ®å à ªâ¥à¨§®¢ âì à¥è¥âª¨ L â ª¨¥, çâ® ¤«ï «î¡®© à¥è¥âª¨ L1 ¨§ ¨§®¬®àä¨§¬ 
SubL1

�= SubL ¢ëâ¥ª ¥â ¨§®¬®àä¨§¬ IsoL1
�= IsoL. �à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨­â¥à¥á ¢®¯à®á, ­ áª®«ìª®

­¥®¡å®¤¨¬®© ¤«ï ¯®¤®¡­®£® à¥§ã«ìâ â  ï¢«ï¥âáï ¢§ ¨¬®á¢ï§ì ¬¥¦¤ã  «£¥¡à ¨ç¥áª®© áâàãªâã-
à®©  «£¥¡àë ¨ ­¥ª®â®àë¬ ®â­®è¥­¨¥¬ ¯®àï¤ª . �à¨¢¥¤¥­­ë¥ ¤ «¥¥ à¥§ã«ìâ âë ¤¥¬®­áâà¨àãîâ,
çâ® â ª®© ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â.

�«ï «î¡®£® ª« áá  K ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à ç¥à¥§ K�n ®¡®§­ ç¨¬ ª« áá ª®­¥ç­ëå K-
 «£¥¡à. �ãáâì á¨£­ âãà  � ª« áá  K ª®­¥ç­ : � = hfn1

1 ; : : : ; fnm
m i. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ª®àâ¥¦ 

t = ht1(x1); : : : ; tm(xm)i â¥à¬®¢ á¨£­ âãàë � â ª¨å, çâ® ti(xi) § ¢¨á¨â ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå x1; : : : ; xni ,
 «£¥¡àã At ­ §®¢¥¬ t-á®¯àï¦¥­­®© ª  «£¥¡à¥ A.

�ãáâì A0 | ­¥ª®â®à ï (¢¯®«­¥ ®¯à¥¤¥«¥­­ ï) ¯à®¨§¢®¤­ ï  «£¥¡à ¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬ , á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé ï K- «£¥¡à¥ A. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¯à®¨§¢®¤­ ï 0 ®¯à¥¤¥«ï¥â K- «£¥¡àã A ¢ ª« áá¥ K
á â®ç­®áâìî ¤® ä¨­¨â à­®£® á®¯àï¦¥­¨ï, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ª®àâ¥¦¥© t

1
; : : : ; t

p

â¥à¬®¢ á¨£­ âãàë � â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡®©  «£¥¡àë A1 2 K ¨§®¬®àä¨§¬ á¨áâ¥¬ A0 �= A0
1 ¢«¥ç¥â

áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ®¤­®£® ¨§ á«¥¤ãîé¨å ¨§®¬®àä¨§¬®¢: A1
�= At1 ;A1

�= At2 ; : : : ;A1
�= Atp . �ã¤¥¬

£®¢®à¨âì â ª¦¥ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥, çâ® ¯à®¨§¢®¤­ ï 0 ®¯à¥¤¥«ï¥â K- «£¥¡àã A ¢ ª« áá¥ K á â®ç­®-

áâìî ¤® á®¯àï¦¥­­®áâ¥© t
1
; : : : ; t

p
. �ª ¦¥¬, çâ® ¯à®¨§¢®¤­ ï 0 ®¯à¥¤¥«ï¥â K- «£¥¡àã A ¢ ª« áá¥

K á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ , ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© K- «£¥¡àë A1 ¨§®¬®àä¨§¬ á¨áâ¥¬ A0 �= A0
1

¢«¥ç¥â ¨§®¬®àä¨§¬  «£¥¡à A ¨ A1.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯à¥¤¥«¨¬®áâì  «£¥¡à ª« áá  K ¯à®¨§¢®¤­®© 0 á â®ç­®áâìî ¤® ä¨­¨â à­®©

á®¯àï¦¥­­®áâ¨ ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é¥­¨¥¬ ¯®­ïâ¨ï ®¯à¥¤¥«¨¬®áâ¨  «£¥¡à ª« áá  K ¯à®¨§¢®¤­®© 0 á
â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ . � ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  ¯®­ïâ¨ï ®¯à¥¤¥«¨¬®áâ¨ á â®ç­®áâìî ¤® ä¨­¨-
â à­®© á®¯àï¦¥­­®áâ¨ ãª ¦¥¬ áâ ­¤ àâ­ãî á¨âã æ¨î ®¡ ®¯à¥¤¥«¨¬®áâ¨ à¥è¥â®ª á â®ç­®áâìî
¤® ¤¢®©áâ¢¥­­ëå: ¯à®¨§¢®¤­ ï 0 ®¯à¥¤¥«ï¥â à¥è¥âª¨ ª« áá  K á â®ç­®áâìî ¤® ¤¢®©áâ¢¥­­ëx,
¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå à¥è¥â®ª A1;A2 2 K ¨§®¬®àä¨§¬ á¨áâ¥¬ A0

1
�= A0

2 ¢«¥ç¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ®¤­®£®
¨§ ¨§®¬®àä¨§¬®¢ A1

�= A2 ¨«¨ A1
�= A�

2 (A
�
2 | à¥è¥âª , ¤¢®©áâ¢¥­­ ï à¥è¥âª¥ A2).

� ¯®¬­¨¬, çâ®  «£¥¡à  A ­ §ë¢ ¥âáï ¨¤¥¬¯®â¥­â­®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© ¥e á¨£­ âãà­®© äã­ª-
æ¨¨ f(x1; : : : ; xn) ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

A � 8x(f(x; : : : ; x) = x):

� ¯®¬­¨¬ â ª¦e, çâ® ¯®¤ª« áá K1 ª« áá  K ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à ­ §ë¢ ¥âáï  ªá¨®¬ -

â¨§¨àã¥¬ë¬ (ª®­¥ç­®  ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬ë¬) ¢­ãâà¨ ª« áá  K, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â á®¢®ªã¯­®áâì
(ª®­¥ç­ ï á®¢®ªã¯­®áâì) T ä®à¬ã« ã§ª®£® ¨áç¨á«¥­¨ï ¯à¥¤¨ª â®¢ â ª ï, çâ® K1 = fA 2 K j
A � Tg.

�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ª« áá   «£¥¡à K à áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¥¥ ãá«®¢¨¥ ­  K�n- «£¥¡àë:

¢ «î¡®© ­¥âà¨¢¨ «ì­®© K�n- «£¥¡à¥ A ­ ©¤¥âáï í«¥¬¥­â a 2 A â -
ª®©, çâ® ¤«ï «î¡®£® b 2 A ¯®¤ «£¥¡à  ha; bi  «£¥¡àëA, ¯®à®¦¤¥­­ ï
¬­®¦¥áâ¢®¬ fa; bg, ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¤¢ãí«¥¬¥­â­ .

(2)

� ¯à¨¬¥àã, ¤«ï «î¡®£® ª« áá  à¥è¥â®ª K ¢ ª ç¥áâ¢¥ í«¥¬¥­â  a ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ë¡à ­  ¥¤¨-
­¨æ  ª®­¥ç­®© à¥è¥âª¨ A.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì K | ­¥ª®â®àë© ª®­¥ç­®  ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬ë© ª« áá ¨¤¥¬¯®â¥­â­ëå

ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡p ª®­¥ç­®© á¨£­ âãàë �, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨î (2). �ãáâì t
1
; : : : ; t

p

| ­¥ª®â®à ï á®¢®ªã¯­®áâì ª®àâ¥¦¥© â¥à¬®¢ á¨£­ âãàë �. �®£¤  ª« áá ª®­¥ç­ëå K- «£¥¡à,

®¯à¥¤¥«¨¬ëå ¢ K ¯à®¨§¢®¤­®© Iso á â®ç­®áâìî ¤® á®¯àï¦¥­­®áâ¥© t
1
; : : : ; t

p
,  ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬

¢­ãâà¨ ª« áá  K�n.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¦¤¥ ¢á¥£® § ¬¥â¨¬, çâ® ®¯à¥¤¥«¨¬®áâì K�n- «£¥¡àë ¢ K ¯à®¨§¢®¤­®©
Iso á â®ç­®áâìî ¤® á®¯àï¦¥­­®áâ¥© t

1
; : : : ; t

p
íª¢¨¢ «¥­â­  ®¯à¥¤¥«¨¬®áâ¨  «£¥¡àë A ¯à®¨§¢®¤-

­®© Iso á â®ç­®áâìî ¤® á®¯àï¦¥­­®áâ¥© t
1
; : : : ; t

p
¢ ª« áá¥ K�n. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢ á¨«ã ¨¤¥¬¯®-

â¥­â­®áâ¨ K- «£¥¡à á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï ­  K- «£¥¡àã íª¢¨¢ «¥­â­ë:

jAj < @0; jSubAj < @0; j IsoAj < @0:

�ãáâì T | ª®­¥ç­ ï á¨áâ¥¬   ªá¨®¬ ª« áá  K. �«ï «î¡®© ä®à¬ã«ë � á¨£­ âãàë � =
hfn1

1 ; : : : ; fnm
m i ¨ «î¡®£® ª®àâ¥¦  ãá«®¢­ëå â¥à¬®¢ íâ®© á¨£­ âãàë g = hg1(x1); : : : ; gm(xm)i

(gi(xi) | ãá«®¢­ë© â¥à¬ ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå x1; : : : ; xni) ç¥à¥§ �
g ®¡®§­ ç¨¬ ä®à¬ã«ã á¨£­ âãàë

�, ¯®«ãç ¥¬ãî ¨§ � ¯®¤áâ ­®¢ª®© ¢¬¥áâ® á¨£­ âãà­ëå äã­ªæ¨© fi ãá«®¢­ëå â¥à¬®¢ gi. �ãáâì
T g = f�g j � 2 Tg. �¥à¥§ A

t
1
;:::;t

p ®¡®§­ ç¨¬ á«¥¤ãîé¥¥ ¬­®¦¥áâ¢® ä®à¬ã« á¨£­ âãàë �:

�
R(g; g0) = T&T g&

�
&m

i=18xi(f(xi) = g0i
g))) 8x1; : : : ; xm

p_
j=1

(g1(x1) = tj1(x1)& : : :&gm(xm) = tjm(xm)
� ��� g = hg1; : : : ; gmi ¨ g0 = hg01; : : : ; g

0
mi

­¥§ ¢¨á¨¬® ¯à®¡¥£ îâ ¢áe ¬­®¦¥áâ¢® ª®àâ¥¦¥© ¤«¨­ë m

ãá«®¢­ëå â¥à¬®¢ á¨£­ âãàë � ®â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå
�
;

£¤¥ g0i
g | à¥§ã«ìâ â ¯®¤áâ ­®¢ª¨ ¢ ãá«®¢­ë© â¥à¬ g0i ¢¬¥áâ® á¨£­ âãà­®© äã­ªæ¨¨ fj ãá«®¢­®£®

â¥à¬  gj (1 � j � m).
�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì, çâ® ¯à®¨§¢®«ì­ ï K�n- «£¥¡à  A ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯à®¨§¢®¤­®© Iso ¢ ª« áá¥

K�n á â®ç­®áâìî ¤® á®¯àï¦¥­­®áâ¥© t
1
; : : : ; t

p
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  A � A

t
1
;:::;t

p . �ãáâì
A;A1 2 K�n ¨ IsoA �= IsoA1. �® â¥®à¥¬¥ A ­ ©¤ãâáï ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® n, ¨¤¥¬¯®â¥­â­ë© â¥à¬
�(x) á¨£­ âãàë ¬ âà¨ç­®© áâ¥¯¥­¨ A[n] â ª¨¥, çâ®  «£¥¡àë A[n](�) ¨ A1 ãá«®¢­® à æ¨®­ «ì­®
íª¢¨¢ «¥­â­ë. � ª ª ª �(x) | ¨¤¥¬¯®â¥­â­ë© â¥à¬ (â. ¥. ã¤®¢«¥â¢®àï¥â â®¦¤¥áâ¢ã �(�(x)) =
�(x) ­   «£¥¡à¥ A[n]), â®, ®ç¥¢¨¤­®, áãé¥áâ¢ã¥â § ¯¨áì â¥à¬  �(x) ¢ á¨£­ âãà¥  «£¥¡àë A[n], ­¥
¢ª«îç îé ï ¢ á¥¡ï äã­ªæ¨î p(x). �® â®£¤  ¢ á¨«ã ¨¤¥¬¯®â¥­â­®áâ¨  «£¥¡àë A ­  A[n] ¨áâ¨­­®
â®¦¤¥áâ¢® �(x) = x, â. ¥. A[n](�) �= A[n]. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¤«ï «î¡ëå ha; : : : ; ai; hb; : : : ; bi 2 A[n]

¬®é­®áâì ¯®¤ «£¥¡à  «£¥¡àë A[n], ¯®à®¦¤¥­­®© í«¥¬¥­â ¬¨ ha; : : : ; ai, hb; : : : ; bi, ­¥ ¬¥­ìè¥ ç¥¬
2n, ¥á«¨ a 6= b. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ãá«®¢¨¥ (2), ¨¬¥îé¥¥ ¬¥áâ® ¤«ï K�n, ¢«¥ç¥â à ¢¥­áâ¢® n = 1.
�â ª, ¨§®¬®àä¨§¬ IsoA �= IsoA1 ¢«¥ç¥â ãá«®¢­® à æ¨®­ «ì­ãî íª¢¨¢ «¥­â­®áâì  «£¥¡à A ¨
A1. �®¢®ªã¯­®áâì ¦¥ At

1
;:::;t

p ä®à¬ã« ¢ë¤¥«ï¥â ¢ ª« áá¥ K â¥  «£¥¡àë A, ¤«ï ª®â®àëå ãá«®¢­®
à æ¨®­ «ì­ ï íª¢¨¢ «¥­â­®áâì á ª ª®©-«¨¡® K- «£¥¡à®© A1 ¢«¥ç¥â ¨§®¬®àä¨§¬ A1 ®¤­®© ¨§
 «£¥¡à At

1

; : : : ;At
p

.

�ãáâì M(K) | ¬­®£®®¡à §¨¥, ¯®à®¦¤¥­­®¥ ª« áá®¬ K.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì K | ­¥ª®â®àë© ª®­¥ç­®  ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬ë© ª« áá ¨¤¥¬¯®â¥­â­ëå
 «£¥¡à ª®­¥ç­®© á¨£­ âãàë �, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î (2). �ãáâì t

1
; : : : ; t

p
| ­¥ª®â®à ï á®-

¢®ªã¯­®áâì ª®àâ¥¦¥© â¥à¬®¢ á¨£­ âãàë �. �ãáâì n | ¬ ªá¨¬ «ì­ ï  à­®áâì äã­ªæ¨© ¨§ � ¨
M(K)-á¢®¡®¤­ ï n-¯®à®¦¤¥­­ ï a«£¥¡à  ª®­¥ç­ . �®£¤  ª« áá ª®­¥ç­ëå K- «£¥¡à, ®¯à¥¤¥«¥­-
­ëå ¯à®¨§¢®¤­®© Iso á â®ç­®áâìî ¤® á®¯àï¦¥­­®áâ¥© t

1
; : : : ; t

p
, ª®­¥ç­®  ªá¨®¬ â¨§¨àã¥¬ ¢­ãâà¨

ª« áá  K�n.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤áâ¢¨ï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï â¥®à¥¬ë 1, â. ª. ¢ á¨«ã
ãá«®¢¨© á«¥¤áâ¢¨ï ç¨á«® ­¥ íª¢¨¢ «¥­â­ëå ­ ¤ K ãá«®¢­ëå â¥à¬®¢ ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå x1; : : : ; xn

¡ã¤¥â ª®­¥ç­®,   §­ ç¨â, ª®­¥ç­ë¬ ¡ã¤¥â ¨ ¬­®¦¥áâ¢® A
t
1
;:::;t

p .
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�ëè¥ á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¢§ ¨¬®®¯à¥¤¥«¨¬®áâ¨ à¥è¥â®ª (¯®«ãà¥è¥â®ª) à¥è¥â®ç­ë¬ (¯®«ãà¥-
è¥â®ç­ë¬) ¯®àï¤ª®¬ ¡ë«® § ¬¥ç¥­®, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®¯à¥¤¥«¨¬®áâì «î¡®© à¥è¥âª¨ (¯®«ãà¥-
è¥âª¨) ¯à®¨§¢®¤­®© Iso ¢ ª« áá¥ ¢á¥å à¥è¥â®ª (¯®«ãà¥è¥â®ª) á â®ç­®áâìî ¤® ¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨.

� áâ¨ç­® (¤«ï ª®­¥ç­ëå à¥è¥â®ª, ¯®«ãà¥è¥â®ª) íâ®â à¥§ã«ìâ â ¯®«ãç ¥â  «ìâ¥à­ â¨¢­®¥
¤®ª § â¥«ìáâ¢® (¡¥§ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¯®àï¤ª ) á ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë 1.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �î¡ ï ª®­¥ç­ ï à¥è¥âª  ®¯à¥¤¥«¨¬  ¯à®¨§¢®¤­®© Iso ¢ ª« áá¥ ¢á¥å à¥è¥â®ª
á â®ç­®áâìî ¤® ¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª ¤«ï ª« áá  L ¢á¥å à¥è¥â®ª ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 1 ¢ë¯®«­¥­ë, â® ¤«ï
¤®ª § â¥«ìáâ¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï á«¥¤áâ¢¨ï ®áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì «¨èì â®, çâ® á®¢®ªã¯­®áâì ä®à¬ã«
A

t
1
;:::;t

p , £¤¥ t
1
= hx^ y; x_ yi ¨ t

2
= hx_ y; x^ yi, ¨áâ¨­­  ­  «î¡®© ª®­¥ç­®© à¥è¥âª¥ A. �ãáâì

T | c®¢®ªã¯­®áâì  ªá¨®¬ â¥®à¨¨ à¥è¥â®ª. � ¬¥â¨¬, çâ® (á â®ç­®áâìî ¤® íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ­ 
L) á®¢®ªã¯­®áâì â¥à¬®¢ ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå x, y á¨£­ âãàë h^;_i ¨áç¥à¯ë¢ ¥âáï ­ ¡®à®¬: x, y, x_y,
x ^ y. �¥£ª® ¯¥à¥ç¨á«ïîâáï ¢®§¬®¦­ë¥ (á â®ç­®áâìî ¤® íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ­  L) â¨¯ë ãá«®¢¨©
®â ¯¥à¥¬¥­­ëå x ¨ y. �¥¬ á ¬ë¬ ¯®«ãç ¥¬ ª®­ªà¥â­ë© ª®­¥ç­ë© á¯¨á®ª (á â®ç­®áâìî ¤® íª¢¨-
¢ «¥­â­®áâ¨ ­ ¤ L) ãá«®¢­ëå â¥à¬®¢ á¨£­ âãàë h^;_i ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå x, y. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®
§ ¬¥ç ¥âáï, çâ® ¤«ï ãá«®¢­ëå â¥à¬®¢ g1(x; y), g2(x; y) ¨§ íâ®£® á¯¨áª  ­  ­¥âà¨¢¨ «ì­®© à¥è¥â-
ª¥ A = hA;^;_i ãá«®¢­ë¥ â¥à¬ë g1, g2 ®¯à¥¤¥«ïîâ à¥è¥âªã hA; g1(x; y); g2(x; y)i â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  «¨¡® L � g1(x; y) = x _ y&g2(x; y) = x ^ y, «¨¡® L � g1(x; y) = x ^ y&g2(x; y) = x _ y.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®áë«ª¨ ä®à¬ã«, ¢å®¤ïé¨å ¢® ¬­®¦¥áâ¢® Ag;g0 , ¡ã¤ãâ ¯à¨ g; g0 =2 fh^;_i; h_;^ig
«®¦­ë¬¨ ­  «î¡®© ­¥âà¨¢¨ «ì­®© à¥è¥âª¥. �à¨ g; g0 2 fh^;_i; h_;^ig ¡ã¤ãâ ¨áâ¨­­ë¬¨ § ª«î-
ç¥­¨ï ä®à¬ã« Ag;g0 . �¥¬ á ¬ë¬, ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®, L � A


h^;_i; h_^i
�.

�­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �î¡ ï ª®­¥ç­ ï ¯®«ãà¥è¥âª  ®¯à¥¤¥«¨¬  ¯à®¨§¢®¤­®© Iso ¢ ª« áá¥ L1 ¢á¥å
¯®«ãà¥è¥â®ª á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ .
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