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�ãáâì (
;�; �) | ¯à®áâà ­áâ¢® á ª®­¥ç­®© ¬¥à®©, L0(
) | ª®«ìæ® ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥­â­®-
áâ¨ ¨§¬¥à¨¬ëå äã­ªæ¨© ­  (
;�; �), X { ¨§¬¥à¨¬®¥ ¡ ­ å®¢® à áá«®¥­¨¥ á «¨äâ¨­£®¬ ­ ¤ 
,
L0(
;X) | ¯à®áâà ­áâ¢  � ­ å -� ­â®à®¢¨ç  [1], er | ¡ã«¥¢   «£¥¡à , � : er! L0(
) | áâà®-
£® ¯®«®¦¨â¥«ì­ ï L0(
)-§­ ç­ ï áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­ ï ¬¥à  ­  er [2]; �(e; g) = �(e�g) ï¢«ï¥âáï
¬¥âà¨ª®© ­  er á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ L0(
).

�á­®¢­ë¬ à¥§ã«ìâ â®¬ à ¡®âë ï¢«ï¥âáï à §«®¦¥­¨¥ ¡ã«¥¢®©  «£¥¡àë á L0(
;X)-§­ ç­®©
¬¥à®© á ª®­¥ç­®© ¢ à¨ æ¨¥© ¢ ¨§¬¥à¨¬®¥ à áá«®¥­¨¥ ¯®«­ëå ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à á X(w)-§­ ç­ë¬¨
¬¥à ¬¨.

� áá¬®âà¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ r, áâ ¢ïé¥¥ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ª ¦¤®© â®çª¥ w 2 
 ­¥ª®â®àãî ¯®«-
­ãî ¡ã«¥¢ã  «£¥¡àã rw á® áâà®£® ¯®«®¦¨â¥«ì­®© áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­®© ç¨á«®¢®© ¬¥à®© �w. �®£¤ 
(rw; �w), £¤¥ �w(e; g) = �w(e�g), ï¢«ïîâáï ¯®«­ë¬¨ ¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ ([3], c. 206).

�¥ç¥­¨¥¬ r ­ §®¢¥¬ äã­ªæ¨î e, ®¯à¥¤¥«¥­­ãî ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  
 ¨ ¯à¨­¨¬ îéãî §­ ç¥­¨ï
e(w) 2 rw ¤«ï w 2 dom e, £¤¥ dom e | ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï e.

�ãáâì L | ­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥áâ¢® á¥ç¥­¨©.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. � àã (r; L) ­ §®¢¥¬ ¨§¬¥à¨¬ë¬ à áá«®¥­¨¥¬ (��) ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à ­ ¤ 
,
¥á«¨

1) äã­ªæ¨ï w 2 dom e \ dom g ! �w(e(w); g(w)) = �w(e(w)�g(w)) ¨§¬¥à¨¬  ¯à¨ e; g 2 L;
2) ¥á«¨ e 2 L, â® Ce 2 L, £¤¥ Ce : w 2 dom e! Ce(w);
3) ¥á«¨ e1; e2 2 L, â® e1 _ e2 2 L, £¤¥ e1 _ e2 : w 2 dom e1 \ dom e2 ! e1(w) _ e2(w);
4) ¤«ï ª ¦¤®© â®çª¨ w 2 
 ¬­®¦¥áâ¢® fe(w) j e 2 L; w 2 dom eg ¯«®â­® ¢ rw.

�­ «®£¨ç­® [1] ¢¢®¤¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® M(
;r) ¢á¥å ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥­¨©,   ç¥à¥§ br ®¡®§­ ç¨¬
ä ªâ®à¨§ æ¨î M(
;r) ®â­®á¨â¥«ì­® à ¢¥­áâ¢  ¯®çâ¨ ¢áî¤ã.

�¢¥¤¥¬ ¢ br ®â­®è¥­¨¥ ç áâ¨ç­®£® ¯®àï¤ª , ¯®«®¦¨¢ be � bg â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
e(w) � g(w) ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å w 2 
, £¤¥ e, g | ª ª¨¥-­¨¡ã¤ì ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¨ ª« áá®¢ be, bg.

�¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ b� : br ! L0(
) ¯® ä®à¬ã«¥ b�(be) = bf , £¤¥ bf | ª« áá, á®¤¥à¦ é¨©
äã­ªæ¨î f(w) = �w(e(w)).

�à¥¤«®¦¥­¨¥. �â­®á¨â¥«ì­® ¢¢¥¤¥­­®£® ç áâ¨ç­®£® ¯®àï¤ª  br ï¢«ï¥âáï ¯®«­®© ¡ã«¥¢®©

 «£¥¡à®©,   b� | L0(
)-§­ ç­®© áâà®£® ¯®«®¦¨â¥«ì­®© áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­®© ¬¥à®© ­  br.
�¥®à¥¬  1. �á«¨ er| ¡ã«¥¢   «£¥¡à  á® áâà®£® ¯®«®¦¨â¥«ì­®© áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­®© L0(
)-

§­ ç­®© ¬¥à®© e�, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ �� r ¯®«­ëå ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à rw á® áâà®£® ¯®«®¦¨-

â¥«ì­ë¬¨ ç¨á«®¢ë¬¨ ¬¥à ¬¨ e�w, çâ® er ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¨§®¬®àä­® ¯à ¢¨«ì­®© ¡ã«¥¢®© ¯®¤-

 «£¥¡à¥ ¢ br.
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�ãáâì X | ¨§¬¥à¨¬®¥ ¡ ­ å®¢® à áá«®¥­¨¥ (���), M(
; X) | ¬­®¦¥áâ¢® ¨§¬¥à¨¬ëå á¥ç¥-
­¨© ¨ L0(
;X) | ä ªâ®à¨§ æ¨ï M(
;X) ®â­®á¨â¥«ì­® à ¢¥­áâ¢  ¯®çâ¨ ¢áî¤ã [1].

�ãáâì L1(
) |  «£¥¡à  ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ áãé¥áâ¢¥­­® ®£à ­¨ç¥­­ëå äã­ªæ¨©,
L1(
) |  «£¥¡à  ®£à ­¨ç¥­­ëå ¨§¬¥à¨¬ëå äã­ªæ¨© ­  
. �¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨ï L1(
;X) =
fu 2M(
; X) : ku(w)kX(w) 2 L

1(
)g, L1(
; X) = fbu 2 L0(
;X) : u 2 L1(
;X) ¯à¨ u 2 bug, £¤¥ bu
| ª« áá íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, á®¤¥à¦ é¨© u.

�ãáâì p : L1(
)! L1(
) | «¨äâ¨­£ [1].

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2 ([1], c. 32). �®¤ã«ì­ë© £®¬®¬®àä¨§¬ l : L1(
;X) ! L1(
;X) ­ §ë¢ ¥âáï
¢¥ªâ®à­®§­ ç­ë¬ «¨äâ¨­£®¬,  áá®æ¨¨à®¢ ­­ë¬ á «¨äâ¨­£®¬ p, ¥á«¨

 ) l(bu) 2 bu ¨ jl(bu)j = p(jbuj) ¤«ï ¢á¥å bu 2 L1(
;X), £¤¥ juj(w) = ku(w)kX(w);
¡) ¬­®¦¥áâ¢® fl(bu)(w) j bu 2 L1(
;X)g ¯«®â­® ¢ X(w) ¤«ï ¢á¥å w 2 
.

�ãáâì U | ¯à®áâà ­áâ¢® � ­ å -� ­â®à®¢¨ç , ­®à¬¨à®¢ ­­®¥ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ L0(
) [4]. �§-
¢¥áâ­® [1], çâ® ¤«ï U áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  ��� X á ¢¥ªâ®à­®-
§­ ç­ë¬ «¨äâ¨­£®¬ l,  áá®æ¨à®¢ ­­ë¬ á «¨äâ¨­£®¬ p, â ª®¥, çâ® L0(
;X) «¨­¥©­® ¨§®¬¥âà¨-
ç¥áª¨ ¨§®¬®àä­® U .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. �â®¡à ¦¥­¨¥ m : er ! U ­ §ë¢ ¥âáï U -§­ ç­®© áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­®© ¬¥à®©
á ª®­¥ç­®© ¢ à¨ æ¨¥©, ¥á«¨

1) m(_ei) =
1P
i=1

m(ei), ei ^ ej = 0 ¯à¨ i 6= j (áå®¤¨¬®áâì àï¤  ¯®­¨¬ ¥âáï ¢ á¬ëá«¥ (¢®)-áå®-

¤¨¬®áâ¨ ([4], c. 32));

2) ¤«ï ª ¦¤®£® e 2 er áãé¥áâ¢ã¥â jmj(e) = sup
n nP
i=1

jm(ei)j : e =
nW
i=1

ei; ei ^ ej = 0; i 6= j; j =

1; : : : ; n; n 2 N
o
.

�à¨¬¥àë. 1. �ãáâì T : L1[0; 1]! U | «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à á  ¡áâà ªâ­®© ­®à¬®©. �®«®¦¨¬
m(A) = T (�A) ¤«ï «î¡®£® ¡®à¥«¥¢áª®£® A � [0; 1]. �®£¤ m ï¢«ï¥âáï U -§­ ç­®© ¬¥à®© á ª®­¥ç­®©
¢ à¨ æ¨¥©.

2. �ãáâì er| ¡ã«¥¢   «£¥¡à  ¡®à¥«¥¢áª¨å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ [0; 1], P | L0(
)-§­ ç­ ï ¬¥à  ­  er,
L1( er; L0) | ¬­®¦¥áâ¢® L0-§­ ç­ëå äã­ªæ¨©, ¨­â¥£à¨àã¥¬ëå ¯® ¬¥à¥ P , r0 � er | ¡ã«¥¢  �-
¯®¤ «£¥¡à , P1 | áã¦¥­¨¥ P ­  r0. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï L1(r0; L0)-§­ ç­ ï ¬¥à  á ª®­¥ç­®©
¢ à¨ æ¨¥© Pr0 ­  er, çâ® R

g

Pr0(e)dP1 = P (e ^ g), g 2 r0 ([5], [6]).

U -§­ ç­ ï ¬¥à  ­ §ë¢ ¥âáï â®ç­®©, ¥á«¨ ¨§ m(e) = 0 á«¥¤ã¥â e = 0. �«ï â ª®© ¬¥àë jmj
ï¢«ï¥âáï áâà®£® ¯®«®¦¨â¥«ì­®© L0(
)-§­ ç­®© ¬¥à®©.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì m : er ! U | â®ç­ ï U -§­ ç­ ï áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­ ï ¬¥à  á ª®­¥ç-

­®© ¢ à¨ æ¨¥©. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â �� r ¯®«­ëå ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à rw á X(w)-§­ ç­ë¬¨ áç¥â­®-

 ¤¤¨â¨¢­ë¬¨ ¬¥à ¬¨ �w â ª®¥, çâ® er ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¨§®¬®àä­® ¯à ¢¨«ì­®© ¡ã«¥¢®© ¯®¤ «-

£¥¡à¥ ¢ br ¨ m(e)(w) = �w(e(w)) ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¤«ï «î¡®£® e 2 er.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ L1(
;X)-§­ ç­ãî ¬¥àã, ®¯à¥¤¥«¥­­ãî à ¢¥­áâ¢®¬ m0(e) =

m(e)
1+jmj(1)

á ¢ à¨ æ¨¥© jm0j(e) � jmj(e)
1+jmj(1)

.
�ãáâì l | ¢¥ªâ®à­®§­ ç­ë© «¨äâ¨­£ ¢ L1(
;X),  áá®æ¨¨à®¢ ­­ë© á «¨äâ¨­£®¬ p ¢ L1(
).

�â®¡à ¦¥­¨¥ m0
w : er! X(w), ®¯à¥¤¥«¥­­®¥ à ¢¥­áâ¢®¬ m0

w(e) = l(m0(e))(w) ¤«ï «î¡®£® e 2 er,
ï¢«ï¥âáï X(w)-§­ ç­®© ª®­¥ç­®- ¤¤¨â¨¢­®© äã­ªæ¨¥© ­  er ¤«ï ¢á¥å w 2 
. �§ á¢®©áâ¢ «¨ä-

â¨­£®¢ l ¨ p á«¥¤ã¥â jm0
wj(e) �




 jmj(e)
1+jmj(1)





L1(
)

¤«ï ¢á¥å w 2 
, â. ¥. m0
w ¨¬¥¥â ª®­¥ç­ãî ¢ à¨ æ¨î.

� áá¬®âà¨¬ ¨¤¥ « Iw0 = fe j e 2 er; jm0
wj(e) = 0g ¢ er ¨ ä ªâ®à- «£¥¡àã rw

0 = er=Iw0 . �¯à¥¤¥«¨¬
à ¢¥­áâ¢®¬ m0

w(e) = m0
w(e) ª®­¥ç­®- ¤¤¨â¨¢­ãî X(w)-§­ ç­ãî ¬¥àã ­  rw

0 , £¤¥ e | ª« áá ¨§
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rw
0 , á®¤¥à¦ é¨© e. �á­®, çâ® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ª®àà¥ªâ­® ¨ jm0

wj | áâà®£® ¯®«®¦¨â¥«ì­ ï ç¨á«®-
¢ ï ¬¥à  ­  rw

0 . �®¯®«­¨¬ ¬¥âà¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® (rw
0 ; �

0
w), £¤¥ �

0
w(e

0
w; g

0
w) = jm0

wj(e
0
w�g

0
w), ¨

¯®¯®«­¥­¨¥ ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ rw. �®£¤  rw | ¯®«­ ï ¡ã«¥¢   «£¥¡à  á X(w)-§­ ç­®© áç¥â­®-
 ¤¤¨â¨¢­®© ¬¥à®© mw á ª®­¥ç­®© ¢ à¨ æ¨¥©, ª®â®à ï ï¢«ï¥âáï ¯à®¤®«¦¥­¨¥¬ m0

w ([7], á. 62,
â¥®à¥¬  1).

�®«®¦¨¬ �w = (1 + jmj(1))mw. �®£¤  (rw; j�wj) ¥áâì �� r ¯®«­ëå ¡ã«¥¢ëå  «£¥¡à ¨er ¨§®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¨§®¬®àä­® ¯à ¢¨«ì­®© ¡ã«¥¢®© ¯®¤ «£¥¡à¥ ¢ br (â¥®à¥¬  1). �§ à ¢¥­áâ¢ 
m0(e)(w) = l(m0(e))(w) = m0

w(e) = m0
w(e) = mw(e(w)) ¯®«ãç¨¬, çâ® m(e)(w) = �w(e(w)) ¯®çâ¨

¢áî¤ã ¤«ï «î¡®£® e 2 er.
�¢â®à ¡« £®¤ à¥­ ¯à®ä¥áá®àã �.�.�¨«¨­ã §  ¯®«¥§­®¥ ®¡áã¦¤¥­¨¥ à¥§ã«ìâ â®¢ ­ áâ®ïé¥©

à ¡®âë.

�¨â¥à âãà 
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