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�áâ®à¨ç¥áª¨ n- à­ë¥ £àã¯¯ë ¢®§­¨ª«¨ ª ª ®¡®¡é¥­¨¥ ¯®­ïâ¨ï £àã¯¯ë. �®íâ®¬ã ¥áâ¥áâ¢¥­-
­ë¬ ¢ë£«ï¤¨â â®, çâ® ®¤­®© ¨§ ¢ ¦­ëå § ¤ ç â¥®à¨¨ n- à­ëå £àã¯¯ ï¢«ï¥âáï ­ å®¦¤¥­¨¥
à¥§ã«ìâ â®¢- ­ «®£®¢ ¤«ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å â¥®à¥¬ â¥®à¨¨ £àã¯¯. �à¨ íâ®¬ ®¤¨­ ¨ â®â ¦¥ ¡¨­ à-
­ë© à¥§ã«ìâ â ¬®¦¥â ¨¬¥âì ­¥áª®«ìª® à §«¨ç­ëå n- à­ëå  ­ «®£®¢. � íâ®¬ ¬®¦­® ã¡¥¤¨âìáï ­ 
¯à¨¬¥à¥ â¥®à¥¬ë �í«¨, n- à­ë¥  ­ «®£¨ ¤«ï ª®â®à®© ¨§ [1] ¨ [2] ­¥ á®¢¯ ¤ îâ, å®âï ®¡  ¯®¤å®¤ 
®á­®¢ ­ë ­  ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ ®¡ëç­ëå, â. ¥. ¡¨­ à­ëå ¯®¤áâ ­®¢®ª. �¥¦¤ã â¥¬, ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ n-
 à­ëå £àã¯¯ ­ àï¤ã á ¡¨­ à­ë¬¨ ¯®¤áâ ­®¢ª ¬¨ à áá¬ âà¨¢ îâáï [3], [4] ¨ ¨å n- à­ë¥  ­ «®£¨
| ª®­¥ç­ë¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ®¡ëç­ëå ¯®¤áâ ­®¢®ª. �®íâ®¬ã ¢¯®«­¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­®© ï¢«ï¥âáï
á«¥¤ãîé ï § ¤ ç : ¯®«ãç¨âì n- à­ë©  ­ «®£ â¥®à¥¬ë �í«¨, ¢ ª®â®à®© à®«ì á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©
£àã¯¯ë ¨£à «  ¡ë n- à­ ï £àã¯¯  n- à­ëå ¯®¤áâ ­®¢®ª.

�®ª § ­­ ï ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥ â¥®à¥¬  à¥è ¥â ¯®áâ ¢«¥­­ãî § ¤ çã ¢ á ¬®¬ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥. �à¨
íâ®¬  ­ «®£ â¥®à¥¬ë �í«¨ ¨§ [1] ¢¢¨¤ã â®£®, çâ® ¯à¨ ¥£® ¯®«ãç¥­¨¨ ­¥ï¢­® ¨á¯®«ì§®¢ «¨áì n-
 à­ë¥ ¯®¤áâ ­®¢ª¨, ­ å®¤¨âáï áà¥¤¨ á«¥¤áâ¢¨© íâ®© â¥®à¥¬ë, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®â®àëå á ¬® ï¢«ï¥âáï
n- à­ë¬  ­ «®£®¬ â¥®à¥¬ë �í«¨.

�ãáâì A | n- à­ ï £àã¯¯  á n- à­®© ®¯¥à æ¨¥© f . �  ¬­®¦¥áâ¢¥ An�1 ®¯à¥¤¥«¨¬ n- à­ãî
®¯¥à æ¨î g  ­ «®£¨ç­® n- à­®© ®¯¥à æ¨¨, ¢¢¥¤¥­­®© �®áâ®¬ ¤«ï n- à­ëå ¯®¤áâ ­®¢®ª,

g((a01; : : : ; a
0

n�1); (a
00

1 ; : : : ; a
00

n�1); : : : ; (a
(n)
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�á­®, çâ® ¤¥ª àâ®¢  áâ¥¯¥­ì An�1 ¢¬¥áâ¥ á n- à­®© ®¯¥à æ¨¥© g ï¢«ï¥âáï n- à­®© £àã¯¯®©.
� n- à­®© £àã¯¯¥ An�1 ¢ë¤¥«¨¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® A0 = f( a; : : : ; a| {z }

n�1

) j a 2 Ag. � ª ª ª

g(( a1; : : : ; a1| {z }
n�1

); : : : ; ( an; : : : ; an| {z }
n�1

)) = (f(a1; : : : ; an); : : : ; f(a1; : : : ; an)) 2 A0;

â® ¬­®¦¥áâ¢® A0 § ¬ª­ãâ® ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨¨ g.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. A0 ¢¬¥áâ¥ á n- à­®© ®¯¥à æ¨¥© g ï¢«ï¥âáï n- à­®© £àã¯¯®©, ¨§®¬®àä­®©

n- à­®© £àã¯¯¥ A.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : A ! A0 ¯® ¯à ¢¨«ã � : a 7! ( a; : : : ; a| {z }
n�1

). �á­®,

çâ® � | ¡¨¥ªæ¨ï. � ª ª ª

�(f(a1; : : : ; an)) = ( f(a1; : : : ; an); : : : ; f(a1; : : : ; an)| {z }
n�1

) =

= g(( a1; : : : ; a1| {z }
n�1

); : : : ; ( an; : : : ; an| {z }
n�1

)) = g(�(a1); : : : ; �(an));

â® � | ¨§®¬®àä¨§¬ n- à­®© £àã¯¯ë A ­  n- à­ãî £àã¯¯ã A0.
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�«ï n- à­®© £àã¯¯ë A á n- à­®© ®¯¥à æ¨¥© f ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ Ai (i = 1; : : : ; n�1) ®¯à¥¤¥«¨¬ ®â-
­®è¥­¨¥ �i ¯® ¯à ¢¨«ã (a1; :::; ai)�i(b1; :::; bi) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  f(a1; :::; ai; xi+1; :::; xn) =
f(b1; : : : ; bi; xi+1; : : : ; xn) ¤«ï «î¡ëå xi+1; : : : ; xn 2 A. �â­®è¥­¨¥ �i ï¢«ï¥âáï íª¢¨¢ «¥­â­®áâìî
­  Ai ([3], c. 17; [4], c. 216{218). �« áá íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© í«¥¬¥­â®¬ (a1; : : : ; ai),
®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ �i[a1; : : : ; ai], ¯®«®¦¨¬ â ª¦¥ Ai = Ai=�i. �®¦­® ¯®ª § âì, çâ®

Ai = f�i[a1; : : : ; ai�1; c] j c 2 Ag = f�i[c; a1; : : : ; ai�1] j c 2 Ag; (1)

£¤¥ a1; : : : ; ai�1 | ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¥ í«¥¬¥­âë ¨§ A.
�ãáâì � = (1; 2; : : : ; n � 1) | æ¨ª«¨ç¥áª ï ¯®¤áâ ­®¢ª . �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® í«¥¬¥­â  c 2 A

¨ «î¡®£® i = 1; : : : ; n� 1 ®¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï rci : Ai ! A�(i), lci : Ai ! A�(i) ¯® ä®à¬ã« ¬

rci(�i[a1; : : : ; ai]) = �i+1[a1; : : : ; ai; c]; i = 1; : : : ; n� 2;

rc(n�1)(�n�1[a1; : : : ; an�1]) = �1[f(a1; : : : ; an�1; c)];

lci(�i[a1; : : : ; ai]) = �i+1[c; a1; : : : ; ai]; i = 1; : : : ; n� 2;

lc(n�1)(�n�1[a1; : : : ; an�1]) = �1[f(c; a1; : : : ; an�1)]:

�á¯®«ì§ãï (1), ¬®¦­® ¯®ª § âì, çâ® rci ¨ lci | ¡¨¥ªæ¨¨.
�®«®¦¨¬

rc1;:::;cn�1
= (rc11; : : : ; rcn�1(n�1)); R(A) = frc1;:::;cn�1

j c1; : : : ; cn�1 2 Ag;

lc1;:::;cn�1
= (lc11; : : : ; lcn�1(n�1)); L(A) = flc1;:::;cn�1

j c1; : : : ; cn�1 2 Ag:

�á­®, çâ® rc1;:::;cn�1
¨ lc1;:::;cn�1

¤«ï «î¡ëå c1; : : : ; cn�1 2 A ï¢«ïîâáï n- à­ë¬¨ ¯®¤áâ ­®¢ª ¬¨.
�®íâ®¬ã R(A) ¨ L(A) ï¢«ïîâáï ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ¬­®¦¥áâ¢  SA1;:::;An�1

¢á¥å n- à­ëå ¯®¤áâ ­®-
¢®ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (A1; : : : ; An�1).

�  ¬­®¦¥áâ¢¥ R(A) ®¯à¥¤¥«¨¬ n- à­ãî ®¯¥à æ¨î h ¯® ¯à ¢¨«ã
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); j = 1; : : : ; n:

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �­®¦¥áâ¢® R(A) ¢¬¥áâ¥ á n- à­®© ®¯¥à æ¨¥© h ï¢«ï¥âáï n- à­®© £àã¯-

¯®©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥£ª® § ¬¥â¨âì, çâ® n- à­ ï ®¯¥à æ¨ï h á®¢¯ ¤ ¥â á  áá®æ¨ â¨¢­®© n-
 à­®© ®¯¥à æ¨¥©, ®¯à¥¤¥«¥­­®© �®áâ®¬ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ SA1;:::;An�1

¢á¥å n- à­ëå ¯®¤áâ ­®¢®ª ¯®-
á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (A1; : : : ; An�1) ¯à®¨§¢®«ì­ëå ¬­®¦¥áâ¢ ®¤¨­ ª®¢®© ¬®é­®áâ¨.
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00
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n�2 ; yn�1) = cn�1, ã¡¥¦¤ ¥¬áï, çâ® v = r

c
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h(rc01;:::;c0n�1

; : : : ; r
c
(n�1)
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(n�1)

n�1
; v) = rc1;:::;cn�1

: �

�  L(A) n- à­ ï ®¯¥à æ¨ï h ®¯à¥¤¥«ï¥âáï â ª ¦¥, ª ª ­  R(A), ¨  ­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï,
çâ® ¬­®¦¥áâ¢® L(A) ¢¬¥áâ¥ á n- à­®© ®¯¥à æ¨¥© h ï¢«ï¥âáï n- à­®© £àã¯¯®©.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �«¥¬¥­âë ¬­®¦¥áâ¢  R(A) ­ §®¢¥¬ ¯à ¢ë¬¨ n- à­ë¬¨ á¤¢¨£ ¬¨ n- à­®©
£àã¯¯ë A. �«¥¬¥­âë ¬­®¦¥áâ¢  L(A) ­ §®¢¥¬ «¥¢ë¬¨ n- à­ë¬¨ á¤¢¨£ ¬¨ n- à­®© £àã¯¯ë A.
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�à¥¤¨ ¢á¥å n- à­ëå á¤¢¨£®¢ ¢ë¤¥«¨¬ ¯à ¢ë¥ n- à­ë¥ á¤¢¨£¨ ¢¨¤  (rc1; : : : ; rc(n�1))=rc;:::;c|{z}
n�1

=rc

¨ «¥¢ë¥ n- à­ë¥ á¤¢¨£¨ ¢¨¤  (lc1; : : : ; lc(n�1)) = lc;:::;c|{z}
n�1

= lc: �®«®¦¨¬ R0(A) = frc j c 2 Ag,

L0(A) = flc 2 c 2 Ag.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3. �­®¦¥áâ¢  R0(A) ¨ L0(A) ï¢«ïîâáï n- à­ë¬¨ ¯®¤£àã¯¯ ¬¨ á®®â¢¥â-

áâ¢¥­­® n- à­ëå £àã¯¯ R(A) ¨ L(A).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨î n- à­®© ®¯¥à æ¨¨ h ¤«ï «î¡ëå rc1 ; : : : ; rcn 2 R0(A)
¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

h(rc1 ; : : : ; rcn) = h(rc1;:::;c1| {z }
n�1

; : : : ; rcn;:::;cn| {z }
n�1

) = rf(c1;:::;cn);:::;f(c1;:::;cn)| {z }
n�1

= rf(c1;:::;cn);

â. ¥. h(rc1 ; : : : ; rcn) = rf(c1;:::;cn). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬­®¦¥áâ¢® R0(A) § ¬ª­ãâ® ®â­®á¨â¥«ì­®  áá®æ¨-
 â¨¢­®© n- à­®© ®¯¥à æ¨¨ h.

� §à¥è¨¬®áâì ãà ¢­¥­¨©

h(u; rc2 ; : : : ; rcn) = rc; h(rc1 ; : : : ; rcn�1
; v) = rc

ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ à §à¥è¨¬®áâ¨ ¢ n- à­®© £àã¯¯¥ A ãà ¢­¥­¨©

f(x; c2; : : : ; cn) = c; f(c1; : : : ; cn�1; y) = c:

�ë ¯®ª § «¨, çâ® R0(A) | n- à­ ï ¯®¤£àã¯¯  n- à­®© £àã¯¯ë R(A). �«ï L0(A) ¤®ª § â¥«ìáâ¢®
¯à®¢®¤¨âáï  ­ «®£¨ç­®.

� ¬¥ç ­¨¥. �á­®, çâ® ¯à¨ n = 2 £àã¯¯ë R(A) ¨ R0(A), á®®â¢¥âáâ¢¥­­® £àã¯¯ë L(A) ¨ L0(A),
á®¢¯ ¤ îâ.

�®áâ § ¬¥â¨« ([4], á. 248), çâ® ¥á«¨ à ¢­®¬®é­ë¥ ¬­®¦¥áâ¢  A1; : : : ; An�1 ¯®¯ à­® ­¥ ¯¥à¥-
á¥ª îâáï, â® ¢áïª®© n- à­®© ¯®¤áâ ­®¢ª¥ t = (t1; : : : ; tn�1) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (A1; : : : ; An�1)

¬®¦­® ¯®áâ ¢¨âì ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¡¨­ à­ãî ¯®¤áâ ­®¢ªã � ¬­®¦¥áâ¢ 
n�1S
i=1

Ai, ª®â®à ï ¤¥©áâ¢ã¥â

­  Ai â ª ¦¥, ª ª ti. �¡®§­ ç¨¢ ç¥à¥§ eSA1;:::;An�1
¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å â ª¨å ¯®¤áâ ­®¢®ª ¨ ®¯à¥¤¥-

«¨¢ n- à­ãî ®¯¥à æ¨î eh(�1; �2; : : : ; �n) = �1�2 : : : �n ¤«ï «î¡ëå �1; �2; : : : ; �n 2 eSA1;:::;An�1
, ¬®¦­®

¯®ª § âì, çâ® eSA1;:::;An�1
¢¬¥áâ¥ á n- à­®© ®¯¥à æ¨¥© eh ï¢«ï¥âáï n- à­®© £àã¯¯®©, ¨§®¬®àä­®©

n- à­®© £àã¯¯¥ SA1;:::;An�1
.

� n- à­®© £àã¯¯¥ eSA1;:::;An�1
¥áâ¥áâ¢¥­­® ¢ë¤¥«ïîâáï n- à­ë¥ ¯®¤£àã¯¯ë eR(A), eL(A), eR0(A)

¨ eL0(A), ª®â®àë¥ ¨§®¬®àä­ë á®®â¢¥âáâ¢¥­­® n- à­ë¬ £àã¯¯ ¬ R(A), L(A), R0(A) ¨ L0(A).

�¥®à¥¬  1. �«ï ¢áïª®© n- à­®© £àã¯¯ë hA; fi áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ n- à­®© £àã¯¯ë

hAn�1; gi ­  n- à­ãî £àã¯¯ã hR(A); hi.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : An�1 ! R(A) ¯® ¯à ¢¨«ã

� : (c1; : : : ; cn�1) 7! rc1;:::;cn�1
:

�á­®, çâ® � | áîàê¥ªæ¨ï. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® rc1;:::;cn�1
= rb1;:::;bn�1

. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® rcii = rbii
¤«ï «î¡®£® i = 1; : : : ; n� 1, â. ¥.

rcii(�i[a1; : : : ; ai]) = rbii(�i[a1; : : : ; ai])

¤«ï «î¡®£® ª« áá  íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ �i[a1; : : : ; ai] 2 Ai. �§ ¯®á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢  ¨¬¥¥¬

�i+1[a1; : : : ; ai; ci] = �i+1[a1; : : : ; ai; bi] ¯à¨ i = 1; : : : ; n� 2;

�1[f(a1; : : : ; an�1; cn�1)] = �1[f(a1; : : : ; an�1; bn�1)] ¯à¨ i = n� 1;
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®âªã¤  ¢ëâ¥ª ¥â

(a1; : : : ; ai; ái)�i+1(a1; : : : ; ai; bi) ¯à¨ i = 1; : : : ; n� 2;

f(a1; : : : ; an�1; cn�1) = f(a1; : : : ; an�1; bn�1) ¯à¨ i = n� 1:

�ç¨âë¢ ï ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®â­®è¥­¨ï �i, ®ª®­ç â¥«ì­® ¯®«ãç ¥¬ ci = bi ¤«ï «î¡®£® i = 1; : : : ; n�1,
â. ¥. (c1; : : : ; cn�1) = (b1; : : : ; bn�1). �ë ¯®ª § «¨, çâ® � | ¨­ê¥ªæ¨ï,   §­ ç¨â, ¨ ¡¨¥ªæ¨ï.

� ª ª ª

�(g((c01; : : : ; c
0

n�1); : : : ; (c
(n)
1 ; : : : ; c(n)n�1))) = �(f(c01; : : : ; c

(n�1)
n�1 ; c(n)1 ); : : : ; f(c0n�1; c

00

1 ; : : : ; c
(n)
n�1)) =

= r
f(c01;:::;c

(n�1)

n�1
;c
(n)
1 );:::;f(c0

n�1
;c001 ;:::;c

(n)

n�1
)
= h(rc01;:::;c0n�1

; : : : ; r
c
(n)
1 ;:::;c

(n)

n�1
) =

= h(�(c01; : : : ; c
0

n�1); : : : ; �(c
(n)
1 ; : : : ; c

(n)
n�1));

â® � | ¨§®¬®àä¨§¬.

� ¬¥ç ­¨¥. �¥®à¥¬  1, ª ª ¨ ¤àã£¨¥ n- à­ë¥  ­ «®£¨ £àã¯¯®¢ëå à¥§ã«ìâ â®¢, ¬®¦¥â ¡ëâì
¤®ª § ­  ¯à¨ ¯®¬®é¨ â¥®à¥¬ë �®áâ  ® á¬¥¦­ëå ª« áá å [4] á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£®
¡¨­ à­®£® ¯à®â®â¨¯ , ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ | â¥®à¥¬ë �í«¨ ¤«ï £àã¯¯.

�á­®, çâ® �(A0) = R0(A), â. ¥. áã¦¥­¨¥ � ­  A0 ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ n- à­ëå £àã¯¯ hA0; gi
¨ hR0(A); hi.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �áïª ï n- à­ ï £àã¯¯  hA; fi ¨§®¬®àä­  n- à­®© £àã¯¯¥ hR0(A); hi.

�áª®¬ë© ¨§®¬®àä¨§¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ��, £¤¥ �| ¨§®¬®àä¨§¬ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1,
� | ¨§®¬®àä¨§¬ ¨§ â¥®à¥¬ë 1.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �«ï ¢áïª®© n- à­®© £àã¯¯ë hA; fi áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ n- à­®© £àã¯¯ë
hAn�1; gi ­  n- à­ãî £àã¯¯ã h eR(A); ehi.

�áª®¬ë© ¨§®¬®àä¨§¬ à ¢¥­ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î �
, £¤¥ 
 |¨§®¬®àä¨§¬ n- à­®© £àã¯¯ë hR(A); hi
­  n- à­ãî £àã¯¯ã h eR(A); ehi.

�«¥¤áâ¢¨¥ 3 ([1]). �áïª ï n- à­ ï £àã¯¯  hA; fi ¨§®¬®àä­  n- à­®© £àã¯¯¥ h eR0(A); ehi.
�áª®¬ë© ¨§®¬®àä¨§¬ à ¢¥­ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î ��
.
�¥®à¥¬  1 ¨ ª ¦¤®¥ ¨§ á«¥¤áâ¢¨© 1{3 ï¢«ïîâáï  ­ «®£ ¬¨ â¥®à¥¬ë �í«¨ ¤«ï ¯®«¨ ¤¨ç¥áª¨å

£àã¯¯. �¥âàã¤­® § ¬¥â¨âì, çâ® ¯à¨ n = 2 íâ  â¥®à¥¬  ¨ ¢á¥ ¥¥ á«¥¤áâ¢¨ï á®¢¯ ¤ îâ á â¥®à¥¬®©
�í«¨.

� ¯®¬­¨¬, çâ® n- à­ë¬  ¢â®¬®àä¨§¬®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fA1; : : : ; An�1g ®¤­®â¨¯­ëå
ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à ­ §ë¢ ¥âáï [5] ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì f = ff1; : : : ; fn�1g ¨§®¬®àä¨§¬®¢

A1
f1
�! A2

f2
�! � � �

fn�2
���! An�1

fn�1
���! A1:

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥å n- à­ëå  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fA1; : : : ; An�1g ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§
Aut(A1; : : : ; An�1).

�«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ¨ á«¥¤áâ¢¨ï ¨§ ­¥¥ ï¢«ïîâáï n- à­ë¬¨  ­ «®£ ¬¨ ¨§¢¥áâ­®© â¥®à¥¬ë
�¨àª£®ä  ¤«ï £àã¯¯.

�¥®à¥¬  2. �«ï ¢áïª®© n- à­®© £àã¯¯ë hA; fi áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ n- à­®© £àã¯¯ë

hAn�1; gi ­  n- à­ãî £àã¯¯ã ¢á¥å n- à­ëå  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ­¥ª®â®à®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ã­¨-

¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï «î¡®£® b 2 A ®¯à¥¤¥«¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ 'b :
n�1S
i=1

Ai !
n�1S
i=1

Ai ¯®
¯à ¢¨«ã

'b : �i[a1; : : : ; ai] 7! �i[f(b; b1; : : : ; bn�2; a1); a2; : : : ; ai];

£¤¥ b1; : : : ; bn�2 | ä¨ªá¨à®¢ ­­ë¥ í«¥¬¥­âë ¨§ A. �®«®¦¨¬ 
 = f'b j b 2 Ag ¨ à áá¬®âà¨¬
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à

hA1;
i; : : : ; hAn�1;
i: (2)

� ª ª ª

rcii('b(�i[a1; : : : ; ai])) = rcii(�i[f(b; b1; : : : ; bn�2; a1); a2; : : : ; ai]) =

= �i+1[f(b; b1; : : : ; bn�2; a1); a2; : : : ; ai; ci] = 'b(�i+1[a1; : : : ; ai; ci]) = 'b(rcii(�i[a1; : : : ; ai]))

¤«ï «î¡®© ®¯¥à æ¨¨ 'b 2 
, â® rcii | ¨§®¬®àä¨§¬  «£¥¡àë hAi;
i ­   «£¥¡àã hAi+1;
i (i =
1; : : : ; n� 2).

�­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® rc(n�1)(n�1) | ¨§®¬®àä¨§¬  «£¥¡àë hAn�1;
i ­   «£¥¡àã
hA1;
i. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, rc1;:::;cn�1

| n- à­ë©  ¢â®¬®àä¨§¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (2). �ë ¤®ª -
§ «¨ ¢ª«îç¥­¨¥

R(A) � Aut(A1; : : : ; An�1): (3)

�ãáâì â¥¯¥àì � = (�1; : : : ; �n�1) 2 Aut(A1; : : : ; An�1), â. ¥. ¢á¥ �i | ¡¨¥ªæ¨¨ ¨ ¢¥à­®

�i('b(�i[a1; : : : ; ai])) = 'b(�i(�i[a1; : : : ; ai])); i = 1; : : : ; n� 1; (4)

¤«ï «î¡®© ®¯¥à æ¨¨ 'b 2 
 ¨ «î¡®£® ª« áá  �i[a1; : : : ; ai] 2 Ai. �®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ¬®¦­®
¯¥à¥¯¨á âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

�i(�i[f(b; b1; : : : ; bn�2; a1); a2; : : : ; ai]) = �i+1[f(b; b1; : : : ; bn�2; d1); d2; : : : ; di+1] (5)

¯à¨ i = 1; : : : ; n� 2, £¤¥ �i(�i[a1; : : : ; ai]) = �i+1[d1; : : : ; di+1];

�n�1(�n�1[f(b; b1; : : : ; bn�2; a1); a2; : : : ; an�1]) = �1[f(b; b1; : : : ; bn�2; d)] (6)

¯à¨ i = n� 1, £¤¥ �n�1(�n�1[a1; : : : ; an�1]) = �1[d].
� ª ª ª (4) á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï «î¡®£® ª« áá  �i[a1; : : : ; ai] 2 Ai, â® í«¥¬¥­â a1 ¬®¦­® ¢ë¡à âì

â ª, çâ® (b1; : : : ; bn�2; a1) | ­¥©âà «ì­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì. � ãç¥â®¬ íâ®£® (5) ¨ (6) ¯à¨¬ãâ
á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢¨¤

�i(�i[b; a2; : : : ; ai]) = �i+1[f(b; b1; : : : ; bn�2; d1); d2; : : : ; di+1]; (7)

�n�1(�n�1[b; a2; : : : ; an�1]) = �1[f(b; b1; : : : ; bn�2; d)]: (8)

� n- à­®© £àã¯¯¥ ¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ãîâ í«¥¬¥­âë ci â ª¨¥, çâ®

(d1; : : : ; di+1)�i(a1; : : : ; ai; ci);

¨ í«¥¬¥­â cn�1 â ª®©, çâ® d = f(a1; : : : ; an�1; cn�1). �¥¯¥àì (7) ¨ (8) ¯¥à¥¯¨èãâáï ¢ ¢¨¤¥

�i(�i[b; a2; : : : ; ai]) = �i+1[f(b; b1; : : : ; bn�2; a1); a2; : : : ; ai; ci];

�n�1(�n�1[b; a2; : : : ; an�1]) = �1[f(b; b1; : : : ; bn�2; a1); a2; : : : ; an�1; cn�1]:

�ç¨âë¢ ï ­¥©âà «ì­®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (b1; : : : ; bn�2; a1), ¨§ ¯®«ãç¥­­ëå à ¢¥­áâ¢ ¨¬¥¥¬

�i(�i[b; a2; : : : ; ai]) = �i+1[b; a2; : : : ; ai; ci]; i = 1; : : : ; n� 2;

�n�1(�n�1[b; a2; : : : ; an�1]) = �1[f(b; a2; : : : ; an�1; cn�1)]:

�¥à¢®¥ ¨§ íâ¨å à ¢¥­áâ¢ á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ ¬­®¦¥áâ¢  Ai (i = 1; : : : ; n�2),   ¢â®à®¥
á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï ¢á¥å í«¥¬¥­â®¢ ¬­®¦¥áâ¢  An�1. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ®â®¡à ¦¥­¨¥ �i á®¢¯ ¤ ¥â á
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®â®¡à ¦¥­¨¥¬ rcii (i = 1; : : : ; n � 1),   � = (�1; : : : ; �n�1) ï¢«ï¥âáï ¯à ¢ë¬ n- à­ë¬ á¤¢¨£®¬. �
á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì­®£® ¢ë¡®à  � 2 Aut(A1; : : : ; An�1) ¤®ª § ­® ¢ª«îç¥­¨¥

Aut(A1; : : : ; An�1) � R(A):

Oâáî¤  ¨ ¨§ (3) ¯®«ãç ¥¬
R(A) = Aut(A1; : : : ; An�1):

�à¨¬¥­ïï â¥®à¥¬ã 1, ¯®«ãç ¥¬ ¨§®¬®àä¨§¬ � n- à­®© £àã¯¯ë hAn�1; gi ­  n- à­ãî £àã¯¯ã
hAut(A1; : : : ; An�1); hi.

� ª ª ª R0(A) � R(A) = Aut(A1; : : : ; An�1) ¨ á®£« á­® á«¥¤áâ¢¨î 1 áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬®àä¨§¬
n- à­ëå £àã¯¯ hA; fi ¨ hR0; hi, â® á¯à ¢¥¤«¨¢®

�«¥¤áâ¢¨¥ 4. �áïª ï n- à­ ï £àã¯¯  ¨§®¬®àä­  n- à­®© £àã¯¯¥ n- à­ëå  ¢â®¬®àä¨§¬®¢
­¥ª®â®à®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à.

�«¥¤áâ¢¨¥ 5. �«ï ¢áïª®© n- à­®© £àã¯¯ë hA; fi áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ n- à­®© £àã¯¯ë
hAn�1; gi ­  n- à­ãî £àã¯¯ã  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ­¥ª®â®à®© ã­¨¢¥àá «ì­®©  «£¥¡àë.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á­® á«¥¤áâ¢¨î 2 áãé¥áâ¢ã¥â ¨§®¬®àä¨§¬ � = �
 n- à­®© £àã¯¯ë
hAn�1; gi ­  n- à­ãî £àã¯¯ã h eR(A); ehi, £¤¥

� : An�1 ! R(A); � : (c1; : : : ; cn�1) 7! rc1;:::;cn�1
;


 : R(A)! eR(A); 
 : rc1;:::;cn�1
7! r;

¯à¨ç¥¬ r | ¡¨¥ªæ¨ï ¬­®¦¥áâ¢ 
n�1S
i=1

Ai, ª®â®à ï ¤¥©áâ¢ã¥â ­  Ai â ª ¦¥, ª ª rcii (i = 1; : : : ; n�1).

� áá¬®âà¨¬ ã­¨¢¥àá «ì­ãî  «£¥¡àã
D n�1S

i=1
Ai;


E
. �à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 2 ¡ë«® ãáâ -

­®¢«¥­®, çâ® ¢á¥ rcii | ¨§®¬®àä¨§¬ë. �®íâ®¬ã

r('b(�i[a1; : : : ; ai])) = rcii('b(�i[a1; : : : ; ai])) = 'b(rcii(�i[a1; : : : ; ai])) = 'b(r(�i[a1; : : : ; ai]))

¤«ï «î¡®£® �i[a1; : : : ; ai] 2
n�1S
i=1

Ai ¨ «î¡®© ®¯¥à æ¨¨ 'b 2 
, â. ¥. r |  ¢â®¬®àä¨§¬  «£¥¡àë
D n�1S

i=1
Ai;


E
.

�«¥¤áâ¢¨î 3 ¨§ â¥®à¥¬ë 1 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â

�«¥¤áâ¢¨¥ 6. �áïª ï n- à­ ï £àã¯¯  ¨§®¬®àä­  n- à­®© £àã¯¯¥  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ ­¥ª®â®à®©
ã­¨¢¥àá «ì­®©  «£¥¡àë.
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