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Аннотация
Рассмотрены вопросы разрешимости и построения решения одной нелокальной кра-

евой задачи для неоднородного интегро-дифференциального уравнения типа Буссинеска
четвертого порядка с вырожденным ядром. Использован метод Фурье, основанный на раз-
деление переменных. Получена система алгебраических уравнений. Установлен критерий
однозначной разрешимости поставленной задачи и доказана соответствующая теорема.
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1. Постановка задачи

Математическое моделирование многих процессов, проходящих в реальном
мире, приводит к изучению смешанных и краевых задач для уравнений в част-
ных производных. Поэтому теория смешанных и краевых задач в силу ее при-
кладной важности в настоящее время является одним из важнейших разделов
теории дифференциальных уравнений. При исследовании многих задач газовой
динамики, теории упругости, теории пластин и оболочек возникают дифферен-
циальные уравнения в частных производных высоких порядков. С точки зрения
физических приложений представляют большой интерес, в частности, дифферен-
циальные уравнения четвертого порядка (см., например, [1–5]). В случаях, когда
в точках границы области протекания физического процесса невозможно прове-
сти измерения характеристик процесса, в качестве дополнительной информации,
достаточной для однозначной разрешимости задачи, могут служить нелокальные
условия в интегральной форме.

В настоящей работе с помощью метода разделения переменных изучается разре-
шимость нелокальной краевой задачи для интегро-дифференциального уравнения
типа Буссинеска четвертого порядка с вырожденным ядром. Метод разделения
переменных при исследовании дифференциальных и интегро-дифференциальных
уравнений в частных производных применяется в работах многих авторов, в част-
ности в [6–10]. Интегро-дифференциальные уравнения с вырожденным ядром рас-
сматривались в [11, 12].

Итак, в области Ω = {(t, x) | 0 < t < T, 0 < x < l} рассматривается интегро-
дифференциальное уравнение вида

Utt − Uttxx − Uxx + ν

T∫

0

K(t, s)Uxx(s, x) ds = α(t)β(x), (1)
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где T и l – заданные положительные действительные числа, ν – действи-

тельный спектральный параметр, K(t, s) =
k∑

i=1

ai(t)bi(s) , ai(t), bi(s) ∈ C2[0;T ] ,

α(t) ∈ C2[0;T ] , β(x) – заданная достаточно гладкая функция.
Для исследования интегро-дифференциального уравнения (1) сформулируем

следующую задачу.
Задача. Требуется найти в области Ω функцию

U(t, x) ∈ C
(
Ω

)⋂
C1

(
Ω

⋃ {x = 0}⋃ {x = l}) ⋂
C2(Ω)

⋂
C2+2

t,x (Ω),

удовлетворяющую уравнению (1) и следующим условиям:

U(0, x) = U(T, x), 0 ≤ x ≤ l, (2)

T∫

0

Ut(t, x)t dt = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l, (3)

U(t, 0) = U(t, l) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (4)

где Cr(Ω) – класс функций, имеющих непрерывные производные
∂r

∂tr
,

∂r

∂xr
в об-

ласти Ω , Cr+s
t,x (Ω) – класс функций, имеющих непрерывную производную

∂r+s

∂tr∂xs

в области Ω , r = 1, . . . , r0 , s = 1, . . . , s0 , r ≤ r0, s ≤ s0 – натуральные числа,
ϕ(x) – заданная достаточно гладкая функция, Ω = {(t, x) | 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ x ≤ l} .

Отметим, что уравнение (1) принадлежит псевдогиперболическому типу, назо-
вем его интегро-дифференциальным уравнением типа Буссинеска. В случае, когда
ν = 0 , соответствующее дифференциальное уравнение Буссинеска, как и уравнение
Кортевега-де Фриза, возникает в приближенных теориях длинных волн на воде.
Уравнения Буссинеска описывают движение волн, движущихся как влево, так и
вправо [4, с. 16, 444].

2. Формальное решение краевой задачи (1)–(4)

Решение уравнения (1) в области Ω ищется в виде ряда Фурье

U(t, x) =

√
2
l

∞∑
n=1

un, (t) sin
πn

l
x, (5)

где

un(t) =

√
2
l

l∫

0

U(t, x) sin
πn

l
x dx, n = 1, 2, . . . (6)

Предполагается, что и функция β(x) разлагается в ряд Фурье

β(x) =

√
2
l

∞∑
n=1

βn sin
πn

l
x, (7)

где

βn =

√
2
l

l∫

0

β(x) sin
πn

l
x dx, n = 1, 2, . . . . (8)
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Подставляя ряды (5) и (7) в уравнение (1), получаем

u′′n(t) + λ2
nun(t) = νλ2

n

T∫

0

k∑

i=1

ai(t)bi(s)un(s) ds + α(t)βn, n = 1, 2, . . . (9)

где λ2
n =

µ2
n

1 + µ2
n

, µn =
πn

l
.

Вводя обозначения

τin =

T∫

0

bi(s)un(s) ds, (10)

уравнения (9) перепишем в виде

u′′n(t) + λ2
nun(t) = νλ2

n

k∑

i=1

ai(t)τin + α(t)βn. (11)

Дифференциальные уравнения (11) решаются методом вариации произвольных
постоянных

un(t) = cn cosλnt + dn sin λnt + ηn(t), (12)

где

ηn(t) = ν

k∑

i=1

τinhin(t) + βnδ1n(t),

hin(t) = λn

t∫

0

sin λn(t− s)ai(s) ds, i = 1, . . . , k,

δ1n(t) =
1
λn

t∫

0

sin λn(t− s)α(s) ds.

Условие (2) с учетом формулы (6) запишется как

un(0) =

√
2
l

l∫

0

U(0, x) sin
πn

l
x dx =

√
2
l

l∫

0

U(T, x) sin
πn

l
x dx = un(T ). (13)

Для нахождения неизвестных коэффициентов cn и dn в (12), воспользуемся
условием (13)

un(t) = dn

[
sin λnt +

sin λnT

1− cos λnT
cosλnt

]
+ ξn(t), (14)

где ξn(t) =
ηn(T )

1− cos λnT
cos λnt + ηn(t) .

Воспользуемся интегральным условием (3) и формулой (6)

T∫

0

u′n(t)t dt =

√
2
l

l∫

0

T∫

0

Ut(t, x)t dt sin
πn

l
x dx =

=

√
2
l

l∫

0

ϕ(x) sin
πn

l
x dx = ϕn. (15)
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Из (14) и (15) имеем

ϕn =

T∫

0

u′n(t)t dt = dn

T∫

0

[
sin λnt +

sin λnT

1− cos λnT
cosλnt

]′
t dt + γn =

=
dn

λ2
n

[
−T sin λnT +

1
λn

(
1− cosλnT

)
+

+
sinλnT

1− cosλnT

(
−T cos λnT +

1
λn

sin λnT
)]

+ γn, (16)

где γn =

T∫

0

ξ′n(t)t dt .

Из (16) видно, что для определения неизвестных коэффициентов dn необхо-
димо выполнение следующего условия:

σ1n(T ) = 1− cosλnT 6= 0. (17)

При выполнении условия (17) из (16) получаем

ϕn =
dn

λ3
n

2− 2 cos λnT − λnT sin λnT

σ1n(T )
+ γn. (18)

Так как 0 < λ2
n < 1 , то из (18) вытекает, что возможно однозначно опреде-

лить dn , если выполняется и следующее условие:

σ2n(T ) = 2− 2 cos λnT − λnT sin λnT 6= 0. (19)

Согласно 18) имеем

dn = λ3
n

(
ϕn − γn

) σ1n(T )
σ2n(T )

. (20)

Подставляя (20) в формулу (14), получим

un(t) = λ3
n

(
ϕn − γn

)
δ0n(t)

σ1n(T )
σ2n(T )

+ ξn(t),

или

un(t) = ϕnBn(t) + ν

k∑

i=1

τinDin(t) + βnEn(t), (21)

где

Bn(t) = λ3
nδ0n(t)

σ1n(T )
σ2n(T )

, δ0n(t) = sin λnt +
sin λnT

σ1n(T )
cos λnt,

Din(t) =
hin(T )
σ1n(T )


cos λnt + λnBn(t)

T∫

0

t sin λnt dt


 + hin(t) + Bn(t)

T∫

0

th′in(t) dt,

En(t) =
δ1n(T )
σ1n(T )


cosλnt + λnBn(t)

T∫

0

t sin λnt dt


 + δ1n(t) + Bn(t)

T∫

0

tδ′1n(t) dt,

hin(t) = λn

t∫

0

sin λn(t− s)ai(s) ds, i = 1, . . . , k,
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δ1n(t) =
1

λn

t∫

0

sin λn(t− s)α(s) ds, λn =

√
µ2

n

1 + µ2
n

, µn =
πn

l
.

При подстановке (21) в (10) получаем систему алгебраических уравнений (САУ)

τin + ν

k∑

j=1

τjnHij n = Ψin, i = 1, . . . , k, (22)

где

Hijn = −
T∫

0

bi(s)Djn(s) ds,

Ψin =

T∫

0

bi(s) [ϕnBn(s) + βnEn(s)] ds, i = 1, . . . , k. (23)

САУ (22) однозначно разрешима при любых конечных Ψi n , если выполняется
следующее условие

∆n(ν) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + νH11n νH12n . . . νH1kn

νH21n 1 + νH22n . . . νH2kn

...
...

. . .
...

νHk1n νHk2n . . . 1 + νHkkn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0. (24)

Определитель ∆n(ν) в (24) есть многочлен относительно ν степени не выше k .
Уравнение ∆n(ν) = 0 имеет не более чем k различных корней. Для других значе-
ний ν условие (24) выполняется, и система (22) имеет единственное решение при
любой конечной ненулевой правой части. Поэтому при выполнении условия (24)
ниже исследуется разрешимость поставленной нелокальной краевой задачи.

Решения САУ (22) имеют вид

τin =
∆in(ν)
∆n(ν)

, i = 1, . . . , k, (25)

где

∆in(ν) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + νH11n . . . νH1(i−1)n Ψ1n νH1(i+1)n . . . νH1kn

νH21n . . . νH2(i−1)n Ψ2n νH2(i+1)n . . . νH2kn

...
...

...
...

...
. . .

...
νHk1n . . . νHk(i−1)n Ψkn νHk(i+1)n . . . 1 + νHkkn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Среди элементов определителей ∆in(ν) имеются элементы Ψin . В свою очередь,
в них содержатся нам нужные величины ϕn, βn . Чтобы вывести их из-под знака
определителей, выражение в (23) запишем в форме

Ψin = ϕnΨ1in + βnΨ2in,

где

Ψ1in =

T∫

0

bi(s)Bn(s) ds, Ψ2in =

T∫

0

bi(s)En(s) ds.
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В этом случае
∆in(ν) = ϕn∆1in(ν) + βn∆2in(ν),

где

∆jin(ν) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + νH11n . . . νH1(i−1)n Ψj1n νH1(i+1)n . . . νH1k n

νH21n . . . νH2(i−1)n Ψj2n νH2(i+1)n . . . νH2kn

...
...

...
...

...
. . .

...
νHk1n . . . νHk(i−1)n Ψjkn νHk(i+1)n . . . 1 + νHkkn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, j = 1, 2.

Теперь формула (25) преобразуется следующим образом:

τin = ϕn
∆1in(ν)
∆n(ν)

+ βn
∆2in(ν)
∆n(ν)

, i = 1, . . . , k. (26)

Подставляя (26) в (21), имеем

un(t) = ϕnFn(t) + βnMn(t), (27)

где

Fn(t) = Bn(t) + ν
k∑

i=1

∆1in(ν)
∆n(ν)

Din(t), Mn(t) = En(t) + ν
k∑

i=1

∆2in(ν)
∆n(ν)

Din(t).

Подставляя (27) в ряд Фурье (5), получим формальное решение задачи (1)–(4)

U(t, x) =

√
2
l

∞∑
n=1

[ϕnFn(t) + βnMn(t)] sin
πn

l
x. (28)

3. Обоснование разрешимости краевой задачи (1)–(4)

Рассмотрим случай, когда нарушается условие (17). Пусть при некоторых T
σ1n(T ) = 1− cosλnT = 0 , то есть

cosλnT = 1, (29)

где, как и ранее, λn =

√
µ2

n

1 + µ2
n

, µn =
πn

l
.

Уравнение (29) имеет решения

Tk =
2πk

λn
, k ∈ N,

где N — множество натуральных чисел.
Рассмотрим теперь случай, когда условие (19) нарушается. Пусть при некото-

рых T σ2n(T ) = 2− 2 cos λnT − λnT sinλnT = 0 , а значит,

cos
(
λnT + θn

)
=

2√
4 + λ2

nT 2
, (30)

где θn = arccos
2√

4 + λ2
nT 2

.
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Так как 0 <
2√

4 + λ2
nT 2

< 1 , то из тригонометрического уравнения (30) полу-

чаем формулу
λnTs + θn = ±θn + 2πs.

Отсюда следуют две серии значений для Ts :

Ts =
2πs

λn
, Ts = −2θn

λn
+

2πs

λn
, s ∈ N.

Другие значения T > 0 , для которых условия (17) и (19) выполняются, на-
зываются регулярными. Следовательно, при выполнении условий (17), (19) и (24)
решение краевой задачи (1)–(4) в области Ω представляется в виде ряда (28).

Покажем, что при определенных условиях относительно функций ϕ(x) и β(x)
ряд (28) сходится абсолютно и равномерно. При n ∈ N и регулярных значениях T
справедливы оценки

∞∑
n=1

∣∣un(t)
∣∣ ≤ C1




√√√√
∞∑

n=1

∣∣ϕn

∣∣2 +

√√√√
∞∑

n=1

∣∣βn

∣∣2

 , (31)

∞∑
n=1

∣∣u′′n(t)
∣∣ ≤ C1




√√√√
∞∑

n=1

∣∣ϕn

∣∣2 +

√√√√
∞∑

n=1

∣∣βn

∣∣2

 , (32)

где 0 < C 1 = const .
Действительно, так как для регулярных значений T справедливы неравенства

0 <
∣∣σ1n(T )

∣∣ ≤ 2 , 0 <
∣∣σ2n(T )

∣∣ < 4 + T , 0 < λn < 1 и λn → 1 при n → ∞ , то на
основании формулы (27) из гладкости функций Fn(t) , Mn(t) найдем

∞∑
n=1

∣∣un(t)
∣∣ ≤

∞∑
n=1

[
max

t∈[0,T ]

∣∣Fn(t)
∣∣ ∣∣ϕn

∣∣ + max
t∈[0,T ]

∣∣Mn(t)
∣∣ ∣∣βn

∣∣
]
≤

≤ 2
∞∑

n=1

[
max

t∈[0,T ]

∣∣F (t)
∣∣ ∣∣ϕn

∣∣ + max
t∈[0,T ]

∣∣M(t)
∣∣ ∣∣βn

∣∣
]
≤ C11




√√√√
∞∑

n=1

∣∣ϕn

∣∣2 +

√√√√
∞∑

n=1

∣∣βn

∣∣2

 ,

где
C11 = 2 max

{
max

t∈[0,T ]

∣∣F (t)
∣∣; max

t∈[0,T ]

∣∣M(t)
∣∣
}

,

F (t) = lim
n→∞

Fn(t), M(t) = lim
n→∞

Mn(t).

Дважды дифференцируя (27), как и выше, получаем

∞∑
n=1

∣∣u′′n(t)
∣∣ ≤

∞∑
n=1

[
max

t∈[0,T ]

∣∣F ′′n (t)
∣∣ ∣∣ϕn

∣∣ + max
t∈[0,T ]

∣∣M ′′
n (t)

∣∣ ∣∣βn

∣∣
]
≤

≤ 2
∞∑

n=1

[
max

t∈[0,T ]

∣∣F ′′(t)
∣∣ ∣∣ϕn

∣∣ + max
t∈[0,T ]

∣∣M ′′(t)
∣∣ ∣∣βn

∣∣
]
≤

≤ C12




√√√√
∞∑

n=1

∣∣ϕn

∣∣2 +

√√√√
∞∑

n=1

∣∣βn

∣∣2

 ,
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где
C12 = 2 max

{
max

t∈[0,T ]

∣∣F ′′(t)
∣∣; max

t∈[0,T ]

∣∣M ′′(t)
∣∣
}

,

F ′′(t) = lim
n→∞

F ′′n (t), M ′′(t) = lim
n→∞

M ′′
n (t).

Отсюда следуют оценки (31) и (32), где C1 = max
{
C11; C12

}
.

Условия А. Пусть функция ϕ(x) ∈ C2[0; l] на сегменте [0; l] имеет кусочно-не-
прерывные производные третьего порядка и

ϕ(0) = ϕ(l) = ϕxx(0) = ϕxx(l) = 0.

Интегрируя три раза по частям по переменной x интеграл в (15):

ϕn =

√
2
l

l∫

0

ϕ(x) sin
πn

l
x dx,

получаем, что

ϕn = −
(

l

π

)3
pn

n3
, (33)

где
∞∑

n=1

p2
n ≤

2
l

l∫

0

[ϕxxx(x)]2 dx < ∞. (34)

Условия Б. Пусть функция β(x) ∈ C2[0; l] на сегменте [0; l] имеет кусочно-
непрерывные производные третьего порядка и

β(0) = β(l) = βxx(0) = βxx(l) = 0.

Интегрируя по частям три раза по переменной x интеграл в (8):

βn =

√
2
l

l∫

0

β(x) sin
πn

l
x dx,

получаем, что

βn = −
(

l

π

)3
qn

n3
, (35)

где
∞∑

n=1

q2
n ≤

2
l

l∫

0

[βxxx(x)]2 dx < ∞. (36)

Учитывая формул (31), (33)–(36) и применяя неравенства Минковского и Гель-
дера, для ряда (28) получим

|U(t, x)| ≤
√

2
l

∞∑
n=1

∣∣un(t)
∣∣
∣∣∣ sin

πn

l
x
∣∣∣ ≤ C1

√
2
l




√√√√
∞∑

n=1

∣∣ ϕn

∣∣2 +

√√√√
∞∑

n=1

∣∣βn

∣∣2

 ≤

≤ γ1

[ ∞∑
n=1

1
n3

∣∣pn

∣∣ +
∞∑

n=1

1
n3

∣∣qn

∣∣
]
≤ γ1




√√√√
∞∑

n=1

1
n6

√√√√
∞∑

n=1

p2
n +

√√√√
∞∑

n=1

1
n6

√√√√
∞∑

n=1

q2
n


 ≤

≤ γ1

√
2
l

√√√√
∞∑

n=1

1
n6




√√√√√
l∫

0

[ϕxxx(x)]2 dx +

√√√√√
l∫

0

[βxxx(x)]2 dx


 < ∞, (37)
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где γ1 =
√

2
l

C1

(
l

π

)3

.

Из (37) следует, что ряд (28) абсолютно и равномерно сходится в области Ω .
Для функции (28) докажем непрерывность всех производных, входящих в уравне-
ние (1). С этой целью функцию (28) формально дифференцируем нужное число
раз:

Utt(t, x) =

√
2
l

∞∑
n=1

[ϕnF ′′n (t) + βnM ′′
n (t)] sin

πn

l
x, (38)

Uxx(t, x) = −
√

2
l

∞∑
n=1

(πn

l

)2

[ϕnFnm(t) + βnMn(t)] sin
πn

l
x, (39)

Uttxx(t, x) = −
√

2
l

∞∑
n=1

(πn

l

)2

[ϕnF ′′n (t) + βnM ′′
n (t)] sin

πn

l
x. (40)

Учитывая соотношения (32)–(36) и применяя неравенства Минковского и Гель-
дера для оценки ряда в (38), получим

|Utt(t, x)| ≤
√

2
l

∞∑
n=1

∣∣u′′n(t)
∣∣
∣∣∣ sin

πn

l
x
∣∣∣ ≤ C1

√
2
l




√√√√
∞∑

n=1

∣∣ϕn

∣∣2 +

√√√√
∞∑

n=1

∣∣βn

∣∣2

 ≤

≤ γ1

[ ∞∑
n=1

1
n3

∣∣pn

∣∣ +
∞∑

n=1

1
n3

∣∣qn

∣∣
]
≤

≤ γ1

√
2
l

√√√√
∞∑

n=1

1
n6




√√√√√
l∫

0

[ϕxxx(x)]2 dx +

√√√√√
l∫

0

[βxxx(x)]2 dx


 < ∞. (41)

Аналогично оценкам (37) и (41) для ряда (39) получаем

|Uxx(t, x)| ≤ 2π2

l2
√

l

∞∑
n=1

n2
∣∣un(t)

∣∣
∣∣∣ sin

πn

l
x
∣∣∣ ≤

≤ γ2




√√√√
∞∑

n=1

n2
∣∣ϕn

∣∣2 +

√√√√
∞∑

n=1

n2
∣∣βn

∣∣ 2


 ≤ γ2

[ ∞∑
n=1

1
n

∣∣pn

∣∣ +
∞∑

n=1

1
n

∣∣qn

∣∣
]
≤

≤ 2γ2

l

√√√√
∞∑

n=1

1
n2




√√√√√
l∫

0

[ϕxxx(x)]2 dx +

√√√√√
l∫

0

[βxxx(x)] 2 dx


 < ∞, (42)

где γ2 =
2π2

l2
√

l
C1 .

Для ряда в (40), аналогично (41) и (42), легко показать, что
∣∣∣Uttxx(t, x)

∣∣∣ < ∞.

Следовательно, в области Ω функция U(t, x) , определяемая рядом (28), удо-
влетворяет условиям задачи.

Таким образом нами доказано, что справедлива следующая теорема.
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Теорема. Пусть выполняются условия А и Б. Тогда краевая задача (1)–(4)
разрешима в области Ω , если выполняются условия (17) , (19) и (24) . Это реше-
ние определяется рядом (28) . При этом возможно почленное дифференцирование
ряда (28) по переменным t, x и полученные ряды будут сходиться абсолютно
и равномерно.
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Abstract

This paper considers the questions of solvability and constructing the solution of a non-
local boundary value problem for the fourth-order Boussinesq type nonhomogeneous partial
integro-differential equation with degenerate kernel. The Fourier method based on separation
of variables has been used. The system of algebraic equations has been obtained. The criterion
of unique solvability of the considered problem has been revealed. The theorem of solvability
of the problem has been proved under this criterion.

Keywords: integro-differential equation, boundary value problem, degenerate kernel, in-
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