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О СИЛЬНЫХ РЕШЕНИЯХ ОДНОЙ СИСТЕМЫ
ТЕРМОВЯЗКОУПРУГОСТИ

Аннотация. Для одной модели динамики термовязкоупругой сплошной среды в плоском
случае установлена нелокальная теорема существования и единственности сильных решений.
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Abstract. For a certain model of a dynamic thermoviscoelastic continuous medium we obtain a
nonlocal theorem on the unique existence of a strong solution.

Keywords: thermoviscoelasticity, strong solution, completely continuous operator.

1. Введение

В Q = [0, T ] × Ω, где Ω ∈ Rn – ограниченная выпуклая область с границей ∂Ω ⊂ C2

рассматривается начально-краевая задача

vt +
n∑

i=1

vi∂v/∂xi − µ0∆v(t, x) − µ1 Div
∫ t

0
exp(λ(s − t)) E(v)(s, z(s; t, x)) ds−

− Div(µ(S(v(t, x)) E(v)(t, x)) + ∇p + ∇θ(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Q; (1.1)

div v(t, x) = 0, (t, x) ∈ Q;
∫

Ω
p(t, x) dx = 0, 0 ≤ t ≤ T ;

θt +
n∑

i=1

vi∂θ/∂xi − µ2�θ − µ2
0

n∑
i,j=1

e2
ij(v)(t, x)−

− µ0µ1

n∑
i,j=1

eij(v)(t, x)
∫ t

0
exp(λ(s − t))eij(v)(s, z(s; t, x))ds−

− µ0µ(S(v(t, x)))
n∑

i,j=1

e2
ij(v)(t, x) = ϕ(t, x), (t, x) ∈ Q; (1.2)
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v(0, x) = v0(x), x ∈ Ω; v(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ] × ∂Ω, (1.3)

θ(0, x) = θ0(x), x ∈ Ω; θ(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ] × ∂Ω. (1.4)

Здесь v(t, x) = (v1(t, x), . . . , vn(t, x)) и θ(t, x) — искомые векторная и скалярная функ-
ции, означающие скорость движения и температуру среды, f(t, x) = (f1(t, x), . . . , fn(t, x))
— плотность внешних сил, ϕ(t, x) — плотность внешних источников тепла, v0(x) и θ0(x)
— начальное распределение скорости и температуры. Далее, E(v)={eij(v)}n

i,j=1 — тензор
скоростей деформаций, т. е. матрица с коэффициентами eij(v) = 1

2(∂vi/∂xj + ∂vj/∂xi), ди-
вергенция Div матрицы определяется как вектор с компонентами-дивергенциями строк,

S(v) =
2∑

i,j=1
(∂vi/∂xi)2, µ0 > 0, µ2 > 0, µ1, λ — неотрицательные константы, µ(s) — неотри-

цательная непрерывно дифференцируемая при s ≥ 0 функция. Вектор-функция z(τ ; t, x)
определяется как решение задачи Коши (в интегральной форме)

z(τ ; t, x) = x +
∫ τ

t
v(s, z(s; t, x))ds, τ, t ∈ [0, T ], x ∈ Ω. (1.5)

Система (1.1)–(1.5) описывает динамику вязкоупругой сплошной среды, которая помнит
напряжения вдоль траектории движения частицы среды (функция z(τ ; t, x)). При выводе
уравнений предполагалось, что тензор напряжений среды — линейная комбинация тензо-

ра скоростей деформации, памяти
t∫
0

exp(λ(s − t))E(v)(s, z(s; t, x))ds, µ(S(v(t, x)))E(v)(t, x)

и шарового тензора θI температурного расширения, а внутренняя энергия линейно зави-
сит от температуры. Уравнение (1.1) является уравнением движения, а уравнение (1.2) —
следствие уравнения баланса энергии ([1], с. 7).
Движение термовязкоупругой среды с памятью изучалось в [2], [3], где в одномерном слу-

чае была установлена локальная теорема существования и единственности и нелокальная
при малых данных.
В n-мерном случае вязкоупругая среда с памятью (система уравнений (1.1), (1.3), (1.5))

изучалась в [4], [5], где были установлены локальная и нелокальная при малых данных тео-
ремы существования и единственности сильных решений в Lq(Q) при q > n. Оказалось, что
для нелокальной разрешимости приходится заменять уравнение (1.5) на регуляризованное
уравнение

z(τ ; t, x) = x +
∫ τ

t
v̂(s, z(s; t, x))ds, τ, t ∈ [0, T ], x ∈ Ω, (1.6)

где v̂ — некоторая регуляризация поля скоростей v. Введение оператора v̂, регуляризующего
поле скоростей, объясняется тем фактом, что поле скоростей v, определяемое как слабое или
сильное обобщенное решение задачи (1.1)–(1.2) в классах функций, суммируемых с квад-
ратом вместе с производными, не позволяет восстановить траектории z движения частиц,
или же траектории не обладают свойствами регулярности, необходимыми для корректности
модели [6]. В работе [7] для регуляризованной модели вязкоупругости были установлены
нелокальная (n = 2) и локальная (n = 3) теоремы существования и единственности силь-
ных решений L2(Q) с помощью аппроксимационно-топологического метода. В [8] другим
методом тот же результат был установлен для более общего случая нелинейной зависимости
µ1 от vx.
Целью статьи является доказательство теорем существования и единственности сильных

решений регуляризованной задачи (1.1)–(1.4), (1.6) в L2(Q) для n = 2.
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2. Обозначения и основные результаты

Будем использовать обычные обозначения Lp(Ω), Lp(Q), W k
q (Ω), W k,m

q (Q) (k дифферен-
цирований по t иm дифференцирований по x при (t, x) ∈ Q) для вещественных пространств
Лебега и Соболева функций на Ω и Q. Эти обозначения используются для скалярных, век-
торных или матричных функций. Обозначим через (u, v) скалярное произведение в L2(Ω)
для функций u, v ∈ L2(Ω). Норма функции u в каждом из пространств L2(Ω), L2(Q),W k

2 (Ω),
W k,m

2 (Q) обозначается соответственно |u|0, ‖u‖0, |u|k, ‖u‖k,m. В зависимости от контекста
будет удобно рассматривать функциональные пространства на Q как соответствующие про-
странства функций переменной t со значениями в пространствах функций на Ω. Через | · |
обозначается норма вектора в Rn и норма n× n-матрицы. Пусть D(Ω) — множество функ-
ций класса C∞ с компактным носителем в Ω и Ds(Ω) = {u ∈ D(Ω) : Div u = 0}. Обозначим
через H замыкание Ds(Ω) в норме пространства L2(Ω) и через V — замыкание Ds(Ω) в
норме пространстваW 1

2 (Ω). При этом норма ‖u‖V функции в пространстве V определяется

равенством ‖u‖V = |u|1. Обозначим через P ортопроектор в L2(Ω) на H. Пусть
◦

W 1
2(Ω) —

замыкание D(Ω) в норме пространства W 1
2 (Ω).

Рассмотрим вH линейный неограниченный оператор A, определенный на областиD(A) =

W 2
2 (Ω) ∩ H ∩

◦
W 1

2(Ω) формулой Av = −P�v. Оператор A является ([9], с. 54) положитель-
но определенным самосопряженным оператором. Определим оператор регуляризации как
v̂ ≡ Sδv = (I + δA)−1v, δ > 0, и рассмотрим задачу Коши (1.6).
Отметим, что lim

δ→0
Sδv = v при v ∈ H. Изучим разрешимость задачи (1.1)–(1.4), (1.6).

Определение. Решением задачи (1.1)–(1.4), (1.6) называется тройка функций (v, θ, p),

v ∈ W 1
2 (0, T ; H) ∩ L2(0, T ; H ∩ W 2

2 (Ω)), θ ∈ W 1,2
2 (Q), p ∈ W 0,1

2 (Q),

удовлетворяющая при почти всех (t, x) уравнениям (1.1), (1.2) и условиям (1.3), (1.4).

Сформулируем основной результат.

Теорема 2.1. Пусть f ∈ L2(0, T ; H), ϕ ∈L2(0, T ; L2(Ω)), v0 ∈ V , θ0 ∈
◦

W 1
2(Ω). Пусть

функция µ(s) удовлетворяет условиям

µ(s) + 2µ′(s) ≥ 0, s ≥ 0; s|µ(s)| ≤ M, s ≥ a > 0.

Тогда задача (1.1)–(1.4), (1.6) имеет единственное решение.

Возникающие при доказательствах в цепочках неравенств константы, не зависящие от
существенных параметров, будем обозначать через M . Кроме того, без ограничения общ-
ности, полагаем λ = 0, µ0 = µ1 = µ2 = 1, что не влияет на результаты.

3. Доказательство теоремы 2.1

Применим к обеим частям (1.1) оператор проектирования P:

vt + P
2∑

i=1

vi∂v/∂xi + A v(t, x) − PDiv
∫ t

0
E(v)(s, z(s; t, x))ds−

− PDiv(µ(S(v(t, x))) E(v)(t, x)) = f(t, x), (t, x) ∈ Q. (3.1)
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Теорема 3.1 ([8]). Пусть f ∈ L2(0, T ; H), v0 ∈ V . Тогда задача (3.1), (1.6) имеет един-
ственное решение v ∈ W 1

2 (0, T ; H)∩L2(0, T ; H ∩W 2
2 (Ω)), удовлетворяющее условиям (1.3),

и справедлива оценка

sup
t

|v(t, x)|1 + ‖v‖1,2 ≤ M1(‖f‖0, |v0|1) ≡ M0. (3.2)

Пусть v — решение (3.1) для заданных f и v0. Подставляя его в (1.2), получаем для
определения θ задачу Υ:

θt + ∆θ = w(t, x), (t, x) ∈ Q; (3.3)

θ(0, x) = θ0(x), x ∈ Ω; θ(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ] × ∂Ω, (3.4)

где

w(t, x) = ϕ + µ3(S(v(t, x)))
2∑

i,j=1

e2
ij(v)(t, x)+

+
2∑

i,j=1

eij(v)(t, x)
∫ t

0
eij(v)(s, z(s; t, x))ds −

2∑
i=1

vi(t, x)∂θ(t, x)/∂xi (≡
4∑

i=1

Zi). (3.5)

Здесь µ3(S(v(t, x))) = 1 + µ(S(v(t, x))). Установим разрешимость задачи Υ. Для этого
сведем ее к некоторому операторному уравнению с вполне непрерывным оператором. Рас-
смотрим сначала вспомогательную задачу

θt + ∆θ = Ψ(t, x), (t, x) ∈ Q, (3.6)

θ(0, x) = θ0(x), x ∈ Ω; θ(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ] × ∂Ω. (3.7)

Известно [11], что задача (3.6), (3.7) однозначно разрешима для любых Ψ ∈ L2(Q) и

θ0 ∈
◦

W 1
2(Ω), и справедлива оценка

sup
t

|θ(t, x)|1 + ‖θ‖1,2 ≤ M2(‖Ψ‖0 + |θ0|1). (3.8)

Обозначим через L оператор, ставящий в соответствие θ ∈ W 1,2
2 (Q) пару (θt+∆θ, θ(0, x)) ∈

L2(Q)×
◦

W 1
2(Ω). Тогда задачу (3.6), (3.7) можно переписать в операторном виде Lθ = (Ψ, θ0).

Оператор L является в силу (3.8) ограниченным и ограниченно обратимым линейным опе-

ратором из W 1,2
2 (Q) в L2(Q) ×

◦
W 1

2(Ω). Поэтому L переводит произвольный шар

Sr = {θ : θ ∈ W 1,2
2 (Q), ‖θ‖1,2 ≤ r}

в некоторый шар

Sr = {(Ψ, θ0) : (Ψ, θ0) ∈ L2(Q) ×
◦

W 1
2(Ω), ‖Ψ‖0 + |θ0|0 ≤ r}

и наоборот L−1 переводит произвольный шар Sr в некоторый шар Sr.
Рассмотрим задачуΥ. Будем считать правую часть (3.3) известной. Тогда θ = L−1(w, θ0) =

L−1(w, 0) + L−1(0, θ0). Подставляя полученное для θ выражение в правую часть (3.3), по-
лучаем для нахождения w уравнение

w + Kw = Z. (3.9)
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Здесь

Z = ϕ(t, x) + µ3(S(v(t, x)))
2∑

i,j=1

e2
ij(v)(t, x)+

+
2∑

i,j=1

eij(v)(t, x)
∫ t

0
eij(v)(s, z(s; t, x)) ds −

2∑
i=1

vi(t, x)∂L−1(0, θ0)/∂xi ≡
4∑

i=1

Zi; (3.10)

Kw =
2∑

i=1

vi(t, x)∂L−1(w, 0)/∂xi.

Покажем, что оператор K является вполне непрерывным в L2(Q), а Z ∈ L2(Q). Тогда
(3.9) можно рассматривать как уравнение для нахождения w ∈ L2(Q).

Лемма 3.1. Пусть v — решение задачи (3.1), (3.3). Tогда для Z, определяемой формулой
(3.10), справедлива оценка

‖Z‖0 ≤ M3(‖ϕ‖0, M0, |θ0|1). (3.11)

Доказательство. Оценим слагаемые Zi из (3.10). Нетрудно видеть, что

|Z2(t, x)|0 ≤ M

( ∫
Ω
|vx(t, x)|4dx

)1/2

≤ M‖vx(t, x)‖2
L4(Ω).

Здесь vx(t, x) — матрица Якоби вектор-функции v(t, x).
Оценим ‖vx(t, x)‖L4(Ω). Так как ([12], с. 317) вложение

Wα
2 (Ω) ⊂ L4(Ω), α ≥ 1/2, (3.12)

непрерывно, то (в силу монотонности нормы Wα
2 (Ω) по α) имеем

‖vx‖L4(Ω) ≤ M |vx|1/2 ≤ M |v|3/2, v ∈ D(A). (3.13)

Пользуясь мультипликативным неравенством ([10], с. 327)

|v|α ≤ M |v|(γ−α)/(γ−β)
γ |v|(α−β)/(γ−β)

β , β ≤ α ≤ γ ≤ 2, v ∈ W 2
2 (Ω) ∩

◦
W 1

2(Ω) (3.14)

при β = 1, α = 3/2, γ = 2 и оценкой (3.8), имеем

‖vx(t, x)‖L4(Ω) ≤ M |v(t, x)|1/2
2 |v(t, x)|1/2

1 ≤ M |v(t, x)|1/2
2 sup

t
|v(t, x)|1/2

1 ≤ MM
1/2
0 |v(t, x)|1/2

2 .

(3.15)
Так как det |zx(τ ; t, x)| = 1 в силу соленоидальности v̂, то с помощью замены переменной
y = z(s; t, x) получаем

‖vx(s, z(s; t, x))‖4
L4(Ω) =

∫
Ω
|vx(s, z(s; t, x))|4 dx =

∫
Ω
|vx(s, y)|4 dy = ‖vx(s, x)‖4

L4(Ω). (3.16)

Отсюда в силу (3.15) и ограниченности µ(s) (а следовательно, и µ3(s)) получаем, что
|Z2(t, x)|0 ≤ MM0|v(t, x)|2. Поэтому

‖Z2(t, x)‖0 ≤ M2
0 . (3.17)

Для Z3 имеем

|Z3(t, x)|0 ≤ M‖vx(t, x)‖L4(Ω)

∫ t

0
‖vx(s, z(s; t, x))‖L4(Ω) ds.
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Используя (3.16) и те же соображения, что и при оценке Z1, имеем

|Z3(t, x)|0 ≤ MM0|v(t, x)|1/2
2

∫ t

0
|v(s, x)|1/2

2 ds ≤

≤ MM0|v(t, x)|1/2
2

( ∫ t

0
|v(s, x)|22 ds

)1/4

≤ MM0|v(t, x)|1/2
2 ‖v(s, x)‖1/2

0,2 ≤ MM
3/2
0 |v(t, x)|1/2

2 .

Отсюда следует
‖Z3(t, x)‖0 ≤ M2

0 . (3.18)
Рассмотрим Z4. Пусть θ̂ = L−1(0, θ0). Из свойств оператора L вытекает, что θ̂ ∈ W 1,2

2 (Q) и

‖θ̂‖1,2 ≤ M |θ0|1. (3.19)

В силу соотношений (3.12) и (3.14) имеем

|Z4(t, x)|0 ≤ M |θ̂x(t, x)|L4(Ω)|v(t, x)|L4(Ω) ≤ M |θ̂x(t, x)|1/2|v(t, x)|1/2 ≤
≤ M |θ̂(t, x)|3/2|v(t, x)|1/2 ≤ M |θ̂(t, x)|3/4

2 |θ̂(t, x)|1/4
0 |v(t, x)|1/4

2 |v(t, x)|3/4
0 .

Используя элементарные выкладки, получаем

|Z4(t, x)|0 ≤ M(|θ̂(t, x)|2 + |θ̂(t, x)|0|v(t, x)|2|v(t, x)|30).
Отсюда и из (3.2) следует

‖Z4(t, x)‖0 ≤ M(‖θ̂(t, x)‖0,2 + sup
t

|θ̂(t, x)|0‖v(t, x)‖0,2 sup
t

|v(t, x)|30) ≤

≤ M(‖θ̂(t, x)‖0,2 + sup
t

|θ̂(t, x)|0‖v(t, x)‖0,2‖v(t, x)‖3
1,2). (3.20)

Используя (3.19), имеем
‖Z4(t, x)‖0 ≤ M(|θ0|1, ‖v(t, x)‖0,2). (3.21)

Принимая во внимание (3.17), (3.18) и (3.21), получаем оценку (3.11). �
Из леммы 3.1 вытекает, что Z ∈ L2(Q).

Лемма 3.2. Оператор K является вполне непрерывным в L2(Q).

Доказательство. Рассмотрим операторы Ki : W 0,1
2 (Q) → L2(Q), определяемые формулой

Kig = vig, i = 1, 2, g ∈ L2(Q). Так же, как при оценке Z4, имеем

|(Kig)(t, x)|0 ≤ M |g(t, x)|L4(Ω)|v(t, x)|L4(Ω) ≤ M |g(t, x)|1|v(t, x)|1 ≤
≤ M |g(t, x)|1 sup

t
|v(t, x)|1 ≤ M |g(t, x)|1‖v(t, x)‖1,2 ≤ M |g(t, x)|1.

Отсюда следует
‖Kig‖0 ≤ M‖g‖0,1.

Таким образом, операторы Ki являются ограниченными. Представим теперь оператор K

как суперпозицию операторов K =
2∑

i=1
Ki ◦Di ◦L−1, Di = ∂/∂xi. Операторы Di : W 1,2

2 (Q) →
W 0,1

2 (Q) являются вполне непрерывными. Для доказательства этого достаточно воспользо-
ваться теоремой 2.1 ([10], с. 217), положив X0 = W 2

2 (Ω), X = W 1
2 (Ω), X1 = L2(Ω), α0 = 2,

α = 2. Оператор L−1 является ограниченным как оператор из L2(Q) в W 1,2
2 (Q). Поэтому

оператор K является суммой суперпозиций ограниченных и вполне непрерывного операто-
ров. Следовательно, оператор K вполне непрерывен. �
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Лемма 3.3. Однородное уравнение (3.9) имеет только нулевое решение.

Доказательство. Действительно, пусть w — решение уравнения w + Kw = 0. Тогда
θ = L−1(w, 0) является решением задачи

θt + ∆θ =
2∑

i=1

vi∂θ(t, x)/∂xi, (3.22)

θ(0, x) = 0, x ∈ Ω; θ(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ] × ∂Ω. (3.23)

Нетрудно показать, что если рассматривать задачу (3.6), (3.7) на Qτ = [0, τ ] × Ω,
0 < τ ≤ T , то оценка (3.8) справедлива и для Qτ с не зависящей от τ константой (нор-
мы при этом берутся по Qτ ). Пользуясь для задачи (3.22), (3.23) неравенством (3.8) для Qt

и непрерывностью вложения W 2
2 (Ω) ⊂ C(Ω), получаем

|θ(t, x)|21 ≤ M

∥∥∥∥
2∑

i=1

vi(t, x)∂θ(t, x)/∂xi

∥∥∥∥2

L2(0,t:L2(Ω))

≤

≤ M

∫ t

0
max
x∈Ω

|v(s, x)|2|θx(s, x)|20 ds ≤ M

∫ t

0
|v(s, x)|22|θ(s, x)|21 ds, 0 ≤ t ≤ T.

Из полученного интегрального неравенства в силу суммируемости |v(t, x)|22 вытекает, что
|θ(t, x)|21 ≡ 0. Следовательно, θ(t, x) ≡ 0. �
Лемма 3.4. Уравнение (3.9) однозначно разрешимо при любом Z ∈ L2(Q).

Доказательство. Из лемм 3.1 и 3.2 вытекает, что Z ∈ L2(Q), а K вполне непрерывен в
L2(Q). Для доказательства однозначной разрешимости уравнения (3.9) с вполне непрерыв-
ным оператором K достаточно установить ([13], с. 186), что однородное уравнение (3.9)
имеет только нулевое решение. Это доказано в лемме 3.3. �
Пусть w — решение уравнения (3.9). Тогда θ = L−1(w, θ0) = L−1(w, 0) + L−1(0, θ0) явля-

ется решением задачи (3.2), (3.4). Очевидно, из однозначной разрешимости уравнения (3.9)
следует и однозначная разрешимость задачи (3.2), (3.4). Таким образом, справедлива

Теорема 3.2. Пусть ϕ ∈ L2(Q), θ0 ∈
◦

W 1
2(Ω), v ∈ W 1,2

2 (Q) — решение задачи (3.1), (3.3).
Tогда задача (3.2), (3.4) имеет единственное решение.

Пусть v и θ — найденные в теоремах 3.1 и 3.2 функции. Для определения p(t, x) перепи-
шем (3.1) в виде

−µ0∆v(t, x) + ∇p(t, x) = F (t, x), 0 ≤ t ≤ T, x ∈ Ω, (3.24)

где

F (t, x) = f(t, x) − vt −
n∑

i=1

vi∂v/∂xi + Div(µ(S(v(t, x)))E(v)(t, x))+

+ µ1 Div
∫ t

0
exp(λ(s − t))E(v)(s, z(s; t, x))ds −∇θ(t, x).

Легко видеть, F (t, x) ∈ L2(Q). Из предложений 1.1 и 1.2 ([10], с. 214–215) и замечания 1.4 (ii)
([10], с. 21) вытекает существование единственной p ∈ W 0,1

2 (Q), удовлетворяющей уравне-
нию (3.24) и условию

∫
Ω

p(t, x)dx = 0. Очевидно, тройка (v, θ, p) является единственным

решением задачи (1.1)–(1.4), (1.6). �
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