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МОРТАР-МЕТОД НИТШЕ СТЫКОВКИ СЕТОК
В СМЕШАННОМ МЕТОДЕ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Аннотация. Известно, что в методе конечных элементов часто используются нестыкующиеся
сетки. Стыковка сеток обычно производится по линиям или поверхностям, которые разде-
ляют область на подобласти и называются интерфейсами. Стыковка по интерфейсу — это
удовлетворение некоторых условий непрерывности при переходе через интерфейс. Прямые
процедуры стыковки можно разделить на три группы: методы, использующие множители
Лагранжа, mortar-методы, основанные на технике Нитше, и методы штрафа.

Ключевые слова: cмешанный метод конечных элементов, схема Германна–Джонсона, mortar-
метод стыковки сеток, скорость сходимости, потеря скорости сходимости.
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Abstract. It is well-known that nonmatching grids are often used in finite element methods.
Usually, grids are being matched along lines or surfaces that divide a domain into subdomains.
Such lines or surfaces are called interfaces. The interface matching means the satisfaction of some
continuity conditions when crossing the interface. The direct matching procedures fall into three
groups: methods that use Lagrangian multipliers, mortar-methods based on the Nitsche technique,
and penalty methods.

Keywords: mixed finite element methods, Hermann–Johnson scheme, mortar-method for grid
matching, convergence rate, loss of convergence rate.

Введение

Идеи, лежащие в основе методов, использующих множители Лагранжа, и mortar-методов
с техникой Нитше, изложены в [1], [2]. Указанные методы использовались для удовлетво-
рения главным условиям на границе области в некотором слабом смысле и в более поздних
работах [3], [4] были перенесены на случай стыковки сеток. В [5], [6] для приближенного удо-
влетворения главным условиям на границе области был предложен метод штрафа. В [7]–[9]
мы впервые использовали метод штрафа стыковки сеток для уравнений второго и чет-
вертого порядка. Следует отметить,что в методе штрафа для уравнений второго порядка
при аппроксимации решения сплайнами первой степени при определенном выборе штра-
фа скорость сходимости в норме H1 имеет порядок h [7], т. е. она такая же, как и в методе
конечных элементов на стыкующейся сетке. Однако это свойство не сохраняется для сплай-
нов более высоких степеней, так же, как и для смешанного метода конечных элементов. В
этих случаях имеет место потеря в скорости сходимости по сравнению с соответствующими
методами конечных элементов на стыкующихся сетках.
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Известно, что в mortar-методе Нитше [3] в случае эллиптического уравнения второго
порядка для сплайнов произвольной степени сохраняется та же скорость сходимости, что и
в методе конечных элементов на стыкующихся сетках. За это приходится расплачиваться
некоторыми дополнительными слагаемыми в вариационной формулировке mortar-метода
по сравнению с методом штрафа, что усложняет формирование матрицы системы.

В данной работе сформулирован и исследован mortar-метод Нитше для смешанных ме-
тодов конечных элементов. Рассмотрена схема Германна–Джонсона для бигармонического
уравнения [10], [11].

Построен mortar-метод Нитше, использующий два параметра, которые можно назвать
штрафами. Исследована mortar-задача, доказаны теоремы существования и единственности
этой задачи при определенных ограничениях на параметры. Получены оценки для нормы
разности между решением mortar-задачи и решением исходной задачи, зависящие от шага
и штрафов, даны рекомендации по выбору шага и штрафов.

Здесь имеет место потеря скорости сходимости по сравнению со смешанным методом
конечных элементов на стыкующихся сетках. Однако эта потеря меньше, чем в методе
штрафа, и она одинакова для любой степени сплайнов, кроме самой низкой.

1. Смешанная вариационная формулировка

В двумерной выпуклой полигональной области Ω с границей ∂Ω рассматривается краевая
задача

∆2w = q(x1, x2), (x1, x2) ∈ Ω, (1.1)
w|∂Ω = 0, ∂nw|∂Ω = 0. (1.2)

Гладкость решения задачи (1.1), (1.2) зависит от гладкости правой части и гладкости
границы области. Известно [12], что если Ω — выпуклая полигональная область и если
q ∈ H−1

Ω , то решение задачи (1.1), (1.2) w ∈ Hr
Ω, r ≥ 3.

Рассмотрим смешанную вариационную формулировку, на основе которой строится схема
Германна–Джонсона [10], [11].

Введем пространства M и W и билинейные формы a(·, ·), b(·, ·), определенные на M ×M ,
M × W cоответственно следующим образом.

Рассмотрим регулярную триангуляцию Th с диаметром h области Ω ([13], гл. 2, 2.1, с. 48;
гл. 3, 3.1, с. 133) и тензорную функцию m = (mij), mij ∈ H1(T ), 1 ≤ i, j ≤ 2, m12 = m21.
Определим

Mn(m) =
2∑

i,j=1

mijn
jni, Mnt(m) =

2∑
i,j=1

mijn
jti,

Qn(m) =
2∑

i,j=1

∂jmijn
i, (1.3)

n = (n1, n2) — единичный вектор нормали к ∂T , внешней к T , и t = (t1, t2) = (n2,−n1) —
единичный вектор касательной вдоль ∂T .

Определим билинейные формы [14]

a(m, µ) =
2∑

i,j=1

∫
Ω

mijµijdx,
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b(m, µ) =
∑

T∈Th

( 2∑
i,j=1

∫
T

mij∂
2
ijw dx −

∫
∂T

Mn(m)∂nw ds

)
.

Пространство M̃ вводится двумя эквивалентными определениями:

1) M̃ = (H1
h,Ω)4 = {m | m ∈ (L2,Ω)4, m ∈ (H1

T )4 ∀T ∈ Th, (1.4)
Mn1(mT1)|∂T12 = Mn2(mT2)|∂T12 ≡ Mn(m)|∂T12

для каждой пары треугольников T1 и T2, имеющих общую сторону ∂T12; равенство пони-
мается в смысле совпадения следов функций из H1

T1
и H1

T2
},

2) M̃ = (H1
h,Ω)4 = {m | m ∈ (L2,Ω)4, m ∈ (H1

T )4 ∀T ∈ Th, (1.5)

Mn(m) ∈ H1

для каждой пары смежных треугольников}; норма пространства M̃

‖m‖2
M̃

=
2∑

i,j=1

∑
T∈Th

‖mij‖2
1,T

либо

‖m‖2
0,h,Ω =

∫
Ω

2∑
i,j=1

|mij |2dx + h

∫
Γh

|Mn(m)|2ds, (1.6)

где Γh =
⋃

T∈Th

∂T ; на внутреннем ребре ∂T12 = ∂T1∩∂T2 триангуляции Th полагаем Mn(m) =

Mn1(m) = Mn2(m), а на граничном ребре T ′ триангуляции Th полагаем Mn(m) = Mn(m)|T ′ .
Определяя M как замыкание M̃ в норме ‖ · ‖0,h,Ω, отождествим его с пространством

{m | m ∈ (L2,Ω)4, Mn(m) ∈ L2,Γh
}.

Норма в пространстве M определяется (1.6).
Определим пространство

H2
h,Ω = {w ∈ H1

Ω : w|T ∈ H2(T ) ∀T ∈ Th}
с нормой

‖w‖2
2,h,Ω =

∑
T∈Th

‖w‖2
2,T + h−1

∫
Γh

|J∂nw|2ds. (1.7)

Если ∂T12 = ∂T1 ∩ ∂T2 является внутренним ребром триангуляции Th, то предполагается

J∂nw|∂T12 = ∂n1w|∂T12 + ∂n2w|∂T12 ,

где nj является единичной нормалью к ∂T12, внешней по отношению к Tj , j = 1, 2, и если T ′
есть ребро на границе Th, то предполагается

J∂nw|∂T ′ = ∂nw|T ′ .

Обозначим W = H2
h,Ω ∩ H1

0,Ω, где

H1
0,Ω = {w ∈ H1

Ω, w|∂Ω = 0}.
Норма в пространстве W определяется (1.7).



22 Л.В.МАСЛОВСКАЯ, О.М.МАСЛОВСКАЯ

Нетрудно проверить [11], что существуют константы α > 0, β > 0 такие, что

a(m, m) ≥ α‖m‖(L2,Ω)4 ∀m ∈ M,

sup
µ∈M̃

b(µ, w)
‖µ‖0,h,Ω

≥ β‖w‖2,h,Ω ∀w ∈ W.

Смешанная вариационная формулировка записывается следующим образом:
пусть q ∈ W ′, найти пару (m, w) ∈ M×W , удовлетворяющую вариационным уравнениям:

a(m, µ) − b(µ, w) = 0 ∀µ ∈ M, (1.8)
b(m, ω) = 〈q, ω〉 ∀ω ∈ W, (1.9)

где 〈q, ω〉 — отношение двойственности между W ′ и W .
Имеет место

Теорема 1.1 ([11]). Пусть q ∈ H−1
Ω . Если w — обобщенное решение задачи (1.1), (1.2) и

m = (mij), i, j = 1, 2, определяется как mij = ∂2
ijw, то (m, w) является единственным

решением задачи (1.8), (1.9). И наоборот, если (m, w) является решением задачи (1.8),
(1.9), то w есть решение задачи (1.1), (1.2) и mij = ∂2

ijw.

2. Построение и исследование задачи с интерфейсом

Разобьем область Ω на две неналегающие подобласти: Ω1 с границей ∂Ω1 и Ω2 с границей
∂Ω2. Общая часть ∂Ω12 границ ∂Ω1 и ∂Ω2 называется интерфейсом. Предположим, что
∂Ω12 является ломаной.

Пусть wi, mi, qi — следы функций w, m, q соответственно на Ωi, i = 1, 2. Тогда задачу
(1.1), (1.2) можно переписать в виде

∆2w1 = q1(x1, x2), (x1, x2) ∈ Ω1, (2.1)

∆2w2 = q2(x1, x2), (x1, x2) ∈ Ω2, (2.2)
w1|∂Ω1\∂Ω12

= 0, ∂nw1|∂Ω1\∂Ω12
= 0, (2.3)

w2|∂Ω2\∂Ω12
= 0, ∂nw2|∂Ω2\∂Ω12

= 0, (2.4)
w1|∂Ω12 = w2|∂Ω12 , (2.5)

∂n1w1|∂Ω12 = −∂n2w2|∂Ω12 , (2.6)
Mn1(m1)|∂Ω12 = Mn2(m2)|∂Ω12 , (2.7)
Qn1(m1)|∂Ω12 = −Qn2(m2)|∂Ω12 , (2.8)

Mn1t1(m1)|∂Ω12 = Mn2t2(m2)|∂Ω12 = 0. (2.9)

Проведем триангуляцию c диаметром h1 области Ω1 и триангуляцию с диаметром h2 об-
ласти Ω2. Обе триангуляции предполагаются квазирегулярными [14]. Напомним, что триан-
гуляция Thi , i = 1, 2, называется квазирегулярной, если существует константа τi > 0 такая,
что

hi

hT
≤ τi ∀T ∈ Thi .

Обозначим полученную сетку через Th ≡ Th1 × Th2 , h = max(h1, h2). На интерфейсе ∂Ω12

сетки не стыкуются, т. е. если узел одной сетки принадлежит интерфейсу, то он необяза-
тельно является узлом второй сетки.
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Введем следы сеток Th1 , Th2 на интерфейсе ∂Ω12:

∂Ωi
12 = {Ei : Ei = T ∩ ∂Ω12, T ⊂ Thi , i = 1, 2}

и пространства

M̃Ωk
= (H1

h,Ωk
)4 = {mk | mk ∈ (L2,Ωk

)4, mk ∈ (H1
T )4,

∀T ∈ Thk
Mn1(mT1)|∂T12 = Mn2(mT2)|∂T12 , k = 1, 2,

для каждой пары треугольников T1 и T2, имеющих общую сторону ∂T12; равенство пони-
мается в смысле совпадения следов функций из H1

T1
и H1

T2
}, k = 1, 2, с нормой

‖m‖2
0,h,Ωk

=
∫

Ωk

2∑
i,j=1

|mk,ij |2dx + hk

∫
Γhk

|Mn(mk)|2ds. (2.10)

MΩk
определяется как замыкание M̃Ωk

в норме (2.10).
Введем пространство

M = {m ≡ (m1, m2) ∈ MΩ1 × MΩ2 , Mn1(m1)|∂Ω12 = Mn2(m2)|∂Ω12} (2.11)

с нормой

‖m‖2
M

=
2∑

k=1

[ ∫
Ωk

2∑
i,j=1

|mk,ij |2dx + hk

∫
Γhk

|Mn(mk)|2ds

]
. (2.12)

Обозначим WΩi = H2
h,Ωi

∩ H1
0,Ωi

, i = 1, 2, где

H1
0,Ωi

= {w ∈ H1
Ωi

, w|∂Ωi\∂Ω12
= 0}.

Введем пространство

W = {w ≡ (w1, w2) ∈ WΩ1 × WΩ2 , w1|∂Ω12 = w2|∂Ω12} (2.13)

с нормой

‖w‖2
W

=
2∑

i=1

‖wi‖2
2,hi,Ωi

. (2.14)

Дадим вариационную формулировку задачи (2.1)–(2.9).
Пусть q ∈ W

′, найти пару (m, w) ∈ M×W , удовлетворяющую вариационным уравнениям:

a(m, µ) − b(µ, w) = 0 ∀µ ∈ M, (2.15)

b(m, ω) = 〈q, ω〉 ∀ω ∈ W, (2.16)

где

a(m, µ) =
2∑

k=1

2∑
i,j=1

∫
Ωk

mk,ijµk,ijdx, (2.17)

b(m, ω) =
2∑

k=1

∑
T∈Thk

( 2∑
i,j=1

∫
T

mk,ij∂
2
ijωkdx −

∫
∂T

Mn(mk)∂nωkds

)
. (2.18)

Легко проверить [10], что существуют константы α > 0, β > 0 такие, что

∀m ∈ M a(m, m) ≥ α‖m‖(L2,Ω1
)4×(L2,Ω2

)4 , (2.19)

∀w ∈ W sup
µ∈M

b(µ, w)
‖µ‖M

≥ β‖w‖W . (2.20)
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С использованием (2.19) и (2.20) нетрудно доказывается

Теорема 2.1. Пусть q ∈ H−1
Ω . Если w = (w1, w2) — обобщенное решение задачи (2.1)–

(2.9) и mk = (mk,ij), k, i, j = 1, 2, определяется как mk,ij = ∂2
ijwk, то пара (m, w) является

единственным решением задачи (2.15)–(2.18). И наоборот, если (m, w) является решением
задачи (2.15)–(2.18), то w есть решение задачи (2.1)–(2.9) и mk,ij = ∂2

ijwk.

3. Построение mortar-задачи

Введем пространство

M̂ = {m ≡ (m1, m2) ∈ MΩ1 × MΩ2} (3.1)

с нормой

‖m‖2
M̂

=
2∑

k=1

[ ∫
Ωk

2∑
i,j=1

|mk,ij |2dx + hk

∫
Γhk

|Mn(mk)|2ds

]
. (3.2)

Введем пространство
Ŵ = {w ≡ (w1, w2) ∈ WΩ1 × WΩ2} (3.3)

с нормой

‖w‖2
Ŵ

=
2∑

i=1

‖wi‖2
2,hi,Ωi

. (3.4)

Лемма 3.1. Пространство M , определяемое (2.11), (2.12), является замкнутым подпро-
странством пространства M̂ .

Лемма 3.2. Пространство W , определяемое (2.13), (2.14), является замкнутым подпро-
странством пространства Ŵ .

Заметим, что в определении пространства M̂ уже нет требования совпадения Mn1 и
Mn2 на интерфейсе, а в определении пространcтва Ŵ нет требования совпадения w1 и w2

на интерфейсе. Это важно для численной реализации, так как при дискретизации задачи
(2.15)–(2.18) методом конечных элементов возникают трудности, если необходимо обеспе-
чить совпадение w1 с w2 и m1 с m2 на интерфейсе ∂Ω12. Данные условия являются главными
для смешанной вариационной формулировки.

Определим

Mh = {mh = (m1,h1 , m2,h2) ∈ M̂ ; ms,hs,ij ∈ Pk−1, s, i, j = 1, 2, ∀T ∈ Th},
где Pk−1 — пространство многочленов степени не больше k − 1, k ≥ 1, относительно пере-
менных x1 и x2,

Wh = {wh = (w1,h1 , w2,h2) ∈ Ŵ ; wi,hi ∈ Pk ∀T ∈ Th, i = 1, 2},
где Pk — пространство многочленов степени не больше k, k ≥ 1, относительно переменных
x1 и x2. Отметим, что нормальные моменты, а также элементы пространства Wh терпят
разрыв при переходе через интерфейс.

Рассмотрим вариационную формулировку mortar-метода. Найти пару (mh, wh) ∈ Mh ×
Wh, удовлетворяющую вариационным уравнениям

a′(mh, µh) − b′(µh, wh) = 0 ∀µh ∈ Mh, (3.5)

b′(mh, ωh) + c(wh, ωh) = 〈q, ωh〉 ∀ωh ∈ Wh, (3.6)
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где

a′(mh, µh) = a(mh, µh) + σmh

∫
∂Ω12

JMn(mh)JMn(µh)ds, (3.7)

c(wh, ωh) = σwh−1

∫
∂Ω12

JwhJωhds,

b′(mh, ωh) = b(mh, ωh) +
∫

∂Ω12

{JMn(mh)[∂nωh] + [Qn(mh)]Jwh}ds. (3.8)

Здесь [Qn(mh)] = (Qn1(m1,h1), Qn2(m2,h2)), где Qni(mi,hi), i = 1, 2, является сплайном, опре-
деленным на ∂Ωi

12. На каждом Ei ∈ ∂Ωi
12 это многочлен Qni(mi,hi), который вычисляется

по формуле, аналогичной (1.3).
В (3.7) и (3.8) величины a(mh, µh), b(mh, ωh) определяются формулами (2.17) и (2.18)

соответственно и

[∂nωh] =
1
2
∂n1ω1,h1 −

1
2
∂n2ω2,h2 ,

[Qn(mh)] =
1
2
Qn1(m1,h1) −

1
2
Qn2(m2,h2).

Здесь σm > 0, σw > 0 — параметры, которые могут зависеть от h, о выборе которых см.,
например, (4.9); (4.10), (4.11); (4.13), (4.14); (4.15), (4.16). Эти параметры можно назвать
штрафами.

Теорема 3.1. Пусть w = (w1, w2) — обобщенное решение задачи (2.1)–(2.9), mk = (mk,ij),
k, i, j = 1, 2, определяется как mk,ij = ∂2

ijwk. Предположим, что w ∈ Hr
Ω1

× Hr
Ω2
, r ≥ 7/2.

Тогда пара (m, w) удовлетворяет вариационным уравнениям

a′(m, µh) − b′(µh, w) = 0 ∀µh ∈ Mh, (3.9)

b′(m, ωh) + c(w, ωh) = 〈q, ωh〉 ∀ωh ∈ Wh, (3.10)

где

a′(m, µh) = a(m, µh) + σmh

∫
∂Ω12

JMn(m)JMn(µh)ds, (3.11)

c(w, ωh) = σwh−1

∫
∂Ω12

JwJωhds, (3.12)

b′(m, ωh) = b(m, ωh) +
∫

∂Ω12

{JMn(m)[∂nωh] + [Qn(m)]Jωh}ds. (3.13)

Доказательство. Так как w — обобщенное решение задачи (2.1)–(2.9) и mk,ij = ∂2
ijwk,

k, i, j = 1, 2, то из (3.11)–(3.13) следует

a′(m, µh) = a(m, µh) ∀µh ∈ Mh, (3.14)

b′(µh, w) =
2∑

k=1

∑
T∈Thk

2∑
i,j=1

∫
T

µk,hk,ij∂
2
ijwkdx ∀µh ∈ Mh, (3.15)

c(w, ωh) = 0 ∀ωh ∈ Wh. (3.16)

Очевидно, (3.9) следует из (3.14), (3.15) и равенства mk,ij = ∂2
ijwk, k, i, j = 1, 2.

Умножив обе части (2.1) на пробную функцию ω1,h1 и проинтегрировав полученное равен-
ство по Ω1, а также умножив обе части (2.2) на пробную функцию ω2,h2 и проинтегрировав
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по Ω2, а затем сложив полученные равенства, получим
2∑

k=1

∑
T∈Thk

2∑
i=1

∫
T

∆2wiωi,hidx = 〈q, ωh〉. (3.17)

Из интегрирования в левой части (3.17) по частям дважды и того, что mk,ij = ∂2
ijwk,

k, i, j = 1, 2, имеем
2∑

k=1

∑
T∈Thk

( 2∑
i,j=1

∫
T

mk,ij∂
2
ijωk,hk

dx −
∫

∂T
Mn(mk)∂nωk,hk

ds

)
+

+
∫

∂Ω12

[Qn(m)]Jωhds = 〈q, ωh〉,
т. е.

b′(m, ωh) = 〈q, ωh〉. (3.18)
Вариационное равенство (3.10) следует из (3.16) и (3.18). �

4. Исследование mortar-задачи. Сходимость

Исследуем дискретную задачу (3.5), (3.6).

Лемма 4.1 ([14]). Существует константа C1 > 0, не зависящая от h, такая, что

‖mh‖M̂
≤ C1‖mh‖(L2,Ω1

)4×(L2,Ω2
)4 ∀mh ∈ Mh.

Следствием этой леммы является

Лемма 4.2. Справедливо неравенство

a(mh, mh) ≥ C1‖mh‖M̂
∀mh ∈ Mh, ∀h.

С использованием интерполянта Джонсона [10], по аналогии с [10] доказывается

Лемма 4.3. Существует константа C2 > 0, не зависящая от h, такая, что

sup
µh∈Mh

|b(µh, wh)|
‖µh‖M̂

≥ C2‖wh‖Ŵ
∀wh ∈ Wh, ∀h.

Важную роль в получении теоремы сходимости играют два интерполянта [10], [11]: интер-
полянт Джонсона Πhm ∈ Mh и интерполянт Фалка и Осборна Σhw ∈ Wh. Сформулируем
их свойства.

Лемма 4.4. Справедливы следующие равенства:
∀m ∈ M̂

b(m − Πhm, ωh) = 0 ∀ωh ∈ Wh,

∀w ∈ Ŵ
b(µh, w − Σhw) = 0 ∀µh ∈ Mh. (4.1)

Имеют место следующие оценки аппроксимации [14], [11], [3].

Лемма 4.5. Пусть w ∈ Hr
Ω1

× Hr
Ω2
, r ≥ 7/2, и tr w|∂Ω12 ∈ Hr

∂Ω12
× Hr

∂Ω12
. Тогда

‖w − Σhw‖H1
Ω1

×H1
Ω2

≤ Chp−1‖w‖Hp
Ω1

×Hp
Ω2

,

‖J(w − Σhw)‖L2,∂Ω12
≤ Chp‖w‖Hp

∂Ω12
×Hp

∂Ω12
, (4.2)

p = min(k + 1, r).



МОРТАР-МЕТОД НИТШЕ СТЫКОВКИ СЕТОК 27

Лемма 4.6 ([11], [14]). Пусть m ∈ (Hr−2
Ω1

)4 × (Hr−2
Ω2

)4, r ≥ 7/2, а значит, tr m|∂Ω12 ∈
(Hr−5/2

∂Ω12
)4 × (Hr−5/2

∂Ω12
)4. Тогда

‖m − Πhm‖
M̂

≤ Chs‖m‖(Hs
Ω1

)4×(Hs
Ω2

)4 ,

‖JMn(m − Πhm)‖L2,∂Ω12
≤ Chs‖m‖(Hs

∂Ω12
)4×(Hs

∂Ω12
)4 , (4.3)

s = min(k, r − 2), s = min(k, r − 5/2).

Отметим, что справедливость неравенств (4.2) и (4.3) следует из условий гладкости и
того, что следы интерполянтов Σhw и Mn(Πhm) на стороне треугольника определяются
только значениями аппроксимируемых функций на этой стороне.

В случае k > 1 в выражении для b′(mh, ωh) присутствует слагаемое
∫

∂Ω12

[Qn(mh)]Jwhds,

которого нет в (3.8) для случая k = 1 и которое используется в дальнейших оценках. Случай
k = 1 будет рассмотрен далее.

Из лемм 4.2, 4.3 и [1], [15] следует

Лемма 4.7. Справедливо условие Бабушки

sup
(µh,ωh)∈Mh×Wh

|a′(mh, µh) − b(µh, wh) + b(mh, ωh) + c(wh, ωh)|
‖(µh, ωh)‖ ≥

≥ C3‖(mh, wh)‖ ∀(mh, wh) ∈ Mh × Wh,

где

‖(µh, ωh)‖ = ‖µh‖M̂
+ σ1/2

m h1/2‖JMn(µh)‖L2,∂Ω12
+ ‖ωh‖Ŵ

+ σ1/2
w h−1/2‖Jωh‖L2,∂Ω12

.

Лемма 4.8. Пусть wh ∈ Wh. Тогда имеет место неравенство∫
∂Ω12

JMn(µh)[∂nwh]ds

‖(µh, ωh)‖
Ŵ

≥ −C4σ
−1/2
m ‖wh‖Ŵ

∀(µh, ωh) ∈ Mh × Wh. (4.4)

Доказательство.∣∣∣∣
∫

∂Ω12

JMn(µh)[∂nwh]ds

∣∣∣∣ ≤ ‖JMn(µh)‖L2,∂Ω12
‖[∂nwh]‖L2,∂Ω12

≤

≤ C4σ
1/2
m h1/2‖JMn(µh)‖L2,∂Ω12

σ−1/2
m h−1/2‖[∂nwh]‖L2,∂Ω12

≤
≤ C4σ

−1/2
m ‖(µh, ωh)‖ · ‖wh‖Ŵ

. (4.5)

Неравенство (4.4) следует из (4.5). �
Лемма 4.9. Пусть wh ∈ Wh. Тогда имеет место неравенство∫

∂Ω12

[Qn(µh)]Jwhds

‖(µh, ωh)‖ ≥ −C5h
−3/2‖Jwh‖L2,∂Ω12

∀(µh, ωh) ∈ Mh × Wh. (4.6)

Доказательство. Используя обратное неравенство

‖µh‖(
H

3/2
h1, Ω1

)4×
(
H

3/2
h2,Ω2

)4 ≤ C5h
−3/2‖µh‖(L2, Ω1

)4×(L2,Ω2
)4 , (4.7)

получим∣∣∣∣
∫

∂Ω12

[Qn(µh)]Jwhds

∣∣∣∣ ≤ ‖[Qn(µh)]‖L2,∂Ω12
‖Jwh‖L2, ∂Ω12

≤
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≤ ‖µh‖(
H

3/2
h1,Ω1

)4×
(
H

3/2
h2,Ω2

)4‖Jwh‖L2,∂Ω12
≤ C5h

−3/2‖µh‖(L2,Ω1
)4×(L2,Ω2

)4 ·

· ‖Jwh‖L2,∂Ω12
≤ C5h

−3/2‖(µh, ωh)‖ ‖Jwh‖L2,∂Ω12
, (4.8)

где
‖µk,hk

‖2(
H

3/2
hk,Ωk

)4 =
∑

T⊂Thk

‖µk,hk
‖2(

H
3/2
hk,T

)4 , k = 1, 2.

Неравенство (4.6) вытекает из (4.8). �

Из лемм 4.7–4.9 следует

Лемма 4.10. Имеет место неравенство

sup
(µh,ωh)∈Mh×Wh

|a′(mh, µh) − b′(µh, wh) + b′(mh, ωh) + c(wh, ωh)|
‖(µh, wh)‖ ≥

≥ C3(‖mh‖M̂
+ σ1/2

m h1/2‖JMn(mh)‖L2,∂Ω12
) + (C3 − C4σ

−1/2
m )‖wh‖Ŵ

+

+ σ1/2
w h−1/2(C3 − C5σ

−1/2
w h−1)‖Jwh‖L2,∂Ω12

. (4.9)

Следствие. Пусть σm и σw удовлетворяют неравенствам

σm ≥
(

2C4

C3

)2

, (4.10)

σw ≥
(

2C5

C3h

)2

. (4.11)

Тогда

sup
(µh,ωh)∈Mh×Wh

|a′(mh, µh) − b′(µh, wh) + b′(mh, ωh) + c(wh, ωh)|
‖(µh, wh)‖ ≥ 1

2
C3‖(mh, wh)‖. (4.12)

Утверждение вытекает из (4.9).
Укажем некоторые частные случаи выбора σm и σw, когда удовлетворяются условия

(4.10), (4.11) соответственно.
Если σm — константа, то из (4.10) следует, что ограничений на шаг нет.
Если положить

σm = h−α, α > 0, (4.13)
то (4.10) выполняется при

h ≤
(

C3

2C4

)2/α

. (4.14)

Таким образом, выбор (4.13) дает ограничение на шаг в виде (4.14).
Если положить

σw = C6h
−2, (4.15)

то (4.11) выполняется, если

C6 ≥
(

2C5

C3

)2

. (4.16)

Таким образом, выбор σw в виде (4.15) не дает ограничения на шаг.
Если положить

σw = h−β , β > 2, (4.17)
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то (4.11) выполняется, если

h ≤
(

C3

2C5

)2/(β−2)

. (4.18)

Таким образом, выбор σw в виде (4.17) дает ограничение на шаг в виде (4.18).
Из (4.12) следует

Теорема 4.1. Пусть σm и σw удовлетворяют условиям (4.10) и (4.11) соответственно.
Тогда mortar-задача (3.5), (3.6) однозначно разрешима для тех h, которые удовлетворяют
ограничениям, связанным с выбором σw и σm.

Обозначим εm = m − Πhm, em = m − mh, εw = w − Σhw, ew = w − wh, где (m, w) —
решение задачи (2.15), (2.16), а (mh, wh) — решение mortar-задачи (3.5), (3.6).

Очевидно,

em − εm = m − mh − m − Πhm = mh − Πhm ∈ Mh,

ew − εw = w − wh − w − Σhw = wh − Σhw ∈ Wh.

Положив в (4.12) mh = em − εm, wh = ew − εw, получим следующую лемму.

Лемма 4.11. Если σm и σw удовлетворяют условиям (4.10) и (4.11) соответственно, то
справедливо неравенство

sup
(µh,ωh)∈Mh×Wh

|a′(em − εm, µh) − b′(µh, ew − εw) + b′(em − εm, ωh) + c(ew − εw, ωh)|
‖(µh, ωh)‖ ≥

≥ 1
2
C3‖(em − εm, ew − εw)‖.

Лемма 4.12. Пусть (m, w) — решение задачи (2.15), (2.16), w ∈ W ∩ (Hr
Ω1

× Hr
Ω2

), m ∈
M ∩((Hr−2

Ω1
)4×(Hr−2

Ω2
)4), r ≥ 7/2, tr w|∂Ω12 ∈ Hr

∂Ω12
×Hr

∂Ω12
. При этих условиях справедливо

неравенство

sup
(µh,ωh)∈Mh×Wh

|a′(em − εm, µh) − b′(µh, ew − εw) + b′(em − εm, ωh) + c(ew − εw, ωh)|
‖(µh, ωh)‖ ≤

≤ C7[(hs + hs + σ1/2
m hs+1/2 + σ−1/2

w hs−1)(‖m‖(Hs
Ω1

)4×(Hs
Ω2

)4 + ‖m‖(Hs
∂Ω12

)4×(Hs
∂Ω12

)4)+

+ (hp−3/2 + σ−1/2
m hp−2 + σ1/2

w hp−1/2)(‖w‖Hp
Ω1

×Hp
Ω2

+ ‖w‖Hp
∂Ω12

×Hp
∂Ω12

)], (4.19)

где
p = min(k + 1, r), s = min(k, r − 2), s = min

(
k, r − 5/2

)
.

Доказательство. a) В силу теоремы 3.1 и того, что (mh, wh) — решение mortar-задачи (3.5),
(3.6), имеем

a′(em, µh) − b′(µh, ew) = [a′(m, µh) − b′(µh, w)] − [a′(mh, µh) − b′(µh, wh)] = 0.

Таким образом,
a′(em, µh) − b′(µh, ew) = 0. (4.20)

b) Аналогично

b′(em, ωh) + c(ew, ωh) = b′(m − mh, ωh) + c(w − wh, ωh) =

= [b′(m, ωh) + c(w, ωh)] − [b′(mh, ωh) + c(wh, ωh)] = f(ωh) − f(ωh) = 0.
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Таким образом,
b′(em, ωh) + c(ew, ωh) = 0. (4.21)

c) Используя теоремы аппроксимации и обратное неравенство (4.7), получаем некоторые
вспомогательные оценки∣∣∣∣

∫
∂Ω12

JMn(µh)[∂n(w − Σhw)]ds

∣∣∣∣ ≤
≤ ‖JMn(µh)‖L2,∂Ω12

· ‖[∂n(w − Σhw)]‖L2,∂Ω12
×L2,∂Ω12

≤
≤ C8‖JMn(µh)‖L2,∂Ω12

· ‖w − Σhw‖
H

3/2
Ω1

×H
3/2
Ω2

≤

≤ C9σ
1/2
m h1/2‖JMn(µh)‖L2,∂Ω12

· σ−1/2
m hp−2‖w‖Hp

Ω1
×H

Ω
p
2

≤
≤ C9σ

−1/2
m hp−2‖w‖Hp

Ω1
×Hp

Ω2
· ‖(µh, ωh)‖, p = min(k + 1, r − 1), (4.22)

∣∣∣∣
∫

∂Ω12

[Qn(µh)]J(w − Σhw)ds

∣∣∣∣ ≤ ‖[Qn(µh)]‖L2,∂Ω12
· ‖J(w − Σhw)‖L2,∂Ω12

≤
≤ C10‖µh‖(

H
3/2
h1,Ω1

)4×
(
H

3/2
h2,Ω2

)4 · hp‖w‖Hp
∂Ω12

×Hp
∂Ω12

≤

≤ C11h
p−3/2‖µh‖(L2,Ω1

)4×(L2,Ω2
)4‖w‖Hp

∂Ω12
×Hp

∂Ω12
≤

≤ C11h
p−3/2‖w‖Hp

∂Ω12
×Hp

∂Ω12
‖(µh, ωh)‖. (4.23)

Согласно (4.1), (4.22), (4.23) и лемме 4.6 получаем

a′(εm, µh) − b′(µh, εw) = a′(m − Πhm, µh) − b(µh, w − Σhw)−
−

∫
∂Ω12

JMn(µh)[∂n(w − Σhw)]ds −
∫

∂Ω12

[Qn(µh)]J(w − Σhw)ds =

= a(m − Πhm, µh) + σmh

∫
∂Ω12

JMn(m − Πhm) · JMn(µh)ds−

−
∫

∂Ω12

JMn(µh)[∂n(w − Σhw)]ds −
∫

∂Ω12

[Qn(µh)]J(w − Σhw)ds ≤
≤ ‖m − Πhm‖(L2,Ω1

)4×(L2,Ω2
)4 · ‖µh‖(L2,Ω1

)4×(L2,Ω2
)4+

+ h1/2‖JMn(m − Πhm)‖L2,∂Ω12
· σmh1/2‖JMn(µh)‖L2,∂Ω12

+

+ (C9σ
−1/2
m hp−2‖w‖Hp

Ω1
×Hp

Ω2
+ C11h

p−3/2‖w‖Hp
∂Ω12

×Hp
∂Ω12

)‖(µh, ωh)‖ ≤
≤ C12(hs‖m‖(Hs

Ω1
)4×(Hs

Ω2
)4 + σ1/2

m hs+1/2‖m‖(Hs
∂Ω12

)4×(Hs
∂Ω12

)4+

+ σ−1/2
m hp−2‖w‖Hp

Ω1
×Hp

Ω2
+ hp−3/2‖w‖Hp

∂Ω12
×Hp

∂Ω12
)‖(µh, ωh)‖.

Таким образом,

a′(εm, µh) − b′(µh, εw) ≤ C12(hs‖m‖(Hs
Ω1

)4×(Hs
Ω2

)4 + σ1/2
m hs+1/2‖m‖(Hs

∂Ω12
)4×(Hs

∂Ω12
)4+

+ σ−1/2
m hp−2‖w‖Hp

Ω1
×Hp

Ω2
+ hp−3/2‖w‖Hp

∂Ω12
×H

∂Ω
p
12

)‖(µh, ωh)‖. (4.24)

d) Используя теоремы аппроксимации, получаем некоторые вспомогательные оценки
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∫
∂Ω12

JMn(m − Πh(m))[∂nωh]ds ≤
≤ ‖JMn(m − Πh(m))‖L2,∂Ω12

‖[∂nωh]‖L2,∂Ω12
×L2,∂Ω12

≤
≤ C13h

s‖m‖(Hs
∂Ω12

)4×(Hs
∂Ω12

)4 · ‖ωh‖H
3/2
Ω1

×H
3/2
Ω2

≤
≤ C13h

s‖m‖(Hs
∂Ω12

)4×(Hs
∂Ω12

)4‖(µh, ωh)‖, (4.25)

∫
∂Ω12

[Qn(m − Πhm)]Jωhds ≤ ‖Qn(m − Πhm)‖L2,∂Ω12
· ‖Jωh‖L2,∂Ω12

≤
≤ C14‖m − Πhm‖(

H
3/2
h1,Ω1

)4×
(
H

3/2
h2,Ω2

)4 · ‖Jωh‖L2,∂Ω12
≤

≤ C15σ
−1/2
w hs−1‖m‖(Hs

Ω1
)4×(Hs

Ω2
)4 · σ1/2

w h−1/2‖Jωh‖L2,∂Ω12
≤

≤ C15σ
−1/2
w hs−1‖m‖(Hs

Ω1
)4×(Hs

Ω2
)4 · ‖(µh, ωh)‖. (4.26)

Используя (4.2), (4.25), (4.26) и лемму 4.6, имеем

b′(εm, ωh) + c(εw, ωh) = b(m − Πhm, ωh)+

+
∫

∂Ω12

JMn(m − Πh(m))[∂nωh]ds +
∫

∂Ω12

[Qn(m − Πhm)]Jωhds + c(w − Σhw, ωh) =

=
∫

∂Ω12

JMn(m − Πh(m))[∂nωh]ds +
∫

∂Ω12

[Qn(m − Πhm)]Jωhds+

+ σwh−1

∫
∂Ω12

J(w − Σhw)Jωhds ≤

≤ C13h
s‖m‖(Hs

∂Ω12
)4×(Hs

∂Ω12
)4‖(µh, ωh)‖ + C15σ

−1/2
w hs−1‖m‖(Hs

Ω1
)4×(Hs

Ω2
)4 · ‖(µh, ωh)‖+

+ σ1/2
w h−1/2‖J(w − Σhw)‖L2,∂Ω12

σ1/2
w h−1/2‖Jωh‖L2,∂Ω12

≤
≤ C16(hs‖m‖(Hs

∂Ω12
)4×(Hs

∂Ω12
)4 + σ−1/2

w hs−1‖m‖(Hs
Ω1

)4×(Hs
Ω2

)4+

+ σ1/2
w hp−1/2‖w‖Hp

∂Ω12
×Hp

∂Ω12
)‖(µh, wh)‖.

Таким образом,

b′(εm, ωh) + c(εw, ωh) ≤ C16(hs‖m‖(Hs
∂Ω12

)4×(Hs
∂Ω12

)4 + σ−1/2
w hs−1‖m‖(Hs

Ω1
)4×(Hs

Ω2
)4+

+ σ1/2
w hp−1/2‖w‖Hp

∂Ω12
×Hp

∂Ω12
)‖(µh, wh)‖. (4.27)

Неравенство (4.19) следует из (4.20), (4.21), (4.24), (4.27). �

Из лемм 4.11 и 4.12 вытекает

Лемма 4.13. Пусть (m, w) — решение задачи (2.1)–(2.9), w ∈ W ∩ (Hr
Ω1

× Hr
Ω2

),
m ∈ M ∩ ((Hr−2

Ω1
)4 × (Hr−2

Ω2
)4), r ≥ 7/2, tr w|∂Ω12 ∈ Hr

∂Ω12
× Hr

∂Ω12
. Тогда имеет место

неравенство

‖em − εm‖
M̂

+ σ1/2
m h1/2‖JMn(em − εm)‖L2,∂Ω12

+

+ ‖ew − εw‖H1
Ω1

×H1
Ω2

+ σ1/2
w h−1/2‖J(ew − εw)‖L2,∂Ω12

≤ ‖(em − εm, ew − εw)‖ ≤
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≤ C17[(hs + hs + σ1/2
m hs+1/2 + σ−1/2

w hs−1)(‖m‖(Hs
Ω1

)4×(Hs
Ω2

)4 + ‖m‖(Hs
∂Ω12

)4×(Hs
∂Ω12

)4)+

+ (hp−3/2 + σ−1/2
m hp−2 + σ1/2

w hp−1/2)(‖w‖Hp
Ω1

×Hp
Ω2

+ ‖w‖Hp
∂Ω12

×Hp
∂Ω12

)],

C17 = 2C7/C3, p = min(k + 1, r), s = min(k, r − 2), s = min
(
k, r − 5/2

)
.

Из лемм 4.5, 4.6 и 4.13 следует

Теорема 4.2 (теорема сходимости). Пусть (m, w) — pешение задачи (2.1)–(2.9), (mh, wh)
— решение mortar-задачи (3.5), (3.6), и пусть w ∈ W ∩ (Hr

Ω1
× Hr

Ω2
), m ∈ M ∩ ((Hr−2

Ω1
)4 ×

(Hr−2
Ω2

)4), r ≥ 7/2, tr w|∂Ω12 ∈ Hr
∂Ω12

× Hr
∂Ω12

. Тогда имеет место неравенство

‖m − mh‖M̂
+ σ1/2

m h1/2‖JMn(m − mh)‖L2,∂Ω12
+

+ ‖w − wh‖H1
Ω1

×H1
Ω2

+ σ1/2
w h−1/2‖J(w − wh)‖L2,∂Ω12

≤
≤ C18[(hs + hs + σ1/2

m hs+1/2 + σ−1/2
w hs−1)(‖m‖(Hs

Ω1
)4×(Hs

Ω2
)4 + ‖m‖(Hs

∂Ω12
)4×(Hs

∂Ω12
)4)+

+ (hp−1 + hp−3/2 + σ−1/2
m hp−2 + σ1/2

w hp−1/2)(‖w‖Hp
Ω1

×Hp
Ω2

+ ‖w‖Hp
∂Ω12

×Hp
∂Ω12

)], (4.28)

p = min(k + 1, r), s = min(k, r − 2), s = min
(
k, r − 5/2

)
.

Следствие. Пусть σm = h−1, a σw выбрано согласно (4.15), (4.16), тогда из (4.28) получаем

‖m − mh‖M̂
+ ‖JMn(m − mh)‖L2,∂Ω12

+

+ ‖w − wh‖H1
Ω1

×H1
Ω2

+ C
1/2
6 h−3/2‖J(w − wh)‖L2,∂Ω12

≤
≤ C19[(hs + hs)(‖m‖(Hs

Ω1
)4×(Hs

Ω2
)4 + ‖m‖(Hs

∂Ω12
)4×(Hs

∂Ω12
)4)+

+ hp−3/2(‖w‖Hp
Ω1

×Hp
Ω2

+ ‖w‖Hp
∂Ω12

×Hp
∂Ω12

)]. (4.29)

Второе слагаемое в правой части (4.29) приводит к потере в скорости сходимости O(h1/2)
независимо от степени сплайнов по сравнению со скоростью сходимости на стыкующихся
сетках. Но эта потеря меньше, чем в методе штрафа [15].

Из (4.29) имеем

‖JMn(m − mh)‖L2,∂Ω12
= ‖JMn(mh)‖L2,∂Ω12

≤
≤ C19[(hs + hs)(‖m‖(Hs

Ω1
)4×(Hs

Ω2
)4 + ‖m‖(Hs

∂Ω12
)4×(Hs

∂Ω12
)4)+

+ hp−3/2(‖w‖Hp
Ω1

×Hp
Ω2

+ ‖w‖Hp
∂Ω12

×Hp
∂Ω12

)],

‖J(w − wh)‖L2,∂Ω12
= ‖Jwh‖L2,∂Ω12

≤
≤ C20h

3/2[(hs + hs)(‖m‖(Hs
Ω1

)4×(Hs
Ω2

)4 + ‖m‖(Hs
∂Ω12

)4×(Hs
∂Ω12

)4)+

+ hp−3/2(‖w‖Hp
Ω1

×Hp
Ω2

+ ‖w‖Hp
∂Ω12

×Hp
∂Ω12

)].

В случае k = 1 имеем самую низкую степень сплайнов: нулевую для моментов и первую
для перемещений. В этом случае в выражении для b′(mh, ωh) (3.8) отсутствует слагаемое∫
∂Ω12

[Qn(mh)]Jwhds.

Вместо леммы 4.10 имеет место
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Лемма 4.14. Справедливо неравенство

sup
(µh,ωh)∈Mh×Wh

|a′(mh, µh) − b′(µh, wh) + b′(mh, ωh) + c(wh, ωh)|
‖(µh, wh)‖ ≥

≥ C3(‖mh‖M̂
+ σ1/2

m h1/2‖JMn(mh)‖L2,∂Ω12
) + (C3 − C4σ

−1/2
m )‖wh‖Ŵ

+

+ C3σ
1/2
w h−1/2‖Jwh‖L2,∂Ω12

.

Это приводит к тому, что ограничение на выбор σw (4.11), которое для случая k > 1
является следствием леммы 4.10, при k = 1 отсутствует.

Следовательно, неравенство

sup
(µh,ωh)∈Mh×Wh

|a′(mh, µh) − b′(µh, wh) + b′(mh, ωh) + c(wh, ωh)|
‖(µh, wh)‖ ≥ 1

2
C3‖(mh, wh)‖ (4.30)

имеет место при σm, удовлетворяющем (4.10), и при любом σw > 0.
Из (4.30) вытекает

Теорема 4.3. Пусть σm удовлетворяет (4.10), а σw > 0 произвольное. Тогда задача (3.5),
(3.6) имеет единственное решение.

Вместо леммы 4.12 имеет место

Лемма 4.15. Пусть (m, w) — решение задачи (2.15), (2.16), w ∈ W ∩ (Hr
Ω1

× Hr
Ω2

), m ∈
M ∩ ((Hr−2

Ω1
)4 × (Hr−2

Ω2
)4), r ≥ 7/2.

При этих условиях справедливо неравенство

sup
(µh,ωh)∈Mh×Wh

|a′(em − εm, µh) − b(µh, ew − εw) + b(em − εm, ωh) + c(ew − εw, ωh)|
‖(µh, ωh)‖ ≤

≤ C20[(h + σ1/2
m h3/2)(‖m‖(H1

Ω1
)4×(H1

Ω2
)4 + ‖m‖(H1

∂Ω12
)4×(H1

∂Ω12
)4)+

+ (σ−1/2
m + σ1/2

w h3/2)(‖w‖H2
Ω1

×H2
Ω2

+ ‖w‖H2
∂Ω12

×H2
∂Ω12

)].

Лемма 4.16. Пусть (m, w) — решение задачи (2.1)–(2.9), w ∈ W ∩ (Hr
Ω1

× Hr
Ω2

), m ∈
M ∩ ((Hr−2

Ω1
)4 × (Hr−2

Ω2
)4), r ≥ 7/2. Тогда имеет место неравенство

‖em − εm‖
M̂

+ σ1/2
m h1/2‖JMn(em − εm)‖L2,∂Ω12

+

+ ‖ew − εw‖H1
Ω1

×H1
Ω2

+ σ1/2
w h−1/2‖J(ew − εw)‖L2,∂Ω12

≤
≤ ‖(em − εm, ew − εw)‖ ≤

≤ C21[(h + σ1/2
m h3/2)(‖m‖(H1

Ω1
)4×(H1

Ω2
)4 + ‖m‖(H1

∂Ω12
)4×(H1

∂Ω12
)4)+

+ (σ−1/2
m + σ1/2

w h3/2)(‖w‖H2
Ω1

×H2
Ω2

+ ‖w‖H2
∂Ω12

×H2
∂Ω12

)].

Из лемм 4.5, 4.6 и 4.16 следует

Теорема 4.4 (теорема сходимости при k = 1). Пусть (m, w) — pешение задачи (2.1)–(2.9),
(mh, wh) — решение mortar-задачи (3.5), (3.6), и пусть w ∈ W ∩ (Hr

Ω1
× Hr

Ω2
),

m ∈ M ∩ ((Hr−2
Ω1

)4 × (Hr−2
Ω2

)4), r ≥ 7/2. Тогда при σm, удовлетворяющем (4.10), и про-
извольном σw > 0 имеет место неравенство



34 Л.В.МАСЛОВСКАЯ, О.М.МАСЛОВСКАЯ

‖m − mh‖M̂
+ σ1/2

m h1/2‖JMn(m − mh)‖L2,∂Ω12
+ ‖w − wh‖H1

Ω1
×H1

Ω2
+

+ σ1/2
w h−1/2‖J(w − wh)‖L2,∂Ω12

≤ C22[(h + σ1/2
m h3/2)(‖m‖(H1

Ω1
)4×(H1

Ω2
)4+

+ ‖m‖(H1
∂Ω12

)4×(H1
∂Ω12

)4) + (h + σ−1/2
m + σ1/2

w h3/2)(‖w‖H2
Ω1

×H2
Ω2

+ ‖w‖H2
∂Ω12

×H2
∂Ω12

)]. (4.31)

Следствие. Наибольшая скорость сходимости получается при

σm = σw = h−3/2.

Такой выбор штрафа возможен, так как на выбор σw ограничений здесь нет.

Выбор σm = h−3/2 соответствует (4.13), при этом h должно удовлетворять условию (4.14),
т. е.

h ≤
(

C3

2C4

)4/3

.

При таком выборе параметров из (4.31) имеем

‖m − mh‖M̂
+ ‖w − wh‖H1

Ω1
×H1

Ω2
≤ C22(h + h3/4)(‖m‖(H1

Ω1
)4×(H1

Ω2
)4+

+ ‖m‖(H1
∂Ω12

)4×(H1
∂Ω12

)4 + ‖w‖H2
Ω1

×H2
Ω2

+ ‖w‖H2
∂Ω12

×H2
∂Ω12

), (4.32)

‖JMn(mh)‖L2,∂Ω12
≤ C22h

1/4(h + h3/4)(‖m‖(H1
Ω1

)4×(H1
Ω2

)4 + ‖m‖(H1
∂Ω12

)4×(H1
∂Ω12

)4+

+ ‖w‖H2
Ω1

×H2
Ω2

+ ‖w‖H2
∂Ω12

×H2
∂Ω12

),

‖J(w − wh)‖L2,∂Ω12
≤ C22h

3/4(h + h3/4)(‖m‖(H1
Ω1

)4×(H1
Ω2

)4 + ‖m‖(H1
∂Ω12

)4×(H1
∂Ω12

)4+

+ ‖w‖H2
Ω1

×H2
Ω2

+ ‖w‖H2
∂Ω12

×H2
∂Ω12

).

Из (4.32) следует, что потеря в скорости сходимости по сравнению с методом конечных
элементов на стыкующихся сетках имеет порядок O(h1/4). Однако эта потеря меньше, чем
в методе штрафа [9].

Никакой другой выбор параметров не дает более высокой скорости сходимости.
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>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


