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1. �¢¥¤¥¨¥. � 1949 £. �§ £¥à (à¥§ã«ìâ âë �§ £¥à  ¯®¤à®¡® ¨§«®¦¥ë ¢ [1]) ¨áá«¥¤®¢ «
â¥à¬®¤¨ ¬¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  á¨áâ¥¬ë á¨«ì® ¢ëâïãâëå æ¨«¨¤à¨ç¥áª¨å áâ¥à¦¥© (d

l
= � � 1,

d | ¤¨ ¬¥âà, l | ¤«¨  áâ¥à¦ï) á ¯ àë¬ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥¬ â¨¯  áâ¥à¨ç¥áª®£® ®ââ «ª¨¢ -
¨ï. �ë«® ¯®ª § ®, çâ® ¢ á¨áâ¥¬¥, ®à¨¥â æ¨®® à §ã¯®àï¤®ç¥®© (¨§®âà®¯®©) ¯à¨ ¨§-
ª¨å ª®æ¥âà æ¨ïå, á ã¢¥«¨ç¥¨¥¬ ª®æ¥âà æ¨¨ ¯à®¨áå®¤¨â ä §®¢ë© ¯¥à¥å®¤ ¯¥à¢®£® à®¤  (á®
áª çª®¬ ª®æ¥âà æ¨¨) ¢ ®à¨¥â æ¨®® ã¯®àï¤®ç¥ãî ( ¨§®âà®¯ãî) ä §ã, âà ªâã¥¬ãî ª ª
¦¨¤ª®ªà¨áâ ««¨ç¥áª¨© ¥¬ â¨ª. � ¬®¤¥«¨ �§ £¥à  â¥à¬®¤¨ ¬¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  ¨§®âà®¯®©
ä §ë ®¯¨áë¢ îâáï à ¢®¬¥à®© äãªæ¨¥© à á¯à¥¤¥«¥¨ï ®à¨¥â æ¨© ®á¥© ç áâ¨æ á ¯«®â®-
áâìî f0(n) = 1 (n | ®àâ ®á¨ áâ¥à¦ï), â¥à¬®¤¨ ¬¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  ¥¬ â¨ª  | ¯«®â®áâìî
f 6= 1. �«ï f ¨§ ãá«®¢¨ï ¬¨¨¬ã¬  á¢®¡®¤®© í¥à£¨¨ á¨áâ¥¬ë �§ £¥à ¯®«ãç¨« ¥«¨¥©®¥
¨â¥£à «ì®¥ ãà ¢¥¨¥, ª®â®à®¥ ¨áá«¥¤®¢ «®áì ¢ ®á®¢®¬ ç¨á«¥ë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨ ¢® ¬®£¨å
ä¨§¨ç¥áª¨å à ¡®â å. � [2] ¤«ï ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ãà ¢¥¨ï �§ £¥à  ¡ë«¨ ¨á¯®«ì§®¢ ë ¬¥â®¤ë
¥«¨¥©®£®   «¨§ . �¥®¡å®¤¨¬® ®â¬¥â¨âì, çâ® �§ £¥à ¢ëç¨á«¨« á¢®¡®¤ãî í¥à£¨î «¨èì ¢
¯à¨¡«¨¦¥¨¨ ¢â®à®£® ¢¨à¨ «ì®£® ª®íää¨æ¨¥â , â. ¥. ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¨ ¬ «®áâ¨ ª®æ¥âà æ¨¨
á¨áâ¥¬ë. �â®¡ë ®à¨¥â æ¨®ë© ä §®¢ë© ¯¥à¥å®¤ ¢ á¨áâ¥¬¥ áâ¥à¦¥© ¬®£ ¯à®¨§®©â¨ ã¦¥ ¯à¨
¨§ª®© ª®æ¥âà æ¨¨ ¥®¡å®¤¨¬® ãá«®¢¨¥ � � 1 | ãá«®¢¨¥ ¯à¨¬¥¨¬®áâ¨ ¬®¤¥«¨ �§ £¥à .
�®¤¥«ì, á¢®¡®¤ ï ®â íâ®£® ®£à ¨ç¥¨ï ¨ ¯à¨£®¤ ï ¤«ï «î¡ëå ®á¥á¨¬¬¥âà¨çëå ç áâ¨æ, ¡ë-
«  ¯à¥¤«®¦¥  � àá®á®¬ [3]. �à¥¤¯®«®¦¨¢, çâ® ¯ àë© ¯®â¥æ¨ « ¨ ¯ à ï ª®àà¥«ïæ¨® ï
äãªæ¨ï á¨áâ¥¬ë § ¢¨áïâ «¨èì ®â ®â®è¥¨ï r=�, £¤¥ r | àaccâoï¨e ¬¥¦¤ã æ¥âà ¬¨ ¬ áá
ç áâ¨æ,   � | äãªæ¨ï ã£«®¢ëå ¯¥à¥¬¥ëå, å à ªâ¥à¨§ãîé¨å ¢§ ¨¬®¥ à á¯®«®¦¥¨¥ ç áâ¨æ
(çâ® ¢ë¯®«ï¥âáï ¤«ï ¬®¤¥«¨ �§ £¥à ), � àá®á ¯®«ãç¨« ¤«ï ®à¨¥â æ¨®®© ¯«®â®áâ¨ f
¨â¥£à «ì®¥ ãà ¢¥¨¥

� + ln f(n0) + �

Z
k(n;n0)f(n)dn = 0; (1)

£¤¥ ¥¨§¢¥áâ ï ¯®áâ®ï ï � ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ãá«®¢¨¥¬ ®à¬¨à®¢ª¨
R
fdn = 1, ï¤à® k ï¢«ï¥âáï

á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© äãªæ¨¥© ®àâ®¢ n, n0, ª®íää¨æ¨¥â � | äãªæ¨ï ®¡ê¥¬®© ª®æ¥âà æ¨¨
� = V0c, c = N=V | ¯«®â®áâì á¨áâ¥¬ë, V0 | ®¡ê¥¬ ç áâ¨æë. �«¥¤áâ¢¨¥¬ ®á¥á¨¬¬¥âà¨ç®áâ¨
ç áâ¨æ ï¢«ï¥âáï ¨¢ à¨ â®áâì ï¤à  ¯à¨ ®¤®¢à¥¬¥®¬ ¯®¢®à®â¥ g ®àâ®¢ n ¨ n0 ¨ ¯à¨ § ¬¥¥
n! �n

k(gn; gn0) = k(n;n0) = k(n0;n) = k(�n;n0): (2)

�§ (2) á«¥¤ã¥â, çâ® ï¤à® k ï¢«ï¥âáï äãªæ¨¥© ã£«  � ¬¥¦¤ã ®àâ ¬¨ n ¨ n0. � ª ¯à ¢¨«®, ¢ ä¨-
§¨ª¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï «¨èì  ¨§®âà®¯ë¥ ä §®¢ë¥ á®áâ®ï¨ï, ®¡« ¤ îé¨¥ ¤¢ãáâ®à®¥© ®áìî
á¨¬¬¥âà¨¨ ¡¥áª®¥ç®£® ¯®àï¤ª , ª®â®à ï ¨ ¯à¨¨¬ ¥âáï §  ¯®«ïàãî ®áì (®áì z) áä¥à¨ç¥áª®©
á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨ â, ¢ ª®â®à®© dn = (4�)�1 sin � d' d�. � íâ®¬ á«ãç ¥, ª®â®àë© ¨ ¡ã¤¥â §¤¥áì
à áá¬ âà¨¢ âìáï, ¤«ï  ¨§®âà®¯®© ¯«®â®áâ¨ f ¤®«¦ë ¢ë¯®«ïâìáï ãá«®¢¨ï [4], [5]: a) f(n)

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ä¨ á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨©
(¯à®¥ªâ ò00-01-00132).
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¥ § ¢¨á¨â ®â ã£«  ' (f = f(�)); ¡) f(�) = f(� � �). C«¥¤®¢ â¥«ì®, f à §« £ ¥âáï ¢ àï¤ �ãàì¥
¯® ¯®«¨®¬ ¬ �¥¦ ¤à  á ç¥âë¬ ¨¤¥ªá®¬ P2m. �«ï äãªæ¨¨ f , ®¯¨áë¢ îé¥© ¥¬ â¨ç¥áªãî
ä §ã, ¤®«¦® ¢ë¯®«ïâìáï ¥é¥ ¨ ãá«®¢¨¥ ¢) f(0) = f(�) = max, ¤àã£¨å ¬ ªá¨¬ã¬®¢ f ¥ ¨¬¥¥â.

�á«®¢¨¥ ¢) ®§ ç ¥â, çâ® ¥¬ â¨ª ®¡« ¤ ¥â ¥¤¨áâ¢¥ë¬  ¯à ¢«¥¨¥¬ ¯à¥¨¬ãé¥áâ¢¥®©
®à¨¥â æ¨¨ ®á¥© ç áâ¨æ, ª®â®à®¥ á®¢¯ ¤ ¥â á  ¯à ¢«¥¨¥¬ ¥£® ®á¨ á¨¬¬¥âà¨¨. �â¬¥â¨¬, çâ®
ç áâë¬ á«ãç ¥¬ ãà ¢¥¨ï (1) ï¢«ïîâáï ãà ¢¥¨¥ �§ £¥à  (� = 2c dl2, k = (1� nn02)1=2, nn0
| áª «ïà®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ®àâ®¢ n ¨ n0) ¨ ¬®¤¥«ì � àá®á  [3] ¤«ï á¨áâ¥¬ë ç áâ¨æ, ¨¬¥îé¨å
ä®à¬ã í««¨¯á®¨¤  ¢à é¥¨ï á ¯®«ã®áï¬¨ b � a

k = (1� (�nn0)2)1=2; � = 8J(�)(1 � �2)�1=2; (3)

J(�) = (4� � 3�2)(4(1 � �)2)�1; � = (b2 � a2)(b2 + a2)�1; 0 < �; � < 1:

�®ªà¥âë© ¢¨¤ ï¤à  k ®¯à¥¤¥«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨¥© ç áâ¨æ ¨ ¢ë¡®à®¬ ¬®¤¥«¥© ¯ à®£® ¯®â¥-
æ¨ «  ¨ ¯ à®© ª®àà¥«ïæ¨®®© äãªæ¨¨. �¥«ìî ¤ ®© à ¡®âë ï¢«ï¥âáï ¨§ãç¥¨¥   ®á®¢¥
®¡é¨å ¨¤¥© â¥®à¨¨ ¢¥â¢«¥¨ï à¥è¥¨© ¥«¨¥©ëå ãà ¢¥¨© [6] à¥è¥¨© ãà ¢¥¨ï (1), ã¤®-
¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬  ) ¨ ¡) ¨ ®â¢¥â¢«ïîé¨åáï ®â ¨§®âà®¯®£®. �à¨ íâ®¬ ¬ë ¥ ¯à¨¡¥£ ¥¬ ª
ª®ªà¥â®¬ã ¢ë¡®àã ¢¨¤  ï¤à  k (  § ç¨â, ¨ ª®ªà¥â®© £¥®¬¥âà¨¨ ®á¥á¨¬¬¥âà¨çëå ç áâ¨æ,
¯ à®£® ¯®â¥æ¨ «  ¨ ¯ à®© ª®àà¥«ïæ¨®®© äãªæ¨¨),    « £ ¥¬ «¨èì ¥ª®â®àë¥ ãá«®¢¨ï
¤®áâ â®ç® ®¡é¥£® å à ªâ¥à    ¥£® ª®íää¨æ¨¥âë �ãàì¥{�¥¦ ¤à . � ª ¨§¢¥áâ®, ®á®¢®©
§ ¤ ç¥© â¥®à¨¨ �ï¯ã®¢ {�¬¨¤â  [6] ï¢«ïîâáï ®â¢¥âë   ¢®¯à®á ® ç¨á«¥ à¥è¥¨©, ®â¢¥â¢«ï-
îé¨åáï ¢ â®çª¥ ¡¨äãàª æ¨¨ � = �b ¨ ® áâàãªâãà¥ à §«®¦¥¨ï à¥è¥¨© ¢ àï¤ ¯® áâ¥¯¥ï¬
� = �� �b (¢®®¡é¥ £®¢®àï, à¥è¥¨ï ¬®£ãâ à §« £ âìáï ¢ àï¤ ¯® ¤à®¡ë¬ áâ¥¯¥ï¬¨ �). �  ¨-
¡®«¥¥ ¨â¥à¥áëå á«ãç ïå ®¤®¬¥à®£® ¨ ¤¢ã¬¥à®£® ¢¥â¢«¥¨© ®â¢¥âë   íâ¨ ¢®¯à®áë ¤«ï
ãà ¢¥¨ï (1) ¤ îâáï á®®â¢¥âáâ¢¥® ¢ â¥®à¥¬ å 1 ¨ 2.

2. �¨äãàª æ¨®ë©   «¨§. �áî¤ã ¨¦¥ ¯®« £ ¥¬, çâ® ¥¯à¥àë¢®¥ ï¤à® k = k(cos�) ã¤®-

¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ á¨¬¬¥âà¨¨ (2) ¨ ®¡®§ ç¨¬ cm = 1

2

�R
0

kP2m sin� d�|ª®íää¨æ¨¥âë�ãàì¥{

�¥¦ ¤à  ï¤à  k.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 1. �¯à ¢¥¤«¨¢® á®®â®è¥¨¥
R
k(n;n0)P2m(n)dn = cmP2m(n0).

�à¥¤«®¦¥¨¥ 2. �¥è¥¨¥ f(n) ãà ¢¥¨ï (1), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î ®à¬¨à®¢ª¨ ¨ ®â-

¢¥â¢«ïîé¥eáï ®â ¨§®âà®¯®£®, ¨¬¥¥â ¢¨¤ f = 1 + h(n), £¤¥ h | ¬ «®¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï

h� �

Z
k1(n;n0)h(n)dn =

1X
m=2

(�1)m�1
m

�Z
hmdn� hm

�
; k1 = c0 � k: (4)

�§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 1 á«¥¤ã¥â

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3. �®çª ¬¨ ¡¨äãàª æ¨¨ ãà ¢¥¨ï (4) ï¢«ïîâáï �m = �c�1m , m � 1.

3. �«ãç © ®¤®¬¥à®£® ¢¥â¢«¥¨ï. �§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3 á«¥¤ã¥â, çâ® â®çª  ¡¨äãàª æ¨¨ �m
¡ã¤¥â â®çª®© ¡¨äãàª æ¨¨ ®¤®¬¥à®£® ¢¥â¢«¥¨ï ¤«ï ãà ¢¥¨ï (4) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
cm 6= cs 8s 6= m.

�¥®à¥¬  1. � â®çª¥ ¡¨äãàª æ¨¨ �m ®¤®¬¥à®£® ¢¥â¢«¥¨ï ®â ¨§®âà®¯®£® à¥è¥¨ï f0=1
®â¢¥â¢«ï¥âáï ¥¤¨áâ¢¥®¥  ¨§®âà®¯®¥ à¥è¥¨¥ ãà ¢¥¨ï (1), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î
®à¬¨à®¢ª¨ ¨ ãá«®¢¨ï¬  ) ¨ ¡). �â® à¥è¥¨¥ ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ �m ¯à¥¤áâ -

¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥ áå®¤ïé¥£®áï áâ¥¯¥®£® àï¤  ¯® æ¥«ë¬ áâ¥¯¥ï¬ � = �� �m ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â

ãá«®¢¨î ¢) (®¯¨áë¢ ¥â ¥¬ â¨ª) «¨èì ¢ á«ãç ¥ m = 1, � < 0 ¨ c1 < 0.

� ª ¨§¢¥áâ® [4], [5], ¥à ¢¥áâ¢® � < 0 ®§ ç ¥â, çâ® ¯«®â®áâì f ¥¬ â¨ç¥áª®© ä §ë ¨¬¥-
¥â «¥¢®¥  ¯à ¢«¥¨¥ ¡¨äãàª æ¨¨, çâ®  ¢â®¬ â¨ç¥áª¨ ¯à¨¢®¤¨â ª ®à¨¥â æ¨®®¬ã ä §®¢®¬ã
¯¥à¥å®¤ã ¯¥à¢®£® à®¤  (á® áª çª®¬ ª®æ¥âà æ¨¨) ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ ¡¨äãàª æ¨¨ �1.

� ¬¥ç ¨¥ 1. �á«®¢¨¥ c1 < 0 á¢ï§ ® á â¥¬, çâ® ä¨§¨ç¥áª¨© á¬ëá« ¨¬¥îâ «¨èì § ç¥¨ï
� > 0.
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�à¥¤«®¦¥¨¥ 4. � á«ãç ¥ ï¤à  k, ®¯à¥¤¥«¥®£® á®®â®è¥¨¥¬ (3), á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¥à ¢¥-

áâ¢  0 > cm+1 > cm.

�§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï 4 á«¥¤ã¥â á¯à ¢¥¤«¨¢®áâì â¥®à¥¬ë 1 ¤«ï ¬®¤¥«¨ � àá®á  ¢ á«ãç ¥ á¨áâ¥¬ë
í««¨¯á®¨¤ «ìëå ç áâ¨æ.

� ¬¥ç ¨¥ 2. �«ï ¢ëç¨á«¥¨ï ª®íää¨æ¨¥â®¢ hm ¢ áå®¤ïé¥¬áï ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 1 à §«®-

¦¥¨¨ f = 1 +
1P

m=1

�mhm(n) ã¤®¡® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ¬¥â®¤®¬ ¥®¯à¥¤¥«¥ëå ª®íää¨æ¨¥â®¢.

4. �¢ã¬¥àë© á«ãç © ¢¥â¢«¥¨ï. � á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3 ãà ¢¥¨¥ (4) ¡ã¤¥â ¨¬¥âì â®çªã
¡¨äãàª æ¨¨ s-¬¥à®£® ¢¥â¢«¥¨ï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á®¢¯ ¤ îâ ¬¥¦¤ã á®¡®© à®¢® s
ª®íää¨æ¨¥â®¢ �ãàì¥{�¥¦ ¤à  ï¤à  k. � íâ®¬ á«ãç ¥, ª ª ¯®ª §ë¢ ¥â ¨¦¥á«¥¤ãîé¨© à¥-
§ã«ìâ â, ¨¬¥¥¬ ã¢¥«¨ç¥¨¥ ç¨á«  à¥è¥¨©, ®â¢¥â¢«ïîé¨åáï ®â ¨§®âà®¯®£® ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å
ãá«®¢¨ï¬  ) ¨ ¡) (ãá«®¢¨î ¢) íâ¨ à¥è¥¨ï ¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ,   á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ ¥ ®¯¨áë¢ îâ
¥¬ â¨ç¥áª®¥ ä §®¢®¥ á®áâ®ï¨¥ á¨áâ¥¬ë).

�¥®à¥¬  2. �ãáâì c1 = c2 6= cm, m > 2. �®£¤  ¢ ¤¢ã¬¥à®© â®çª¥ ¢¥â¢«¥¨ï �1 ®â¢¥â¢«ï-
îâáï ®â ¨§®âà®¯®£® à®¢® âà¨  ¨§®âà®¯ëå à¥è¥¨ï ãà ¢¥¨ï (1) (âà¨  ¨§®âà®¯ëå

¯«®â®áâ¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï ®à¨¥â æ¨© ®á¥© ç áâ¨æ), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î ®à¬¨à®¢ª¨ ¨

ãá«®¢¨ï¬  ) ¨ ¡). �â¨ à¥è¥¨ï à §« £ îâáï ¢ áâ¥¯¥ë¥ àï¤ë ¯® æ¥«ë¬ áâ¥¯¥ï¬ � = �� �1,
áå®¤ïé¨¥áï ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ �1.

� ¬¥ç ¨¥ 3. �®¦® ¯®áâà®¨âì  «£®à¨â¬ ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥¨ï ª®íää¨æ¨¥â®¢ à §«®¦¥¨© ¯®
áâ¥¯¥ï¬ � ãª § ëå ¢ â¥®à¥¬¥ 2 âà¥å  ¨§®âà®¯ëå ¯«®â®áâ¥© fi, i = 1; 2; 3. �£à ¨ç¨¢ ïáì
¤¢ãç«¥®©  á¨¬¯â®â¨ª®©, ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

fi = 1 + �i(
p
5 riP2(n) + 3P4(n))

�

�1
+O(�2);

£¤¥ ª®íää¨æ¨¥âë �i, ri á¢ï§ ë á á¨áâ¥¬®© ãà ¢¥¨© à §¢¥â¢«¥¨ï ¨â¥£à «ì®£® ãà ¢¥¨ï
(1) ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥ë «¨èì ç¨á«¥®

�1 � �0:67; �2 � �4:55; �3 � �14:41; r1 � 1:13; r2 � �1:27; r3 � �0:42:
�®¦® ¯®ª § âì, ¢ëç¨á«¨¢ § ç¥¨ï F (fi), i = 0; 1; 2; 3, á¢®¡®¤®© í¥à£¨¨ F á¨áâ¥¬ë, ï¢«ï-

îé¥©áï äãªæ¨® «®¬ ¯«®â®áâ¨ f [3], çâ® ¯à¨ � < 0  ¨¬¥ìè¨¬ áà¥¤¨ ¨å ®ª §ë¢ ¥âáï
F (f0),   F (f3) | ¯à¨ � > 0. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨§ ç¥âëà¥å ¢®§¬®¦ëå ä §®¢ëå á®áâ®ï¨¨ á¨áâ¥-
¬ë (¨§®âà®¯®£® ¨ âà¥å  ¨§®âà®¯ëå) á«¥¢  ®â â®çª¨ ¡¨äãàª æ¨¨ �1 ¬®¦¥â ¡ëâì ãáâ®©ç¨¢®©
«¨èì ¨§®âà®¯ ï ä § ,   á¯à ¢  |  ¨§®âà®¯ ï á à á¯à¥¤¥«¥¨¥¬ ®à¨¥â æ¨© ®á¥© ç áâ¨æ,
§ ¤ ë¬ ¯«®â®áâìî f3.
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