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О СТРУКТУРЕ ИНФИНИТЕЗИМАЛЬНЫХ ПОЧТИ ПРОЕКТИВНЫХ
ПРЕОБРАЗОВАНИЙ В КАСАТЕЛЬНОМ РАССЛОЕНИИ ОБЩЕГО

ПРОСТРАНСТВА ПУТЕЙ

Аннотация. Найдены необходимые условия для того, чтобы векторное поле на касательном
расслоении общего пространства путей было инфинитезимальным почти проективным пре-
образованием в случае, когда тензорные поля, определяющие комплексы автопараллельных
кривых являются полными лифтами Яно–Окубо–Кагана тензорных полей базового многооб-
разия.
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УДК: 514.763

Abstract. We obtain the necessary conditions for a vector field on a tangent bundle to be an
infinitesimal almost projective transformation of a general path space in the case when sets of
autoparallel curves are the Yano–Okubo–Kagan natural lift of tensor fields of the base manifold.

Keywords: infinitesimal almost projective transformation, general path space, tangent bundle,
Yano–Okubo–Kagan natural lift.

Введение

Данная работа является продолжением работ автора [1]–[3], посвященных исследованию
структуры инфинитезимальных преобразований в касательных расслоениях общих про-
странств путей и финслеровых пространств [4].
В работах А.В.Аминовой [5], [6] было введено понятие инфинитезимальных почти про-

ективных преобразований, т. е. таких преобразований, которые сохраняют линейный или
квадратичный комплекс геодезических. С помощью предложенного Ф.И.Каганом [7] аппа-
рата полных лифтов тензоров произвольных валентностей из многообразия M в его каса-
тельное расслоение T (M) исследуется структура инфинитезимальных почти проективных
преобразований на касательном расслоении T (M), наделенном аффинной связностью ˜Γ, по-
лученной с помощью лифта Яно–Окубо–Кагана [8], [9] из связности G общего пространства
путей M(G). Найдены необходимые условия для того, чтобы векторное поле на T (M(G))
было инфинитезимальным почти проективным преобразованием относительно связности ˜Γ
в случае, когда тензорные поля, определяющие комплексы автопараллельных кривых, яв-
ляются полными лифтами тензорных полей базового многообразия.
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1. Определения, обозначения, постановка задачи

В статье используются обозначения, принятые в [7].
Путями на многообразии M называются кривые xi = xi(t), i = 1, . . . , n, n = dimM ,

удовлетворяющие уравнениям
d2xi

dt2
+ 2Gi(x, ẋ) = 0, (1)

где ẋi = dxi/dti, Gi(x, ẋ) — заданные функции линейных элементов (xi, ẋk), положительно
однородные второй степени по ẋ. МногообразиеM , на котором заданы пути (1), называется
общим пространством путей (ОПП) [4] и обозначается ниже какM(G). СвязностьG в общем
пространстве путей задается коэффициентами

Gi
km ≡ Gi

·k·m ≡ ∂2G

∂ẋk∂ẋm
, (2)

удовлетворяющими в соответствии с теоремой Эйлера соотношению 2Gi = Gi
kmẋ

kẋm.
Напомним определение: векторное поле v на ОПП называется инфинитезимальным

проективным преобразованием в ОПП, если порождаемая этим полем в окрестности
каждой точки x ∈ M локальная однопараметрическая группа преобразований сохраняет
пути. Необходимое и достаточное условие этого состоит в том, что [4]

LvG
i = ẋiP, (3)

где P = P (x, ẋ) — так называемый проективный фактор, Lv — производная Ли вдоль
векторного поля v. Уравнение (3) равносильно равенству

LuG
i
km = 2δi

(kPm) + ẋiPkm,

где Pk ≡ P·k, Pkm ≡ P·k·m; окаймляющие индексы круглые скобки означают нормированную
симметризацию: T(ik) ≡ 1

2(Tik + Tki).
Все тензоры и связности на T (M) будут записываться в специальной системе координат

zα = (xk, ẋm), α, β, γ, . . . = 1, . . . , 2n. Знаком “тильда” будут отмечаться тензорные поля и
связности, заданные на T (M).
Как известно [10], связность в T (M) есть n-мерное распределение, задаваемое набором

форм θi = dẋi + H i
k(x, ẋ)dx

k. Связность в ОПП естественным образом порождает в T (M)
нелинейную связность, коэффициенты которой H i

k = Gi
k. Опираясь на этот факт, можно

строить полные лифты тензорных полей относительно связности G. Как известно [7], любое
тензорное поле ˜T валентности (a, b) на T (M) может быть представлено в виде полного
лифта набора N = 2a+b тензорных полей t

ν
(x, ẋ) (ν = 0, . . . , N − 1):

˜T = G[t
0
, t
1
, . . . , t

N−1
].

Отметим несколько типов лифтов, используемых в дальнейшем,
1) вертикальный лифт векторного поля v: V v = G[0, v];
2) горизонтальный лифт векторного поля v: Hv = G[v, 0];

3) естественный лифт векторного поля v: Nv = G[v,
0
∇ v], где

0
∇ = ẋk∇k, ∇k — ковариант-

ная производная относительно связности G;
4) горизонтально-векторный лифт тензорного поля A валентности (1, 1): HXA = G[A·ẋ, 0],

где (A · ẋ)i = Ai
kẋ

k;
5) вертикально-векторный лифт тензорного поля A валентности (1, 1): V XA = G[0, A · ẋ].
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Следуя К.Яно, Т.Окубо [8] и Ф.И.Кагану [9], введем на касательном расслоении T (M(G))
симметричную аффинную связность ˜Γ, называемую естественным лифтом связности G. Ее
ненулевые коэффициенты ˜Γα

βγ(z) имеют вид

˜Γi+n
k+nm = ˜Γi+n

mk+n = ˜Γi
km = Gi

km,
˜Γi+n

km = ẋt∂tG
i
km − 2GtGi

kmt,

где ∂k = ∂/∂xk, Gi
kmt ≡ Gi

km·t. Кривые z
α = zα(t), удовлетворяющие уравнению

d2zα

dt2
+ ˜Γα

βγ
dzβ

dt

dzγ

dt
= 0, (4)

называются автопараллельными кривыми, поскольку их касательные векторы получаются
друг из друга последовательными бесконечно малыми параллельными переносами относи-
тельно связности ˜Γ.
В работах А.В.Аминовой [5], [6] были введены инфинитезимальные преобразования, со-

храняющие комплексы геодезических, которые получили название почти проективных дви-
жений или инфинитезимальных почти проективных преобразований. Здесь мы рассматри-
ваем аналогичные понятия для случая касательного расслоения T (M).
Рассмотрим поле квадрик aαβ(z)żαżβ = 0 (соответственно поле p-мерных плоскостей

aA
γ (z)żγ = 0, A = 1, . . . , 2n − p) на T (M). Пусть направление касательной к кривой, удо-
влетворяющей уравнению (4), принадлежит в каждой точке соответствующей квадрике
(сответственно p-плоскости). Совокупность всех таких кривых называется квадратичным
(сответственно линейным) комплексом автопараллельных кривых. Инфинитезимальные пре-
образования, которые сохраняют заданный комплекс автопараллельных кривых, называ-
ются почти проективными преобразованиями. Векторное поле, порождающее локальную
однопараметрическую группу почти проективных преобразований, удовлетворяет уравне-
ниям

Lṽ
˜Γα

βγ = 2δα
(βϕ̃γ) + ˜Kα

βγ , (5)

где ˜Kα
βγ = Ψαaβγ в случае квадратичного комплекса и ˜Kα

βγ = 2Λα
A(βa

A
γ) в случае линейного

комплекса. Здесь Ψα — векторное поле на T (M), Λα
Aβ — набор (A = 1, . . . , 2n−p) тензорных

полей валентности (1, 1) на T (M).
Цель нашего исследования — определить, какие тензорные поля на базе порождают век-

торное поле ṽ как полный лифт.
Доказательство приведенных ниже теорем основано на представлении производной Ли

связности ˜Γ в виде полного лифта. В уравнениях (5) в виде полных лифтов представляются
также правая часть (5) и поля ṽ, ϕ̃, ˜K, Ψ, a, ΛA и aA, т. е.

ṽ = G[v
0
, v
1
], ϕ̃ = G[p

0
, p
1
], ˜K = G[K

0
,K

1
,K

2
,K

3
,K

4
,K

5
,K

6
,K

7
],

Ψ = G[ψ
0
, ψ

1
], a = G[a

0
, a
1
, a
2
, a
3
], ΛA = G[λ

0
A, λ

1
A, λ

2
A, λ

3
A], aA = G[a

0

A, a
1

A].

Эти вычисления основываются на теории лифтов, развитой в работе [7]. В результате ока-
зывается, что уравнения (5) эквивалентны системе уравнений

v
0

i·k·m = K
0

i
km,

v
1

i·k·m − v
0

tGi
kmt = 2δi

(k
p
0

m) +K
1

i
km,

∇k(v
0

i·m) = δi
k
p
0

m +K
2

i
km,

∇k(v
1

i·m) + v
1

tGi
kmt + v

0

t·mH i
tksẋ

s + v
0

tH i
mkt = δi

m
p
1

k +K
3

i
km,
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v
1

tGi
kmt + ∇k∇m v

0

i − v
0

i·tHt
mksẋ

s + v
0

tH i
mkt = 2δi

(k
p
1

m) +K
6

i
km,

∇k∇m v
1

i − v
1

i·tHt
mksẋ

s + v
1

t(H i
mkt + ẋs∇sG

i
kmt) +H i

tksẋ
s∇m v

0

t+

+H i
tmsẋ

s∇k v
0

t + v
0

t(ẋs∇kH
i
tms + ẋs∇sH

i
mkt +Hs

kG
i
tms −Hs

tG
i
kms) = K

7

i
km, (6)

где
H i

klm = ∂mG
i
kl − ∂lG

i
km +Gs

klG
i
sm −Gs

kmG
i
sl +Gs

lG
i
kms −Gs

mG
i
kls

— тензор кривизны связности G [4], а тензоры K
0

i
km, K

1

i
km, K

2

i
km, K

3

i
km, K

6

i
km, K

7

i
km равны

K
0

i
km = ψ

0

i a
0

km, K
1

i
km = ψ

1

i a
0

km, K
2

i
km = K

4

i
mk = ψ

0

i a
1

km,

K
3

i
km = K

5

i
mk = ψ

1

i a
1

km, K
6

i
km = ψ

0

i a
3

km, K
7

i
km = ψ

1

i a
3

km

для квадратичного комплекса и

K
0

i
km = 2λ

0

i
A(k a0

A
m), K

1

i
km = 2λ

1

i
A(k a0

A
m), K

2

i
km = K

4

i
mk = λ

0

i
Ak a

1

A
m + λ

2

i
Am a

0

A
k ,

K
3

i
km = K

5

i
mk = λ

1

i
Ak a

1

A
m + λ

3

i
Am a

0

A
k , K

6

i
km = 2λ

2

i
A(k a1

A
m), K

7

i
km = 2λ

3

i
A(k a1

A
m)

для линейного комплекса.
В данной работе будет предполагаться, что поля тензоров ψ

0

i, ψ
1

i, a
0

km, a
1

km, a
2

km, a
3

km,

λ
0

i
Ak, λ

1

i
Ak, λ

2

i
Ak, λ

3

i
Ak, a0

A
m, a

1

A
m не зависят от переменных ẋi.

2. Теорема о разложении векторного поля инфинитезимальных
почти проективных преобразований в T (M(G))

Решением поставленной задачи является

Теорема. Пусть M(G) — общее пространство путей (n > 2). Для того чтобы вектор-
ное поле ṽ на касательном расслоении T (M(G)) было инфинитезимальным почти проек-
тивным преобразованием связности ˜ψ, являющейся естественным лифтом связности G,
необходимо, чтобы оно имело вид

ṽ = Nu+ V v + HXA+ V XB + p(ẋ)V Xid+
1
2
(H
K
0

(ẋ, ẋ) + V
K
1

(ẋ, ẋ)),

где
u = u(x) — векторное поле на M является инфинитезимальным почти проективным

преобразованием на M(G)
LuG

i
km = 2δi

(kqm) +K
6

i
km

с проективным фактором P = qk(x)ẋk,
v = v(x) — векторное поле на M , удовлетворяющее уравнению

LvG
i
km = K

7

i
km

и условиям
vtGi

kmt = 0, vtẋs∇sG
i
kmt = 0,

p = p(x), q = q(x) — 1-формы на M , удовлетворяющие равенствам

∇kpm + ∇k K
2

l
lm = 0, (∇kqm + ∇lK

6

l
km −∇k K

6

l
lm + ∇k K

3

l
lm)ẋkẋm = 0,
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A = A(x), B = B(x) — тензорные поля валентности (1, 1) на M , удовлетворяющие усло-
виям

∇kA
i
m = δi

kpm +K
2

i
mk, ∇kB

i
m = −δi

kqm +K
3

i
mk −K

6

i
km.

При этом уравнениe для ṽ имеeт вид (5), где ϕ̃ = G[p, r], 1-форма r задается разложением

rk = qk(x) +
1

n+ 1
((n+ 2)∇[tK

2

l
|l|k] + ∇lK

2

l
[tk] + ∇[k K

1

l
|l|t])ẋ

t,

а тензорные поля, порождающие комплекс автопараллельных кривых, удовлетворяют усло-
виям

∇sK
0

i
km = 0,∇(k K

2

l
|l|m) + ∇(k K

2

l
m)l −∇(k K

1

l
|l|m) = 0, (2K

2

s
trG

i
kms −K

1

s
trG

i
kms)ẋ

tẋr = 0.

В заключение автор благодарит профессора А.В.Аминову за постановку задачи и полез-
ные советы.
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