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�®¯à®á ®¡  «£®à¨â¬¨ç¥áª®© à á¯®§­ ¢ ¥¬®áâ¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ª®­¥ç­®£® á¥¬¥©-
áâ¢  í«¥¬¥­â®¢ á¢®¡®¤­®©  áá®æ¨ â¨¢­®©  «£¥¡àë, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, à¥è ¥âáï ®âà¨æ â¥«ì­® [1]. �
â¥®à¨¨ ª®¤¨à®¢ ­¨ï áãé¥áâ¢ãîâ íää¥ªâ¨¢­ë¥ ¬¥â®¤ë à á¯®§­ ¢ ­¨ï  «£¥¡à ¨ç¥áª®© § ¢¨á¨-
¬®áâ¨ ª®­¥ç­®£® ¬®­®¬¨ «ì­®£® ¬­®¦¥áâ¢ . �â à¥©è¨¬ ï¢«ï¥âáï  «£®à¨â¬, ¯à¨¢¥¤¥­­ë© ¢ [2].
�¯¨á ­¨¥ íâ®£®  «£®à¨â¬  â ª¦¥ ¯à¨¢¥¤¥­® ¢ ([3], á. 59{64). � ¤ ­­®© à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï
â ª ­ §ë¢ ¥¬ë¥ SAGBI-¡ §¨áë (Subalgebra analogue to Gr�obner bases for ideals) ¤«ï ¯®¤ «£¥¡à,
ï¢«ïîé¨¥áï  ­ «®£ ¬¨ áâ ­¤ àâ­ëå ¡ §¨á®¢ ¤«ï ¨¤¥ «®¢. SAGBI-¡ §¨áë ¯¥à¢®­ ç «ì­® ®¯à¥-
¤¥«¥­ë ¤«ï ¯®¤ «£¥¡à  «£¥¡àë ¯®«¨­®¬®¢ ¢ [4], [5]. �®­ïâ¨¥ SAGBI-¡ §¨á  ­  á«ãç © ¯®¤ «£¥¡à
á¢®¡®¤­®©  áá®æ¨ â¨¢­®©  «£¥¡àë à á¯à®áâà ­¥­® ¢ [6]. �¢¥¤¥­­®¥ ¢ [7] ¯®­ïâ¨¥ áâ ­¤ àâ­®£®
¡ §¨á  ¯®¤¯®«¨£®­  «¨­¥©­®£® ¯®«¨£®­  ¯®§¢®«¨«® ®¯à¥¤¥«¨âì ¯®­ïâ¨¥ SAGBI-¡ §¨á  ¢ ¯®¤ «-
£¥¡à¥  áá®æ¨ â¨¢­®© áâ ­¤ àâ­® ª®­¥ç­®-®¯à¥¤¥«¥­­®©  «£¥¡àë. � ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­®
à¥è¥­ ¢®¯à®á ® à á¯®§­ ¢ ­¨¨ á¢®¡®¤­®© ¯®à®¦¤¥­­®áâ¨ ¨ ª®­¥ç­®¬¥à­®áâ¨ ¯®¤ «£¥¡àë, § ¤ ­-
­®© ª®­¥ç­ë¬ SAGBI-¡ §¨á®¬ ¢  áá®æ¨ â¨¢­®© áâ ­¤ àâ­® ª®­¥ç­®-®¯à¥¤¥«¥­­®©  «£¥¡à¥.

1. �¡é¨¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨ ®¡®§­ ç¥­¨ï

�ãáâì K | ¯®«¥ ­ã«¥¢®© å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨; X = fx1; : : : ; xng | ¯à®¨§¢®«ì­ë©  «ä ¢¨â; hXi
| á¢®¡®¤­ ï ¯®«ã£àã¯¯ , ¯®à®¦¤¥­­ ï ¬­®¦¥áâ¢®¬ X; KhXi | ¯®«ã£àã¯¯®¢ ï  «£¥¡à  ¯®-
«ã£àã¯¯ë X ­ ¤ ¯®«¥¬ K, ï¢«ïîé ïáï  «£¥¡à®© ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå ¯®«¨­®¬®¢ ¨«¨ á¢®¡®¤­®©
 áá®æ¨ â¨¢­®©  «£¥¡à®© à ­£  n ­ ¤ ¯®«¥¬ K. �«¥¬¥­âë ¯®«ã£àã¯¯ë hXi ­ §ë¢ îâáï ¬®­®¬ -
¬¨,   í«¥¬¥­âë KhXi | ¯®«¨­®¬ ¬¨.

�®«­ë© ¯®àï¤®ª x1 < � � � < xn, § ¤ ­­ë© ­   «ä ¢¨â¥ X, ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¯®«­®© ã¯®àï¤®-
ç¥­­®áâ¨ ¯®«ã£àã¯¯ë hXi, ¥á«¨ ¨§ ¤¢ãå ¬®­®¬®¢ à §­®© ¤«¨­ë áâ àè¨¬ áç¨â âì ¡®«¥¥ ¤«¨­­ë©,
  ¬®­®¬ë ®¤¨­ ª®¢®© ¤«¨­ë áà ¢­¨¢ âì «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨ (áâ¥¯¥­­®-«¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª ï
ã¯®àï¤®ç¥­­®áâì). � ª ï ã¯®àï¤®ç¥­­®áâì ¯®«ã£àã¯¯ë hXi ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î ®¡àë¢  ã¡ë-
¢ îé¨å æ¥¯®ç¥ª descending chain condition (d. c. c.).

� «î¡®¬ ­¥­ã«¥¢®¬ ¯®«¨­®¬¥ p ¬®¦­® ¢ë¤¥«¨âì áâ àè¨© ç«¥­, ®¡®§­ ç ¥¬ë© p. �«ï ¬®­®¬ 
m ¨§ hXi ç¥à¥§ degm ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ®¡ëç­ãî áâ¥¯¥­ì (â. ¥. ¤«¨­ã) á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¬®­®¬ ;
¤«ï ¯®«¨­®¬  p ¨§ KhXi, ¯à¥¤áâ ¢«¥­­®£® ¢ ¢¨¤¥ ­¥á®ªà â¨¬®© «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ ¬®­®¬®¢

p = �1m1 + � � �+ �rmr;

¯®«®¦¨¬

deg p = max
1�i�r

degmi:
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�ãáâì I = (�) ®¡®§­ ç ¥â ¨¤¥ « ¢ KhXi, ¯à¨ç¥¬ á¨áâ¥¬  � = ff1; : : : ; fMg ¯®à®¦¤ îé¨å ¨¤¥-
 «  I ®¡à §ã¥â ¥£® ¡ §¨á �à¥¡­¥à . � ªâ®à- «£¥¡àã A = KhXi=I ­ §ë¢ îâ áâ ­¤ àâ­® ª®­¥ç­®-
®¯à¥¤¥«¥­­®© (á. ª. ®.)  «£¥¡à®© [8]. �ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì à á¯®§­ ¢ ¥¬®áâì ­¥ª®â®àëå á¢®©áâ¢
¯®¤ «£¥¡à á. ª. ®.  «£¥¡àë A.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1 ([7]). �ãáâì

(i) V | «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ ¯®«¥¬ K;
(ii) E = fe� j � 2 �g | ¢ë¤¥«¥­­ë© ¡ §¨á ¯à®áâà ­áâ¢  V , £¤¥ � { ã¯®àï¤®ç¥­­ ï ¯®-

«ã£àã¯¯ , ¢ ª®â®à®© ¯®«­ ï ã¯®àï¤®ç¥­­®áâì ã¤®¢«¥â¢®àï¥â d. c. c., ¡ §¨á­ë¥ í«¥¬¥­âë
áà ¢­¨¢ îâáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á® á¢®¨¬¨ ¨­¤¥ªá ¬¨, â. ¥. e� > e� , � > �;

(iii) � | ¬­®¦¥áâ¢® «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ ­  V , á®¤¥à¦ é¥¥ â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥,
â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢áïª¨© í«¥¬¥­â � 2 � ¨­¤ãæ¨àã¥â «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : V ! V ;

(iv) ­¥ª®â®àë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï �e�, � 2 �, e� 2 E (¢ª«îç ï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ee� = e�), ®¡êï¢«¥­ë
áãé¥áâ¢¥­­ë¬¨.

�¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® V ­ §ë¢ ¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯®«¨£®­®¬ ­ ¤ á¢®¡®¤­ë¬ ¬®­®¨¤®¬
! = h�i, ¯®à®¦¤¥­­ë¬ ®¯¥à â®à ¬¨ ¨§ �.

�á«¨  = �1 : : : �m 2 !, �i 2 �, x 2 V , â® ®¡®§­ ç¨¬  x = �1(: : : (�mx) : : : ).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2 ([7]). �à®¨§¢¥¤¥­¨¥ �jx, �j 2 �, x 2 V , ­ §ë¢ ¥âáï áãé¥áâ¢¥­­ë¬, ¥á«¨
áãé¥áâ¢¥­­ë¬ ï¢«ï¥âáï ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ �jx. �¨¬¢®«®¬ x ®¡®§­ ç ¥âáï ¡ §¨á­ë© ¢¥ªâ®à (áâ àè¨©
ç«¥­) ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ x 2 V ¢ ¢¨¤¥ «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ í«¥¬¥­â®¢ ¨§ E.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3 ([7]). �à®¨§¢¥¤¥­¨¥  x,  = �1 : : : �m 2 !, �i 2 �, x 2 V , ­ §ë¢ ¥âáï áãé¥-

áâ¢¥­­ë¬, ¥á«¨ ª ¦¤ë© ¬­®¦¨â¥«ì �i ¤¥©áâ¢ã¥â áãé¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4 ([7]). �¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® U � V ­ §ë¢ ¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯®¤¯®«¨£®-

­®¬, ¥á«¨ ®­® ï¢«ï¥âáï ¨­¢ à¨ ­â­ë¬ ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à â®à®¢ ¨§ �.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 5 ([7]). �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢ G = fgig � U ¯®à®¦¤ ¥â

U , ¥á«¨ U á®¢¯ ¤ ¥â á «¨­¥©­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ Spanf gi j  2 !; gi 2 Gg. �á«¨ ¢á¥ ¯à®¨§¢¥¤¥-
­¨ï  gi áãé¥áâ¢¥­­ë, â® G ­ §ë¢ ¥âáï áãé¥áâ¢¥­­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¯®à®¦¤ îé¨å.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 6 ([7]). �­®¦¥áâ¢® G = fgig � U ­ §ë¢ ¥âáï áâ ­¤ àâ­ë¬ ¡ §¨á®¬ U , ¥á«¨
¤«ï ¢áïª®£® í«¥¬¥­â  x 2 U áãé¥áâ¢ã¥â áãé¥áâ¢¥­­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥  gi,  2 !, gi 2 G, â ª®¥,
çâ® x =  gi.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 7 ([7]). �ãáâì U � V | «¨­¥©­ë© ¯®¤¯®«¨£®­ ¨ G = fgig � U | ¥£® ¬­®¦¥-
áâ¢® ¯®à®¦¤ îé¨å. � ¢¥­áâ¢®

x =
X
i

�i igi; (1)

x 2 U , �i 2 K,  i 2 !, gi 2 G, ­ §ë¢ ¥âáï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬ x 2 U , ¥á«¨ ¢á¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï  igi
ï¢«ïîâáï áãé¥áâ¢¥­­ë¬¨. �â àè¨© ¡ §¨á­ë© ¢¥ªâ®à w áà¥¤¨ ¢á¥å  gi ­ §ë¢ îâ ¯ à ¬¥âà®¬

¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï. �á«¨ x = w, â® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ (1) í«¥¬¥­â  x ­ §ë¢ îâ H-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬.

�¨¬¢®«®¬ 0x ®¡®§­ ç¥­ í«¥¬¥­â, ¯®«ãç¥­­ë© ¨§ x 2 V ¤¥«¥­¨¥¬ ­  ¥£® áâ àè¨© ª®íää¨æ¨¥­â
(ª®íää¨æ¨¥­â ¯à¨ áâ àè¥¬ ç«¥­¥).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 8 ([7]). �ãáâì áãé¥áâ¢¥­­ë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï  1gi ¨  2gj ,  1;  2 2 !, gi; gj 2 G,
â ª®¢ë, çâ® w =  1gi =  2gj 2 E. �®£¤  s =0 ( 1gi)�0( 2gj) ­ §ë¢ ¥âáï s-í«¥¬¥­â®¬ á ¨áå®¤­ë¬
¯ à ¬¥âà®¬ w.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 9 ([7]). �«ï «î¡®£® áãé¥áâ¢¥­­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï  gi,  2 !, gi 2 G, e� =  gi,
­ §®¢¥¬ à¥¤ãªæ¨¥© r ;i : V ! V «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à ­  V , ª®â®àë© í«¥¬¥­âã e� á®¯®áâ ¢«ï¥â
í«¥¬¥­â r ;i(e�) = e� �

0 ( gi),   ¡ §¨á­ë¥ í«¥¬¥­âë, ®â«¨ç­ë¥ ®â e�, ®áâ ¢«ï¥â ­  ¬¥áâ¥.
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�ãáâì RG | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å à¥¤ãªæ¨©, á®¤¥à¦ é¥¥ â®¦¤¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. �®£¤ 
(V;�; RG) | «¨­¥©­ ï áå¥¬  á¨¬¯«¨ä¨ª æ¨¨.

�¥®à¥¬  1 ([7]). �ãáâì U � V | «¨­¥©­ë© ¯®¤¯®«¨£®­ ¨ G = fgig � U | áãé¥áâ¢¥­­ë¥

¯®à®¦¤ îé¨¥ U . �®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë:

(i) G | áâ ­¤ àâ­ë© ¡ §¨á;
(ii) ¢áïª¨© í«¥¬¥­â ¨§ U à¥¤ãæ¨àã¥âáï ª ­ã«î;
(iii) ¢áïª¨© í«¥¬¥­â ¨§ U ®¡« ¤ ¥â H-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬;
(iv) ¢áïª¨© s-í«¥¬¥­â ¨¬¥¥â ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ á ¯ à ¬¥âà®¬, ¬¥­ìè¨¬ ¨áå®¤­®£® ¯ à ¬¥âà ;
(v) (V;�; RG) | «¨­¥©­ ï áå¥¬  á¨¬¯«¨ä¨ª æ¨¨ á ª ­®­¨§ æ¨¥©.

2. � á¢®¡®¤­ëå ¯®à®¦¤ îé¨å ¯®¤ «£¥¡à

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï ¢®¯à®á ® â®¬, ï¢«ï¥âáï «¨ ¤ ­­®¥ ª®­¥ç­®¥ á¥¬¥©áâ¢®
í«¥¬¥­â®¢ ¢ á. ª. ®.  «£¥¡à¥  «£¥¡à ¨ç¥áª¨ § ¢¨á¨¬ë¬.

�¯à¥¤¥«¨¬ ¯®­ïâ¨¥ SAGBI-¡ §¨á  ¯®¤ «£¥¡àë á. ª. ®.  «£¥¡àë A. �ãáâì G = fg1; : : : ; gNg � A
¯®à®¦¤ ¥â ¯®¤ «£¥¡àã B. �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ à ááã¦¤¥­¨© ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® áâ àè¨¥
ª®íää¨æ¨¥­âë í«¥¬¥­â®¢ gi à ¢­ë 1.

� ¯®«¨­®¬¥ b ¨§ B, ¯à¥¤áâ ¢«¥­­®¬ ¢ ¢¨¤¥ ­¥á®ªà â¨¬®© «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ ¬®­®¬®¢

b = �1m1 + � � �+ �rmr;

£¤¥ m1; : : : ;mr 6= ufv 8u; v 2 hXi
S
1, 8f 2 �, ¬®¦­® ¢ë¤¥«¨âì áâ àè¨© ç«¥­ b.

�¬¥¥¬
(i) A | «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ ¯®«¥¬ K;
(ii) ¢ë¤¥«¥­­ë¬ ¡ §¨á®¬ EA ï¢«ïîâáï ­®à¬ «ì­ë¥ ¬®­®¬ë ®â­®á¨â¥«ì­® ¨¤¥ «  I, ¢ ª ç¥-

áâ¢¥ ¯®«ã£àã¯¯ë ¨­¤¥ªá®¢ � á«ã¦¨â á¢®¡®¤­ ï ¯®«ã£àã¯¯  hXi, ã¯®àï¤®ç¥­­®áâì ­  EA ­ á«¥-
¤®¢ ­  á hXi;

(iii) � = f�0 = e; �1 : a 7! g1a; : : : ; �N : a 7! gNa j a 2 Ag | ¬­®¦¥áâ¢® «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢
­  A,

�iw = giw = giw �
kX
j=1

�j
�
gi;jw;

£¤¥ w 2 EA, gi = gi�
kP
j=1

�j
�
g ij | ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ í«¥¬¥­â  gi ¢ ¢¨¤¥ «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ ¡ §¨á­ëå

¢¥ªâ®à®¢, �j 2 K,
�
gij 2 EA,

giw =

8<
:
giw; ¥á«¨ giw 2 EA;P
k

�i;0;kw0;k; ¨­ ç¥;

£¤¥ �i;0;k 2 K, w0;k 2 EA,

�
g i;jw =

8<
:
�
gi;jw; ¥á«¨

�
gijw 2 EA;P

k

�i;j;kwj;k; ¨­ ç¥;

£¤¥ �i;j;k 2 K, wj;k 2 EA;
(iv) ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ �iw ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥­­ë¬ ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  giw 2 EA.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, A | «¨­¥©­ë© ¯®«¨£®­ ­ ¤ á¢®¡®¤­ë¬ ¬®­®¨¤®¬ ! = h�i.
�®¤ «£¥¡à  B � A, ¯®à®¦¤¥­­ ï G = fg1; : : : ; gNg � A, ï¢«ï¥âáï ¨­¢ à¨ ­â­ë¬ ¯®¤¯à®-

áâà ­áâ¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢  A ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à â®à®¢ ¨§ �, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, B ¥áâì «¨­¥©­ë©
¯®¤¯®«¨£®­ ¯®«¨£®­  A.
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�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 10. G ­ §ë¢ ¥âáï SAGBI-¡ §¨á®¬ ¯®¤ «£¥¡àë B, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â 
b 2 B ¨¬¥¥âáï áãé¥áâ¢¥­­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ gi1 : : : gir , £¤¥ gi1 ; : : : ; gir 2 G, â ª®¥, çâ® b = gi1 : : : gir .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 11. � ¢¥­áâ¢®

b =
X
(i)2I

�(i)gi1 : : : gir (2)

­ §ë¢ ¥âáï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬ í«¥¬¥­â  b 2 B, ¥á«¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ gi1 : : : gir ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥­-
­ë¬ ¤«ï «î¡®£® (i) 2 I. � à ¬¥âà®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï (2) ­ §®¢¥¬ w = max

(i)2I
gi1 : : : gir . �à¥¤áâ -

¢«¥­¨¥ (2) ­ §ë¢ ¥âáï H-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬, ¥á«¨ b = w.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 12. �«¥¬¥­â s = gi1 : : : gir � gj1 : : : gjt , £¤¥ gi1 : : : gir = gi1 : : : gir = gj1 : : : gjt =
gj1 : : : gjt , ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì s-í«¥¬¥­â®¬.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 13. �«ï ª ¦¤®£® áãé¥áâ¢¥­­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï p(G) = gi1 : : : gir ­ §®¢¥¬ à¥-

¤ãªæ¨¥© rp(G) : A! A «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ­  ¡ §¨á­ëå ¢¥ªâ®à å ¨§ EA á«¥¤ãîé¨¬
®¡à §®¬: rp(G)(u) = u� gi1 : : : gir , ¥á«¨ u = gi1 : : : gir , ¨ â®¦¤¥áâ¢¥­­® ¨­ ç¥.

� ª á«¥¤áâ¢¨¥ ¨§ â¥®à¥¬ë 1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

�¥®à¥¬  2. �ãáâì B � A | ¯®¤ «£¥¡à  á. ª. ®.  «£¥¡àë A = KhXi=I, G = fg1; : : : ; gNg |

áãé¥áâ¢¥­­ë¥ ¯®à®¦¤ îé¨¥ ¯®¤ «£¥¡àë B. �®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë:

(i) G | áâ ­¤ àâ­ë© ¡ §¨á;
(ii) ¢áïª¨© í«¥¬¥­â b ¨§ B à¥¤ãæ¨àã¥âáï ª ­ã«î;
(iii) ¢áïª¨© í«¥¬¥­â b ¨§ B ®¡« ¤ ¥â H-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬;
(iv) ¢áïª¨© s-í«¥¬¥­â ¨¬¥¥â ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ á ¯ à ¬¥âà®¬, ¬¥­ìè¨¬ ¨áå®¤­®£® ¯ à ¬¥âà ;
(v) (A;�; RG) | «¨­¥©­ ï áå¥¬  á¨¬¯«¨ä¨ª æ¨¨ á ª ­®­¨§ æ¨¥©.

� ç áâ­®áâ¨, ¯à¨ I = 0, A = KhXi ¯®«ãç¨¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ SAGBI-¡ §¨á  ¯®¤ «£¥¡àë á¢®-
¡®¤­®©  áá®æ¨ â¨¢­®©  «£¥¡àë, ¢¢¥¤¥­­®¥ ¢ [6] ¤«ï à¥è¥­¨ï ¯à®¡«¥¬ë ¢å®¦¤¥­¨ï ¢ ¯®¤ «£¥¡àã
á¢®¡®¤­®©  áá®æ¨ â¨¢­®©  «£¥¡àë, ¯®à®¦¤¥­­®© ª®­¥ç­ë¬ ç¨á«®¬ ®¤­®à®¤­ëå í«¥¬¥­â®¢.

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ¯®¤ «£¥¡à  B  «£¥¡àë A § ¤ ­  á¢®¨¬ ª®­¥ç­ë¬
SAGBI-¡ §¨á®¬ G = fg1; : : : ; gNg.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 14. �ãáâì 0 6� F (y1; : : : ; yN) 2 Khy1; : : : ; yNi ¨ F (g1; : : : ; gN) = 0 ¢ KhXi. �®£¤ 
F (g1; : : : ; gN) = 0 ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«¨­®¬¨ «ì­ë¬ á®®â­®è¥­¨¥¬ ¬¥¦¤ã í«¥¬¥­â ¬¨ g1; : : : ; gN .

� ª ª ª G | SAGBI-¡ §¨á, â® ¢áïª®¥ ­¥áãé¥áâ¢¥­­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ p = gi1 : : : gir , â. ¥.
gi1 : : : gir < gi1 : : : gir ¢ hXi, ª ª í«¥¬¥­â ¯®¤ «£¥¡àë B, ®¡« ¤ ¥â H-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬. �ãáâì '
| ¥£® H-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥, â®£¤  p�' = 0 ï¢«ï¥âáï ¯®«¨­®¬¨ «ì­ë¬ á®®â­®è¥­¨¥¬ ¬¥¦¤ã ¯®à®-
¦¤ îé¨¬¨ g1; : : : ; gN .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 15. �®«¨­®¬¨ «ì­®¥ á®®â­®è¥­¨¥ p�' = 0 ¬¥¦¤ã ¯®à®¦¤ îé¨¬¨ g1; : : : ; gN
­ §®¢¥¬ p-á®®â­®è¥­¨¥¬ ¬¥¦¤ã í«¥¬¥­â ¬¨ g1; : : : ; gN .

� ª ª ª G| SAGBI-¡ §¨á, â® ¢áïª¨© s-í«¥¬¥­â s = gi1 : : : gir �gj1 : : : gjt , ª ª í«¥¬¥­â ¯®¤ «-
£¥¡àë B, ®¡« ¤ ¥â H-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥¬. �ãáâì � | ¥£® H-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥, â®£¤  s�� = 0 ï¢«ï¥âáï
¯®«¨­®¬¨ «ì­ë¬ á®®â­®è¥­¨¥¬ ¬¥¦¤ã ¯®à®¦¤ îé¨¬¨ g1; : : : ; gN .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 16. �®«¨­®¬¨ «ì­®¥ á®®â­®è¥­¨¥ s� � = 0 ¬¥¦¤ã ¯®à®¦¤ îé¨¬¨ g1; : : : ; gN
­ §®¢¥¬ s-á®®â­®è¥­¨¥¬ ¬¥¦¤ã í«¥¬¥­â ¬¨ g1; : : : ; gN .

�¥®à¥¬  3. �áïª®¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­®¥ á®®â­®è¥­¨¥ ¬¥¦¤ã ¯®à®¦¤ îé¨¬¨ g1; : : : ; gN ¢ëà -

¦ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥ «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ p- ¨ s-á®®â­®è¥­¨©.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì F (g1; : : : ; gN ) = 0 | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ á®®â­®è¥­¨¥ ¬¥¦¤ã ¯®à®¦¤ î-
é¨¬¨ g1; : : : ; gN . �à¥¤áâ ¢¨¬ ¥£® ¢ ¢¨¤¥

F (g1; : : : ; gN ) =
X
(i)2I

�(i)gi1 : : : gir =
LX
k=1

Fk = 0;

£¤¥ Fk =
P

(i)2Ik

�(i)gi1 : : : gir , gi1 : : : gir = wk 8(i) 2 Ik. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥¬ w1 > w2 > � � � > wL ¢

hXi. �®­®¬ w1 ­ §®¢¥¬ ¯ à ¬¥âà®¬ íâ®£® á®®â­®è¥­¨ï.
�¬¥¥¬

F (g1; : : : ; gN ) = �(i1)gi11 : : : gi1;r(1) + �(i2)gi21 : : : gi2;r(2) + � � � + �(iq)giq1 : : : giq;r(q) +
X

(i)2InI1

�(i)gi1 : : : gir ;

(i1); : : : ; (iq) 2 I1; jI1j = q:

�á­®, çâ® q � 2,
P

(i)2I1

�(i) = 0.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ ­¥âà¨¢¨ «ì­ë¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï, ­¥ «¥¦ é¨¥
¢ Spanfp � '; s� �g | «¨­¥©­®© ®¡®«®çª¥ p-, s-á®®â­®è¥­¨©. �ë¡¥à¥¬ áà¥¤¨ ­¨å á®®â­®è¥­¨¥
á ¬¨­¨¬ «ì­ë¬ ¯ à ¬¥âà®¬ w1,   áà¥¤¨ ¯®á«¥¤­¨å | á®®â­®è¥­¨¥ á ¬¨­¨¬ «ì­ë¬ §­ ç¥­¨¥¬
q = jI1j. � áá¬®âà¨¬ ¢®§¬®¦­ë¥ á«ãç ¨.

1. �à¥¤¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨©

p1(G) = gi11 : : : gi1;r(1) ; p2(G) = gi21 : : : gi2;r(2) ; : : : ; pq(G) = giq1 : : : giq;r(q)

­¥â áãé¥áâ¢¥­­ëå. �§ ¨áå®¤­®£® á®®â­®è¥­¨ï ¢ëçâ¥¬ á®®â­®è¥­¨¥ �(i1)(p1(G) � ') = 0, £¤¥
p1(G) � ' = 0 | p-á®®â­®è¥­¨¥, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ­¥áãé¥áâ¢¥­­®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î p = p1(G).
�ãáâì

' = �(j1)gj11 : : : gj1;t(1) +
X
(j)2J

�(j)gj1 : : : gjt ; (3)

£¤¥ gj11 : : : gj1;t(1) = gj11 : : : gj1;t(1) > gj1 : : : gjt = gj1 : : : gjt 8(j) 2 J . �®£¤  ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬
á®®â­®è¥­¨¥

�(i1)�(j1)gj11 : : : gj1;t(1) + �(i2)gi21 : : : gi2;r(2) + � � �+ �(iq)giq;1 : : : giq;r(q) +

+
X

(i)2InI1

�(i)gi1 : : : gir +
X
(j)2J

�(i1)�(j)gj1 : : : gjt = 0;

ª®â®à®¥ ­¥ «¥¦¨â ¢ Spanfs� �; p�'g, ¯ à ¬¥âà ¥£® à ¢¥­ w1, ç¨á«® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨©, á®®â¢¥âáâ¢ã-
îé¨å w1, à ¢­® q, ­® áà¥¤¨ íâ¨å ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ¨¬¥¥âáï à®¢­® ®¤­® áãé¥áâ¢¥­­®¥ (á¬. á«ãç ©
2).

2. �à¥¤¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© p1(G); : : : ; pq(G) ¨¬¥¥âáï à®¢­® ®¤­® áãé¥áâ¢¥­­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥. � ª
ª ª q � 2, â® áà¥¤¨ ­¨å ¨¬¥¥âáï å®âï ¡ë ®¤­® ­¥áãé¥áâ¢¥­­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥. �ã¤¥¬ áç¨â âì,
çâ® p1(G) | áãé¥áâ¢¥­­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥, â®£¤  p2(G) ­¥ ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥­­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨-
¥¬. �ëçâ¥¬ ¨§ ¨áå®¤­®£® á®®â­®è¥­¨ï á®®â­®è¥­¨¥ �(i2)(p2(G) � ') = 0, £¤¥ p2(G) � ' = 0 |
p-á®®â­®è¥­¨¥, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ­¥áãé¥áâ¢¥­­®¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥­¨î p = p2(G). �ãáâì ' ¨¬¥¥â
¢¨¤ (3). �®£¤  ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç¨¬

 ) á®®â­®è¥­¨¥

(�(i1) + �(i2)�(j1))gi11 : : : gi1;r(1) + �(i3)gi31 : : : gi3;r(3) + � � �+

+ �(iq)giq1 : : : giq;r(q) +
X

(i)2InI1

�(i)gi1 : : : gir +
X
(j)2J

�(i1)�(j)gj1 : : : gjt = 0;
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¥á«¨ gi11 : : : gi1;r(1) = gj11 : : : gj1;t(1) «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨ ¢ ¯¥à¥¬¥­­ëå g1; : : : ; gN ; ¯®«ãç¥­­®¥ á®®â-
­®è¥­¨¥ ­¥ «¥¦¨â ¢ Spanfp� '; s� �g, ¨¬¥¥â ¯ à ¬¥âà, à ¢­ë© w1, ­® ç¨á«® Q ¯à®¨§¢¥¤¥­¨©,
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯ à ¬¥âàã w1, ¬¥­ìè¥ q,   ¨¬¥­­®,

Q =

(
q � 1; ¥á«¨ �(i1) + �(i2)�(j1) 6= 0;

q � 2; ¨­ ç¥;

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¢ë¡®àã ¨áå®¤­®£® á®®â­®è¥­¨ï;
¡) á®®â­®è¥­¨¥

�(i1)gi11 : : : g1;r(1) + �(i2)�(j1)gj11 : : : gj1;t(1) + �(i3)gi31 : : : gi3;r(3) + � � �+

+ �(iq)giq;1 : : : giq;r(q) +
X

(i)2InI1

�(i)gi1 : : : gir +
X
(j)2J

�(i1)�(j)gj1 : : : gjt = 0;

¥á«¨ gi11 : : : gi1;r(1) 6= gj11 : : : gj1;t(1) «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨ ¢ ¯¥à¥¬¥­­ëå g1; : : : ; gN ; ®­® ­¥ «¥¦¨â ¢
Spanfp � '; s � �g, ¥£® ¯ à ¬¥âà à ¢¥­ w1, ç¨á«® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨©, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å w1, à ¢­® q,
­® áà¥¤¨ íâ¨å ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© à®¢­® ¤¢  áãé¥áâ¢¥­­ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï (á¬. á«ãç © 3).

3. �à¥¤¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© p1(G); : : : ; pq(G) ¨¬¥¥âáï å®âï ¡ë ¤¢  áãé¥áâ¢¥­­ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï.
�®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® íâ® p1(G), p2(G). �ëçâ¥¬ ¨§ ¨áå®¤­®£® á®®â­®è¥­¨ï á®®â­®è¥­¨¥ ¢¨¤ 

�(i1)(p1(G)� p2(G)� �) = 0;

£¤¥ � | H-¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ s-í«¥¬¥­â  s = p1(G)� p2(G). �®£¤  ¯®«ãç¨¬ á®®â­®è¥­¨¥

(�(i1) + �(i2))p2(G) + �(i3)p3(G) + � � �+ �(iq)pq(G) +
X

(i)2InI1

�(i)gi1 : : : gir + �(i1)� = 0;

� < w1 = p1(G) = p2(G);

ª®â®à®¥ ­¥ «¥¦¨â ¢ Spanfp� '; s� �g, ¥£® ¯ à ¬¥âà à ¢¥­ w1, ç¨á«® Q ¯à®¨§¢¥¤¥­¨©, á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨å ¯ à ¬¥âàã w1, ¬¥­ìè¥ q,   ¨¬¥­­®,

Q =

(
q � 1; ¥á«¨ �(i1) + �(i2) 6= 0;

q � 2; ¨­ ç¥;

çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¢ë¡®àã ¨áå®¤­®£® á®®â­®è¥­¨ï.

�«£¥¡à ¨ç¥áª ï § ¢¨á¨¬®áâì ¬­®¦¥áâ¢  G = fg1; : : : ; gNg, ª®£¤  ¯®à®¦¤ îé¨¥ g1; : : : ; gN ­¥
ï¢«ïîâáï á¢®¡®¤­ë¬¨, ®§­ ç ¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¯®«¨­®¬¨ «ì­®£® á®®â­®è¥­¨ï ¬¥¦¤ã ¯®à®¦¤ -
îé¨¬¨ g1; : : : ; gN , çâ® à ¢­®á¨«ì­® áãé¥áâ¢®¢ ­¨î ­¥ª®â®à®£® ­¥áãé¥áâ¢¥­­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï
¨«¨ s-í«¥¬¥­â  ®â­®á¨â¥«ì­® G. �«ï ¤ ­­®£® ª®­¥ç­®£® ¬­®¦¥áâ¢  G ¬®¦­®  «£®à¨â¬¨ç¥áª¨
¯à®¢¥à¨âì áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ­¥áãé¥áâ¢¥­­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï.

�ãáâì d� | ­ ¨¡®«ìè ï ¨§ áâ¥¯¥­¥© ¬®­®¬®¢ f1; : : : ; fM ¢ ¯¥à¥¬¥­­ëå X. �á«¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
à ¢¥­áâ¢® gi1 : : : gir = ufj1 : : : fjlv ¢ hXi ¤«ï ­¥ª®â®àëå r � d�, gi1 ; : : : ; gir 2 G, u; v 2 hXi

S
1,

fj1 ; : : : ; fjl 2 �, â® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ gi1 : : : gir ­¥ ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥­­ë¬, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, áãé¥áâ¢ã¥â
p-á®®â­®è¥­¨¥ ¨ ¬­®¦¥áâ¢® G  «£¥¡à ¨ç¥áª¨ § ¢¨á¨¬®. �á«¨ gi1 : : : gir 6= ufj1 : : : fjlv ¢ hXi 8r�d�,
8gi1 ; : : : ; gir 2 G, 8u; v 2 hXi

S
1, 8fj1 ; : : : ; fjl 2 �, â® ¢á¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¢¨¤  gi1 : : : git ¤«ï «î¡®£®

­ âãà «ì­®£® t ï¢«ïîâáï áãé¥áâ¢¥­­ë¬¨ ¨ p-á®®â­®è¥­¨© ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â.
�á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â p-á®®â­®è¥­¨¥, â® ¤¥« ¥¬ ¢ë¢®¤ ® â®¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® G = fg1; : : : ; gNg

 «£¥¡à ¨ç¥áª¨ § ¢¨á¨¬® ¨«¨ ¯®¤ «£¥¡à , ¨¬ ¯®à®¦¤¥­­ ï, ­¥ ï¢«ï¥âáï á¢®¡®¤­®© á ¤ ­­ë¬¨
¯®à®¦¤ îé¨¬¨.

�á«¨ p-á®®â­®è¥­¨© ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â, ¯à¨áâã¯ ¥¬ ª ¯à®¢¥àª¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï s-í«¥¬¥­â . �
íâ®¬ á«ãç ¥ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ s-í«¥¬¥­â  s = p1(G) � p2(G) = gi1 : : : gir � gj1 : : : gjt , £¤¥ p1(G) =
gi1 : : : gir = gj1 : : : gjt = p2(G), ®§­ ç ¥â  «£¥¡à ¨ç¥áªãî § ¢¨á¨¬®áâì ¬®­®¬¨ «ì­®£® ¬­®¦¥áâ¢ 
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G = fg1; : : : ; gNg ¢ á¢®¡®¤­®©  áá®æ¨ â¨¢­®©  «£¥¡à¥ KhXi. �«£®à¨â¬¨ç¥áª ï à á¯®§­ ¢ ¥¬®áâì
íâ®£® á¢®©áâ¢  ¨§ãç « áì ¢ â¥®à¨¨ ª®¤¨à®¢ ­¨ï.

�  ¨­âã¨â¨¢­®¬ ãà®¢­¥ ª®¤ ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ª ª â ª®¥ ¬­®¦¥áâ¢® á«®¢, çâ® «î¡®¥ ¯à®¨§-
¢¥¤¥­¨¥ íâ¨å á«®¢ ¬®¦¥â ¡ëâì \¤¥ª®¤¨à®¢ ­®" â®«ìª® ®¤­¨¬ á¯®á®¡®¬.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 17 ([3]). �§ëª®¬ C ¢  «ä ¢¨â¥ X ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® á«®¢, ®¡à §®¢ ­­ëå
¨§ ¡ãª¢  «ä ¢¨â  X.

� ¯à¨¬¥à, ¬­®¦¥áâ¢® G ¥áâì ª®­¥ç­ë© ï§ëª ¢  «ä ¢¨â¥ X.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 18 ([3]). �¥¯ãáâ®© ï§ëª C ¢  «ä ¢¨â¥ X ­ §ë¢ ¥âáï ª®¤®¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå
á«®¢ ci1 ; : : : ; cir , cj1 ; : : : ; cjt ¨§ C â ª¨å, çâ®

ci1 : : : cir = cj1 : : : cjt

«¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨ ¢  «ä ¢¨â¥ X, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ci1 = cj1 .
�á«¨ C ï¢«ï¥âáï ª®¤®¬, â®, ®ç¥¢¨¤­®, r = t ¨ cik = cjk ¯à¨ k = 1; : : : ; r.

�«£¥¡à ¨ç¥áª ï ­¥§ ¢¨á¨¬®áâì ¬­®¦¥áâ¢  G = fg1; : : : ; gNg ®§­ ç ¥â, çâ® G ¥áâì ª®¤ ¢  «ä -
¢¨â¥ X.

�¥®à¥¬  4 ([3]). �ãáâì C | ­¥¯ãáâ®© ï§ëª ¢  «ä ¢¨â¥ X. �¯à¥¤¥«¨¬ ¨­¤ãªâ¨¢­® ï§ëª¨

C0; C1; C2; : : : ­ ¤ X, ¯®« £ ï C0 = C,

Ci+1 = fw 2 hXi j 9x 2 C; 9y 2 Ci yw = x ¨«¨ xw = yg:

�§ëª C ï¢«ï¥âáï ª®¤®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  Ci
T
C = ; ¤«ï ª ¦¤®£® i � 1.

� á«ãç ¥ ª®­¥ç­®£® ï§ëª  C ¤«¨­  ª ¦¤®£® á«®¢  ¢ ª ¦¤®¬ Ci ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â ¤«¨­ã á ¬®£®
¤«¨­­®£® á«®¢  ¢ C. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, áãé¥áâ¢ã¥â «¨èì ª®­¥ç­®¥ ç¨á«® à §«¨ç­ëå ï§ëª®¢ Ci.
�á«¨ ­  ª ª®¬-â® è £¥ ¯®«ãç¨¬ Ci�1 = Ci, â® Ci = Ci+1. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì w 2 Ci, â®£¤ 
9y 2 Ci�1, 9x 2 C â ª¨¥, çâ® «¨¡® yw = x, ­® y 2 Ci, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, w 2 Ci+1; «¨¡® xw = y,
­® y 2 Ci, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, w 2 Ci+1. �¡à â­®, ¯ãáâì w 2 Ci+1, â®£¤  (9y 2 Ci)(9x 2 C) â ª¨¥,
çâ® «¨¡® yw = x, ­® y 2 Ci�1, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, w 2 Ci; «¨¡® xw = y, ­® y 2 Ci�1, á«¥¤®¢ â¥«ì­®,
w 2 Ci.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, â¥®à¥¬  4 ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â íää¥ªâ¨¢­ë© ¬¥â®¤, ®¯à¥¤¥«ïîé¨©, ï¢«ï¥âáï «¨
¬­®¦¥áâ¢® C ª®¤®¬.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

�¥®à¥¬  5. �ãáâì ¯®¤ «£¥¡à  B á. ª. ®.  «£¥¡àë A = KhXi=I § ¤ ­  á¢®¨¬ ª®­¥ç­ë¬

SAGBI-¡ §¨á®¬ G = fg1; : : : ; gNg. �®£¤   «£®à¨â¬¨ç¥áª¨ à á¯®§­ ¢ ¥¬® á¢®©áâ¢® \B | á¢®-

¡®¤­ ï ¯®¤ «£¥¡à  á® á¢®¡®¤­ë¬¨ ¯®à®¦¤ îé¨¬¨ g1; : : : ; gN".

3. � á¯®§­ ¢ ­¨¥ ª®­¥ç­®¬¥à­®áâ¨ ¯®¤ «£¥¡à

�ãáâì B, ª ª ¨ ¢ x 2, | ¯®¤ «£¥¡à  á. ª. ®.  «£¥¡àë A, § ¤ ­­ ï á¢®¨¬ ª®­¥ç­ë¬ SAGBI-
¡ §¨á®¬ G = fg1; : : : ; gNg. � áá¬®âà¨¬ ¢®¯à®á ®¡  «£®à¨â¬¨ç¥áª®© à á¯®§­ ¢ ¥¬®áâ¨ ª®­¥ç­®-
¬¥à­®áâ¨ ¯®¤ «£¥¡àë B.

K-«¨­¥©­ë¬ ¡ §¨á®¬ ¯®¤ «£¥¡àë B ï¢«ï¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® B = fp(G)g ¢á¥¢®§¬®¦­ëå áãé¥-
áâ¢¥­­ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© â ª¨å, çâ® p1(G) 6= p2(G) ¢ hXi ¯à¨ à §«¨ç­ëå p1(G); p2(G) 2 B ¢ hGi.

�­®¦¥áâ¢® B «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì
kP
i=1

�ipi(G) = 0, pi(G) 2 B 8i = 1; : : : ; k,

p1(G) < � � � < pk(G) ¢ hXi. �®£¤ 
kP
i=1

�ipi(G) = pk(G) 6� 0 (mod(I)). �®íâ®¬ã �k = 0 ¨

k�1P
i=1

�ipi(G) = 0. �­ «®£¨ç­® �k�1 = � � � = �1 = 0.
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�áïª¨© í«¥¬¥­â b 2 B ¢ëà ¦ ¥âáï ¢ ¢¨¤¥ «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ í«¥¬¥­â®¢ ¨§ B. �¥©áâ¢¨-
â¥«ì­®, b ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥

b =
kX
i=1

�ipi(G); (4)

�i 2 K, pi(G) | áãé¥áâ¢¥­­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤«ï «î¡®£® i = 1; : : : ; k, p1(G) � � � � � pk(G) ¢ hXi.
�ãáâì k0 ­ ¨¡®«ìè¥¥ ¨§ f1; 2; : : : ; kg â ª®¥, çâ® pk0(G) =2 B. �®£¤  ¨¬¥¥âáï áãé¥áâ¢¥­­®¥

¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ p(G) 2 B: pk0(G) = p(G) ¢ hXi ¨ s-í«¥¬¥­â s = pk0(G) � p(G) =
P
(i)


(i)gi1 : : : gir ,

gi1 : : : gir | áãé¥áâ¢¥­­ë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï, gi1 : : : gir < pk0(G). �®¤áâ ¢¨¬ ¢ (4) ¢ëà ¦¥­¨¥

pk0(G) = p(G) +
X
(i)


(i)gi1 : : : gir ;

¯®«ãç¨¬ à ¢¥­áâ¢® ¢¨¤  (4), ¢ ª®â®à®¬ §­ ç¥­¨¥,  ­ «®£¨ç­®¥ pk0(G), ¬¥­ìè¥ «¨¡® à ¢­® pk0(G),
­® ç¨á«® à §«¨ç­ëå á« £ ¥¬ëå á® áâ àè¨¬ ç«¥­®¬ pk0(G), ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å ¡ §¨áã B, ã¬¥­ì-
è¨«®áì. �à¨¬¥­¨¢  ­ «®£¨ç­ë¥ à ááã¦¤¥­¨ï ¢ á¨«ã d. c. c., ¯®«ãç¨¬ ¢ëà ¦¥­¨¥ í«¥¬¥­â  b 2 B
¢ ¢¨¤¥ «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ í«¥¬¥­â®¢ ¨§ B.

�­®¦¥áâ¢® ¢á¥¢®§¬®¦­ëå áãé¥áâ¢¥­­ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© p(G) = gi1 : : : gir , £¤¥ gi1 ; : : : ; gir 2 G
®¡®§­ ç¨¬ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: S = fp1;0(G); p1;1(G); : : : ; p1;t(1)(G); p2;0(G); p2;1(G); : : : ,
p2;t(2)(G); : : : ; pR;0(G); pR;1(G); : : : ; pR;t(R)(G); : : : g. �ãáâì B = fpi;0(G)g | K-«¨­¥©­ë© ¡ §¨á ¯®¤-
 «£¥¡àë B; p1;0(G) < � � � < pR;0(G) < � � � ¢ hXi; S(i) = fpi;j(G)g

t(i)
j=0 | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥¢®§¬®¦­ëå

à §«¨ç­ëå áãé¥áâ¢¥­­ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© â ª¨å, çâ® pi;j(G) = pi;j0(G) 8j; j0 = 0; 1; : : : ; t(i). �«ï
ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® i ¬®­®¬ë pi;j(G), j = 0; 1; : : : ; t(i), ¯®¯ à­® à §«¨ç­ë ¢ hGi, ­® ¨å áâ àè¨¥ ç«¥­ë
á®¢¯ ¤ îâ ¢  «ä ¢¨â¥ X. �«ï ­¥ª®â®àëå i ¢®§¬®¦­® t(i) = 0, ­® ¤«ï «î¡®£® i ¢¥à­® t(i) <1.

�¨¬¢®«®¬ d�, ª ª ¨ ¢ x 2, ®¡®§­ ç¨¬ ¬ ªá¨¬ «ì­ãî áâ¥¯¥­ì ¬®­®¬®¢ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  � ¢
¯¥à¥¬¥­­ëå X. �®áâà®¨¬ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ãî ¬®­®¬¨ «ì­ãî  «£¥¡àã D = Khy1; : : : ; yNi=(�), £¤¥ �
| ª®­¥ç­®¥ ¬®­®¬¨ «ì­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå yi. �ç¨â ¥¬, çâ® ¬®­®¬ v = yj1 : : : yjl 2 �,
l � d�, ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  gj1 : : : gjl ­¥ ï¢«ï¥âáï áãé¥áâ¢¥­­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬.
�®£¤  K-«¨­¥©­ë¬ ¡ §¨á®¬  «£¥¡àë D ï¢«ïîâáï ¬®­®¬ë ¢¨¤  yj1 : : : yjl â ª¨¥, çâ® gj1 : : : gjl |
áãé¥áâ¢¥­­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥.

� á«ãç ¥, ª®£¤  B { á¢®¡®¤­ ï  «£¥¡à , ¢ë¯®«­¥­® à ¢¥­áâ¢® dimB = dimD; ¢ íâ®¬ á«ãç ¥
t(i) = 0 ¤«ï «î¡®£® ­ âãà «ì­®£® i. �á«¨ B ­¥ ï¢«ï¥âáï á¢®¡®¤­®© ¯®¤ «£¥¡à®©, â® dimB 6=
dimD ¨«¨ t(i) > 0 ¤«ï ­¥ª®â®à®£® i. � ª ª ª t(i) <1 ¤«ï «î¡®£® i, â® ¢¥à­ 

�¥®à¥¬  6. �®¤ «£¥¡à  B ª®­¥ç­®¬¥à­  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  D | ª®­¥ç­®¬¥à­ ï

¬®­®¬¨ «ì­ ï  «£¥¡à .

�®­¥ç­®¬¥à­®áâì  «£¥¡àë D  «£®à¨â¬¨ç¥áª¨ ¯à®¢¥àï¥âáï [8]. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

�¥®à¥¬  7. �ãé¥áâ¢ã¥â  «£®à¨â¬ à á¯®§­ ¢ ­¨ï ª®­¥ç­®¬¥à­®áâ¨  «£¥¡àë B.
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