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�ãáâì H | £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, Hn | ª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® H,   A ¨ An

| ®¯¥à â®àë, ®â®¡à ¦ îé¨¥ H ¢ á¥¡ï ¨ ï¢«ïîé¨¥áï ¯à¨ íâ®¬ ­¥¯à¥àë¢­ë¬¨ ¨ á¥ª¢¥­æ¨ «ì­®
á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ë¬¨. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ An áã¦¥­¨¥ ®¯¥à â®à  An á ¯à®áâà ­áâ¢  H ­  Hn.

� ¤ ­­®© áâ âì¥ ¢¢¥¤¥­ë ¯®­ïâ¨ï á« ¡®© ¯®«ã§ ¬ª­ãâ®áâ¨ ¨ á« ¡®-á¨«ì­®© § ¬ª­ãâ®áâ¨
¯ àë A, fAng. �®ª § ­®, çâ® ­ àï¤ã á A-¯®«­®â®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ®¯¥à â®à®¢ fAng íâ¨
ãá«®¢¨ï ­  ¯ àã A, fAnkg ï¢«ïîâáï ¤®áâ â®ç­ë¬¨ ¤«ï áå®¤¨¬®áâ¨ ª®­¥ç­®¬¥à­ëå  ¯¯à®ªá¨-
¬ æ¨© ¢ ¬¥â®¤¥ à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨ �.�.�¨å®­®¢  [1] ¨ çâ® ®­¨ ï¢«ïîâáï ¡®«¥¥ ®¡é¨¬¨, ç¥¬ ãá«®¢¨¥
á« ¡®© § ¬ª­ãâ®áâ¨ ¯ àë A, fAnkg [2], ¨á¯®«ì§ã¥¬®¥ à ­¥¥.

1. �á­®¢­ë¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1 ([3], c. 113). �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fAng ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì A-¯®«­®©, ¥á«¨ ¤«ï
«î¡®£® u0 2 H ­ ©¤¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fung â ª ï, çâ® un ! u0 ¨ Anun ! Au0.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2 ([2]). � àã A, fAng ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì á« ¡® § ¬ª­ãâ®©, ¥á«¨ ¨§ â®£®, çâ®
un * bu,   Anun * f , á«¥¤ã¥â Abu = f .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3. � àã A, fAng ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì á« ¡®-á¨«ì­® § ¬ª­ãâ®©, ¥á«¨ ¨§ â®£®, çâ®
un * bu,   Anun ! f , á«¥¤ã¥â Abu = f .

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4. � àã A, fAng ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì á« ¡® ¯®«ã§ ¬ª­ãâ®©, ¥á«¨ ¨§ â®£®, çâ®
kunk ! a,   Anun * f , á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ í«¥¬¥­â  u 2 H â ª®£®, çâ® kuk � a ¨ Au = f .

�§ ®¯à¥¤¥«¥­¨© 2{4 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® á« ¡® § ¬ª­ãâ ï ¯ à  A, fAng ï¢«ï¥âáï ®¤­®¢à¥¬¥­­®
á« ¡®-á¨«ì­® § ¬ª­ãâ®© ¨ á« ¡® ¯®«ã§ ¬ª­ãâ®©.

�à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à, ¯®ª §ë¢ îé¨©, çâ® ¢ ®¡à â­ãî áâ®à®­ã ¤ ­­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ­¥ ¢¥à­®.
�ãáâì H = l2,   ®¯¥à â®à A ®¯à¥¤¥«¨¬ ä®à¬ã«®©

Au = (ju1j; u2; : : : ); (1)

£¤¥ u ¨ Au 2 l2. � «¥¥, ¤«ï «î¡®£® n ®¯¥à â®à An ®¯à¥¤¥«¨¬ ä®à¬ã«®©

Anu =
�q

u21 + u2n=2 ; u2; : : : ; un�1;
unp
2
; un+1; : : :

�
; (2)

£¤¥ u ¨ Anu 2 l2. �§ (1) ¨ (2) á«¥¤ã¥â, çâ® ®¯¥à â®àë A ¨ An ï¢«ïîâáï ­¥¯à¥àë¢­ë¬¨ ¨ á¥ª¢¥­-
æ¨ «ì­® á« ¡® ­¥¯à¥àë¢­ë¬¨. �à®¬¥ â®£®, Anu ! Au ¯à¨ n ! 1 ¤«ï «î¡®£® u 2 l2, ¯®íâ®¬ã
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ®¯¥à â®à®¢ fAng ï¢«ï¥âáï A-¯®«­®©.

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ fAnkg ¯à®¨§¢®«ì­ãî ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ®¯¥à â®à®¢ An.

�¥®à¥¬  1. � à  A, fAnkg, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ä®à¬ã« ¬¨ (1) ¨ (2), ï¢«ï¥âáï á« ¡® ¯®«ã§ ¬ª­ã-
â®© ¨ á« ¡®-á¨«ì­® § ¬ª­ãâ®©.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fu kg � l2 ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â­®è¥­¨ï¬

lim
k!1

ku kk = a; (3)

Anku
k * f: (4)

�®£¤  ¨§ (2) ¡ã¤¥â á«¥¤®¢ âì, çâ® ¤«ï «î¡®£® k

kAnku
kk = ku kk: (5)

�® á¢®©áâ¢ã ­®à¬ë á« ¡®£® ¯à¥¤¥«  ¨§ (4) á«¥¤ã¥â

kfk � lim
k!1

kAnku
kk;

  ãç¨âë¢ ï (3) ¨ (5), ¯®«ãç¨¬ kfk � a,   ¢¢¨¤ã (1) ¨ kuk � a, çâ® ¤®ª §ë¢ ¥â á« ¡ãî ¯®«ã§ -
¬ª­ãâ®áâì ¯ àë A, fAnkg.

�¥¯¥àì ¤®ª ¦¥¬ ¥¥ á« ¡®-á¨«ì­ãî § ¬ª­ãâ®áâì. �«ï íâ®£® à áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
fu kg � l2 â ªãî, çâ®

u k * bu (6)

¨

Anku
k ! f: (7)

�§ (7) á«¥¤ã¥â

uki ! fi (à ¢­®¬¥à­® ¯® i) ¯à¨ k !1; (8)

  ¨§ (6) ¤«ï «î¡®£® i ¨¬¥¥¬

uki ! bui ¯à¨ k !1: (9)

�§ (2), (8), (9) ¢ëâ¥ª ¥â uki ! bui (à ¢­®¬¥à­® ¯® i � 2) ¯à¨ k !1, ¯®íâ®¬ã

uknk ! 0 ¯à¨ k !1: (10)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ãç¨âë¢ ï (1), (2), (9), (10), ¯®«ãç¨¬ Anku
k * Abu.

�¥¯¥àì ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¯ à  A, fAng, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï ä®à¬ã« ¬¨ (1) ¨ (2), ­¥ ï¢«ï¥âáï á« ¡®-
§ ¬ª­ãâ®©. �«ï íâ®£® à áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fung � l2 â ªãî, çâ® ¤«ï «î¡®£® n

un = (0; : : : ; 0;
n

1; 0; : : : ): (11)

�§ (11) á«¥¤ã¥â

un * 0 (12)

¨ ¤«ï «î¡®£® n

Anu
n =

� 1p
2
; 0; : : : ;

n

1p
2
; 0; : : :

�
: (13)

�§ (13) ¨¬¥¥¬ Anu
n ! �

1p
2
; 0; : : :

� 6= 0, çâ® ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â á« ¡ãî ­¥§ ¬ª­ãâ®áâì ¯ àë A, fAng.
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2. �®­¥ç­®¬¥à­ ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï à¥£ã«ïà¨§®¢ ­­®£® à¥è¥­¨ï

�¥£ã«ïà¨§ æ¨ï ®¯¥à â®à­®£® ãà ¢­¥­¨ï

Au = f; (14)

£¤¥ u ¨ f 2 H, § ª«îç ¥âáï ¢ á¢¥¤¥­¨¨ ¥£® ª ¢ à¨ æ¨®­­®© § ¤ ç¥

inffkAu � fk2 + �kuk2 : u 2 Hg; (15)

£¤¥ � > 0 [1]. � ([3], á. 125) ¤®ª § ­  à §à¥è¨¬®áâì ¢ à¨ æ¨®­­®© § ¤ ç¨ (15). �¡®§­ ç¨¬ ¥¥
à¥è¥­¨¥ ç¥à¥§ M

�
.

�¥â®¤ ª®­¥ç­®¬¥à­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ à¥£ã«ïà¨§®¢ ­­®£® à¥è¥­¨ï M
�
([3], á. 88) § ª«îç -

¥âáï ¢ á¢¥¤¥­¨¨ § ¤ ç¨ (15) ª ¥¥ ª®­¥ç­®¬¥à­®¬ã  ­ «®£ã

inffkAnu� fnk2 + �kuk2 : u 2 Hng: (16)

� ¤ ç  (16) à §à¥è¨¬ . �¥è¥­¨¥ íâ®© § ¤ ç¨ ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ M
�

n .
�«¥¤ãï [4], ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¬­®¦¥áâ¢ fMng �-áå®¤¨âáï ª ¬­®¦¥áâ¢ã

M ¨ ®¡®§­ ç âì Mn

��! M ¯à¨ n ! 1, ¥á«¨ �(Mn;M) ! 0 ¯à¨ n ! 1, £¤¥ �(Mn;M) =
supf�(u;M) : u 2Mng.

�à®¡«¥¬  áå®¤¨¬®áâ¨ ª®­¥ç­®¬¥à­ëå  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨© § ª«îç ¥âáï ¢ ­ å®¦¤¥­¨¨ â ª¨å
ãá«®¢¨©, ¯à¨ ª®â®àëå ¨¬¥¥â ¬¥áâ® �-áå®¤¨¬®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢ fM �

n g ª M
�

¯à¨ n!1.

�¥®à¥¬  2. �á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ®¯¥à â®à®¢ fAng ï¢«ï¥âáï A-¯®«­®©,   ¯ à 

A, fAnkg 8 fnkg � fng á« ¡® ¯®«ã§ ¬ª­ãâ  ¨ á« ¡®-á¨«ì­® § ¬ª­ãâ , â® ¯à¨ ãá«®¢¨¨, çâ®

fn ! f , ¨¬¥¥â ¬¥áâ® �-áå®¤¨¬®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢ fM �

n g ª ¬­®¦¥áâ¢ã M
�

¯à¨ n!1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬ ¯à®â¨¢­®¥, â. ¥. ­ ©¤ãâáï ç¨á«® d > 0 ¨ ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâì funkg, unk 2M

�

nk
, â ª¨¥, çâ®

�(unk ;M
�
) � d: (17)

� ª ª ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ®¯¥à â®à®¢ fAng ï¢«ï¥âáï A-¯®«­®©, â® ¤«ï «î¡®£® eu 2 M
�

­ ©¤¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fukg â ª ï, çâ® uk 2 Hnk ¤«ï «î¡®£® k,

uk ! eu (18)

¨

Ankuk ! Aeu: (19)

�§ (18), (19) ¨ â®£®, çâ® fnk ! f , á«¥¤ã¥â

kAnkuk � fnkk2 + �kukk2 ! kAeu� fk2 + �keuk2: (20)

�ç¨âë¢ ï, çâ® unk 2M
�

nk
, ¯®«ãç¨¬

kAnkunk � fnkk2 + �kunkk2 � kAnkuk � fnkk2 + �kukk2: (21)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ­  ®á­®¢ ­¨¨ á®®â­®è¥­¨© (20) ¨ (21) ¨¬¥¥¬

lim
k!1

fkAnkunk � fnkk2 + �kunkk2g � kAeu� fk2 + �keuk2: (22)
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�§ á®®â­®è¥­¨ï (22) á«¥¤ã¥â ®£à ­¨ç¥­­®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© funkg, fAnkunkg ¨
fAnkunk � fnkg,   ¢¢¨¤ã £¨«ì¡¥àâ®¢®áâ¨ H | ¨ ¨å á« ¡ ï ª®¬¯ ªâ­®áâì. �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é-
­®áâ¨, ¬®¦¥¬ áç¨â âì

unk * bu; (23)

Ankunk * f 0 (24)

¨

Ankunk � fnk * f 0 � f: (25)

� ª ª ª ¯ à  A, fAnkg á« ¡® ¯®«ã§ ¬ª­ãâ , â® ¨§ (23) ¨ (24) á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ í«¥¬¥­â 
u0 â ª®£®, çâ® Au0 = f 0 ¨

lim
k!1

funkg � ku0k: (26)

�§ á®®â­®è¥­¨ï (25) ¨ á¢®©áâ¢  ­®à¬ë á« ¡®£® ¯à¥¤¥«  á«¥¤ã¥â

kf 0 � fk � lim
k!1

kAnkunk � fnkk; (27)

  ¨§ (26) ¨ (27) ¯®«ãç¨¬

lim
k!1

fkAnkunk � fnkk2 + �kunkk2g � kAu0 � fk2 + �ku0k2: (28)

� ª ª ª eu 2M
�
, â®

kAu0 � fk2 + �ku0k2 � kAeu� fk2 + �keuk2: (29)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§ (28) ¨ (29) á«¥¤ã¥â

lim
k!1

fkAnkunk � fnkk2 + �kunkk2g � kAeu� fk2 + �keuk2; (30)

  ¨§ (22) ¨ (30) ¨¬¥¥¬

lim
k!1

fkAnkunk � fnkk2 + �kunkk2g = kAeu� fk2 + �keuk2: (31)

�ç¨âë¢ ï á®®â­®è¥­¨ï (27) ¨ (31), ¯®«ãç¨¬

lim
k!1

kAnkunk � fnkk = kf 0 � fk: (32)

� ª ª ªH £¨«ì¡¥àâ®¢®, â® ¨§ (25) ¨ (32) á«¥¤ã¥â Ankunk ! f 0,   ¢¢¨¤ã á« ¡®á¨«ì­®© § ¬ª­ãâ®áâ¨
¯ àë A, fAnkg ¨§ (23) ¨ (32) á«¥¤ã¥â

Abu = f 0: (33)

�§ (23) ¯® á¢®©áâ¢ã ­®à¬ë á« ¡®£® ¯à¥¤¥«  ¨¬¥¥¬

lim
k!1

kunkk � kbuk; (34)

­® â®£¤  ¨§ (32), (33) ¨ (34)

lim
k!1

fkAnkunk � fnkk2 + �kunkk2g � kAbu� fk2 + �kbuk2: (35)

�§ á®®â­®è¥­¨© (31) ¨ (35) á«¥¤ã¥â, çâ® bu 2M
�
¨

kunkk ! kbuk; (36)

  ¨§ (23) ¨ (36) ¯®«ãç¨¬ unk ! bu. � ª¨¬ ®¡à §®¬, �(unk ;M
�
)! 0 ¯à¨ k !1, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â

(17).
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�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¥á«¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ fHng ¢®§ì¬¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ l2 â -
ª¨å, çâ® ¤«ï «î¡®£® n

Hn = fu : u = (u1; u2; : : : ; un�1; 0; : : : )g; (37)

  ç¥à¥§ An ®¡®§­ ç¨¬ áã¦¥­¨¥ ®¯¥à â®à®¢ An, ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ä®à¬ã«®© (2), ­  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®
Hn, â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ®¯¥à â®à®¢ fAng ¡ã¤¥â ï¢«ïâìáï A-¯®«­®©, £¤¥ A § ¤ ­ ä®à¬ã«®©
(1).

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ãç¨âë¢ ï â¥®à¥¬ã 1, ¬®¦­® § ª«îç¨âì, çâ® ¯ à  A, fAng, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï
ä®à¬ã« ¬¨ (1), (2), ¨ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  Hn, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ (37), ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ â¥®à¥-
¬ë 2. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ª ª ¡ë«® ¯®ª § ­® à ­¥¥, ¯ à  A, fAng ­¥ ï¢«ï¥âáï á« ¡® § ¬ª­ãâ®©.

� § ª«îç¥­¨¥ § ¬¥â¨¬, çâ® ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¢ ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë 2 ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®-
áâ¥© fAnkg áãé¥áâ¢¥­­®. �â® á¢ï§ ­® á â¥¬, çâ® ¯®­ïâ¨ï á« ¡®© § ¬ª­ãâ®áâ¨, á« ¡®© ¯®«ã§ -
¬ª­ãâ®áâ¨ ¨ á« ¡®á¨«ì­®© § ¬ª­ãâ®áâ¨ ¯ à A, fAng (á¬. ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 2, 3, 4) ­¥ ­ á«¥¤áâ¢¥­­ë,
â. ¥. ­¥ ¢ë¯®«­ïîâáï ¤«ï «î¡®© ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨. �®ª ¦¥¬ íâ® ­  ¯à¨¬¥à¥ á« ¡®§ ¬ª­ã-
â®© ¯ àë A, fAng.

�ãáâì H = l2,  

Au = 0 ¤«ï «î¡®£® u 2 l2; (38)

Anu =

(
u; n = 2k � 1;

0; n = 2k;
(39)

£¤¥ k = 1; 2; : : : �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¯ à  A, fAng, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï ä®à¬ã« ¬¨ (38), (39), á« ¡®
§ ¬ª­ãâ ,   ¯ à  A, fA2k�1g â ª®¢®© ­¥ ï¢«ï¥âáï.

�¨â¥à âãà 
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