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�¢¥¤¥¨¥

� ¡®â  ¯®á¢ïé¥  ¡¥áª®¥ç® ¬ «ë¬ (¡. ¬.) ¤¥ä®à¬ æ¨ï¬ ª®¥ç®£® ¯®àï¤ª  ¨   «¨â¨-
ç¥áª¨¬ ¤¥ä®à¬ æ¨ï¬ ¯®£àã¦¥¨© £« ¤ª®£® n-¬¥à®£® ¬®£®®¡à §¨ï X ¢ ¯«®áª®¥ m-¬¥à®¥,
1 � n � m, ¯à®áâà áâ¢® � ¯à®¨§¢®«ì®© á¨£ âãàë ¡¥§ ª ª¨å-«¨¡® ®£à ¨ç¥¨©   ¢¨¤ ¢®§-
¨ª îé¨å ¢ à¨ æ¨© ¬¥âà¨ª¨ ¨ ¤àã£¨å á¥ç¥¨© â¥§®àëå à áá«®¥¨©. � ª¨¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¬ë
 §ë¢ ¥¬ ®¡é¨¬¨ ¤¥ä®à¬ æ¨ï¬¨. �¥®à¨ï ®¡é¨å ¤¥ä®à¬ æ¨© ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®î ®á®¢ã ¢á¥å
\á¯¥æ¨ «ìëå" â¥®à¨© ¤¥ä®à¬ æ¨©:   «¨â¨ç¥áª¨å ¨ ¡. ¬. ¨§£¨¡ ¨© ([1]{[4]), ª®ä®à¬ëå ¤¥-
ä®à¬ æ¨© [5], [6], ¤¥ä®à¬ æ¨© á á®åà ¥¨¥¬ £à áá¬ ®¢  ®¡à §  [7],  à¥ «ìëå ¤¥ä®à¬ æ¨©
[8] ¨ â. ¤. (á¬. â ª¦¥ [9], [10]). �¥á¬®âàï   ¡®«ìèãî ®¡é®áâì, íâ  â¥®à¨ï ®ª §ë¢ ¥âáï ¡®£ â®©
á®¤¥à¦ ¨¥¬. � ª, ¤«ï ®¡é¥©   «¨â¨ç¥áª®© (¡. ¬.) ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯®£àã¦¥¨ï X ! � ¬®¦-
® ¯®áâà®¨âì á¨áâ¥¬ã ¯®«¥© ¢à é¥¨©, ¢ë¢¥áâ¨ á¨áâ¥¬ã ®á®¢ëå ãà ¢¥¨© (  «®£ ®á®¢ëå
ãà ¢¥¨© â¥®à¨¨ ¯®¢¥àå®áâ¥©) ¨ ¤®ª § âì   «®£ ®á®¢®© â¥®à¥¬ë â¥®à¨¨ ¯®¢¥àå®áâ¥©. �®ç-
ë¥ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ íâ¨å à¥§ã«ìâ â®¢ âà¥¡ãîâ ¢¢¥¤¥¨ï ¥ª®â®àëå ®¡®§ ç¥¨© ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨©
¨ ¡ã¤ãâ ¯à¨¢¥¤¥ë ¯®§¦¥. �á®¢ë¥ ®¡®§ ç¥¨ï, â¥à¬¨®«®£¨ï ¨ ¯à¥¤¢ à¨â¥«ìë¥ à¥§ã«ìâ -
âë ¯à¨¢®¤ïâáï ¢ x 1. � íâ®¬ ¦¥ ¯ à £à ä¥ ¢ë¢®¤ïâáï ãà ¢¥¨ï � ãáá , �¥â¥àá® -�®¤ ææ¨ ¨
�¨çç¨ ¤«ï C2-¯®£àã¦¥¨©.

x 2 ¯®á¢ïé¥ á¨áâ¥¬¥ ¯®«¥© ¢à é¥¨© ¤«ï ®¡é¥©   «¨â¨ç¥áª®© (¡. ¬.) ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯®£àã-
¦¥¨ï X ! �. �â  á¨áâ¥¬  ï¢«ï¥âáï ®¤¨¬ ¨§ äã¤ ¬¥â «ìëå ¯®ïâ¨© â¥®à¨¨ ¡. ¬. ¨   «¨-
â¨ç¥áª¨å ¨§£¨¡ ¨© ¯®¢¥àå®áâ¥©. �«ï ¡. ¬. ¨§£¨¡ ¨© ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¤¢ã¬¥à®© ¯®¢¥àå®áâ¨
¢ E3 ¯®«¥ ¢à é¥¨© ¡ë«® ¨§¢¥áâ® ¥é¥ �.� à¡ã ([11], £«. 3, á. 48{72). � á«ãç ¥ ¡. ¬. ¨§£¨¡ -
¨© ª®¥ç®£® ¯®àï¤ª  ¨   «¨â¨ç¥áª¨å ¨§£¨¡ ¨© ¤¢ã¬¥à®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ E3 á¨áâ¥¬  ¯®«¥©
¢à é¥¨© à áá¬ âà¨¢ « áì ¢ áâ âì¥ �.�.�ä¨¬®¢  [1]. �«ï ¡. ¬. ¨§£¨¡ ¨© ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  n-
¬¥à®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ � ¯®«¥ ¢à é¥¨© ¡ë«® ¢¢¥¤¥® ¢ à ¡®â¥ [12] ª ª ¯®«¥ ¡¨¢¥ªâ®à®¢ ¢ �. �«ï
¡. ¬. ¨§£¨¡ ¨© ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®àï¤ª  (  «¨â¨ç¥áª¨å ¨§£¨¡ ¨©) ¯®£àã¦¥¨ï X ! � á¨áâ¥-
¬  ¯®«¥© ¢à é¥¨© ¡ë«  ¢¢¥¤¥  ¢ à ¡®â¥ [13]. �¤¥áì ¬ë ¤®ª ¦¥¬ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¨ ¥¤¨áâ¢¥-
®áâì á¨áâ¥¬ë ¯®«¥© ¢à é¥¨© ¤«ï ®¡é¥© ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯à®¨§¢®«ì®£® ¯®àï¤ª  ¯®£àã¦¥¨ï
X ! � ¨ ãáâ ®¢¨¬ ¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  íâ®© á¨áâ¥¬ë. � ç áâ®áâ¨, ¡ã¤ãâ ¢ë¢¥¤¥ë ä®à¬ã-
«ë, ¢ëà ¦ îé¨¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ë ¯®«¥© ¢à é¥¨© ç¥à¥§ ¢ à¨ æ¨¨ ä®à¬ «®ª «ì®£® ª®à¥¯¥à ,
á¢ï§®áâ¨, ¯®£àã¦¥¨ï ¨ ªàãç¥¨ï, ®¡®¡é îé¨¥ ¨§¢¥áâë¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï ¯à®¨§¢®¤ëå ¯®«ï
¢à é¥¨© ¤¢ã¬¥à®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ E3 ([1], [14], £«. 5, x 6, á. 337).

� x 3 ¬ë à áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã ãà ¢¥¨©, à¥è¥¨ï ª®â®à®© ®¯à¥¤¥«ïîâ ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨¨
ª®¥ç®£® ¯®àï¤ª  ¯®£àã¦¥¨ï X ! �. �â  á¨áâ¥¬  ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥  ä®à¬ «ìë¬ ¢ -
àì¨à®¢ ¨¥¬ ®á®¢ëå ãà ¢¥¨© â¥®à¨¨ ¯®¢¥àå®áâ¥© ¨ ¯®â®¬ã  §ë¢ ¥âáï ®á®¢®© á¨áâ¥¬®©
â¥®à¨¨ ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨© ¯®£àã¦¥¨©. �à®¡«¥¬  § ª«îç ¥âáï ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â®£®, çâ® ¤«ï
¢áïª®£® à¥è¥¨ï íâ®© á¨áâ¥¬ë  ©¤¥âáï ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¯®£àã¦¥¨ï, ¯à¨ ª®â®à®© ¢ à¨ æ¨¨
ä®à¬ «®ª «ì®£® ª®à¥¯¥à , á¢ï§®áâ¨, ¯®£àã¦¥¨ï ¨ ªàãç¥¨ï á®¢¯ ¤ãâ á ä®à¬ ¬¨ íâ®£® à¥è¥-
¨ï (  «®£ ®á®¢®© â¥®à¥¬ë â¥®à¨¨ ¯®¢¥àå®áâ¥©). � á«ãç ¥ ¡. ¬. ¨§£¨¡ ¨© ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª 
¤¢ã¬¥à®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ E3 íâ  â¥®à¥¬  ¡ë«  ¨§¢¥áâ  ¥é¥ �.� à¡ã ([11], £«. 2, á. 18{47). �«ï
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¡. ¬. ¨§£¨¡ ¨© ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  n-¬¥àëå ¯®¢¥àå®áâ¥© ¢ m-¬¥àëå ¯à®áâà áâ¢ å ¯®áâ®ï®©
ªà¨¢¨§ë ®  ¤®ª §   ¢ à ¡®â¥ [15]. �«ï ¡. ¬. ¨§£¨¡ ¨© ¢ëáè¨å ¯®àï¤ª®¢ ¯®£àã¦¥¨ï X ! �
| ¢ à ¡®â¥ [13]. �«ï ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨© ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  á § ¤ ®© ¢ à¨ æ¨¥© ¬¥âà¨ª¨ n-¬¥à®©
¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ m-¬¥à®¬ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ | ¢ à ¡®â¥ [16]. �¤¥áì ¬ë ¤®ª ¦¥¬ íâã â¥-
®à¥¬ã ¤«ï ®¡é¥© ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¯à®¨§¢®«ì®£® ª®¥ç®£® ¯®àï¤ª  ¯®£àã¦¥¨ï X ! �. �
íâ®¬ ¦¥ ¯ à £à ä¥ ãáâ  ¢«¨¢ ¥âáï ¢¨¤ ¢ à¨ æ¨© ä®à¬ «®ª «ì®£® ª®à¥¯¥à  ¨ á¢ï§®áâ¨, ¤«ï
ª®â®àëå á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨ï ï¢«ï¥âáï ¡. ¬. ¨§£¨¡ ¨¥¬.

� x 4 ¯à®¢®¤¨âáï ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ®á®¢®© á¨áâ¥¬ë ãà ¢¥¨© ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â¨¯®¢®£® ç¨á« 
¯®£àã¦¥¨ï. �¨¯®¢®¥ ç¨á«® ¡ë«® ¢¢¥¤¥® �.�. �««¥¤®àä¥à®¬ [17] ¢ á¢ï§¨ á ¤¢ã¬ï äã¤ ¬¥-
â «ìë¬¨ à¥§ã«ìâ â ¬¨. �¥à¢ë© ¨§ ¨å ãâ¢¥à¦¤ ¥â ¦¥áâª®áâì ¯®£àã¦¥¨© á â¨¯®¢ë¬ ç¨á«®¬
� 3, ¢â®à®© | çâ® ¤«ï ¯®£àã¦¥¨© á â¨¯®¢ë¬ ç¨á«®¬ � 4 ãà ¢¥¨ï �¥â¥àá® -�®¤ ææ¨ ¨
�¨çç¨ ï¢«ïîâáï á«¥¤áâ¢¨ï¬¨ ãà ¢¥¨© � ãáá . � ®¥ �««¥¤®àä¥à®¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ â¨¯®¢®-
£® ç¨á«  ¤®¢®«ì® £à®¬®§¤ª® ¨ ¬®£¨¬¨  ¢â®à ¬¨ ¯®¤¢¥à£ «®áì ®¡à ¡®âª¥ (á¬. [18]{[22]). �ë
¤®ª ¦¥¬ ¤¢    «®£  ¢â®à®£® ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢ �««¥¤®àä¥à  ¤«ï à áá¬®âà¥®© ¢ x 3 ®á®¢®©
á¨áâ¥¬ë ãà ¢¥¨©. �¯à¥¤¥«¥¨¥ â¨¯®¢®£® ç¨á«  ¬ë ¤ ¥¬ ¯® ª¨£¥ [22] (�à¨¬. 17, c. 317). �å¥-
¬ã ¤®ª § â¥«ìáâ¢ § ¨¬áâ¢ã¥¬ ¨§ áâ âì¨ [21], £¤¥ ¤ ¥âáï ã¯à®é¥®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë
�««¥¤®àä¥à .

1. �à¥¤¢ à¨â¥«ìë¥ à¥§ã«ìâ âë

1.1. �áî¤ã ¯®¤ X ¡ã¤¥¬ ¯®¨¬ âì á¢ï§®¥ n-¬¥à®¥, n � 1, å ãá¤®àä®¢® ®à¨¥â¨àã¥¬®¥
C1-¬®£®®¡à §¨¥, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ¢â®à®©  ªá¨®¬¥ áç¥â®áâ¨. �áïª®¥ à áá«®¥¨¥ á ¡ §®© X ¨
â®â «ìë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ P (X) ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì á¨¬¢®«®¬ ¥£® â®â «ì®£® ¯à®áâà áâ¢  P (X).
�«®©  ¤ â®çª®© x 2 X ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ç¥à¥§ Px(X). �¥à¥§ T (X) ®¡®§ ç ¥¬ ª á â¥«ì®¥ ª
X à áá«®¥¨¥, ç¥à¥§ T �(X) | ª®ª á â¥«ì®¥ ª X à áá«®¥¨¥. � áá¬®âà¨¬ ¯ãâì  : (�"; ")! X,
" > 0, (0) = x 2 X, ª« áá  Cs, s � 1. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Cs(x) ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å äãªæ¨© ª« á-
á  Cs ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ â®çª¨ x. �â®¡à ¦¥¨¥ v : Cs(x) ! R, ®¯à¥¤¥«¥®¥ ä®à¬ã«®©

v(f) =
dsf((t))

dts

����
t=0

,  §ë¢ ¥âáï s-ª á â¥«ìë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ª ¯ãâ¨  ¢ â®çª¥ x. �¨¥© ï ®¡®«®çª 

T (s)
x (X),  âïãâ ï   ¬®¦¥áâ¢® s-ª á â¥«ìëå ¢¥ªâ®à®¢ ª ¢á¥¢®§¬®¦ë¬ Cs-¯ãâï¬, ¯à®å®¤ï-

é¨¬ ç¥à¥§ â®çªã x, ï¢«ï¥âáï ¢¥ªâ®àë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ à §¬¥à®áâ¨
sP

k=1

(n+ k � 1)!
(n� 1)!k!

¨  §ë¢ -

¥âáï s-ª á â¥«ìë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬ ª X ¢ â®çª¥ x. �¥ªâ®à®¥ à áá«®¥¨¥, á«®¥¬  ¤ ª ¦¤®©
â®çª®© x 2 X ª®â®à®£® ï¢«ï¥âáï T (s)

x (X),  §ë¢ ¥âáï s-ª á â¥«ìë¬ à áá«®¥¨¥¬ ¬®£®®¡à §¨ï
X (íâ®â â¥à¬¨ ¬ë § ¨¬áâ¢®¢ «¨ ¨§ [23], £«. 7, c. 153). �à¨ s = 1 ¯®«ãç ¥¬ ª á â¥«ì®¥ à áá«®¥-
¨¥. �«ï ¢áïª®£® Cr-à áá«®¥¨ï P (X), 1 � s � r, ç¥à¥§ P (s)(X) ¬ë ®¡®§ ç ¥¬ Cr�s-à áá«®¥¨¥,
á«®¥¬  ¤ ª ¦¤®© â®çª®© x 2 X ª®â®à®£® ï¢«ï¥âáï s-ª á â¥«ì®¥ à áá«®¥¨¥ T (s)(Px(X)) ª á«®î
Px(X). � áá«®¥¨¥ P (s)(X) ¬ë  §ë¢ ¥¬ s-¯à®¨§¢®¤ë¬ à áá«®¥¨¥¬ à áá«®¥¨ï P (X).

�¥à¥§ Er(X;P (X)) ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å Cr-á¥ç¥¨© à áá«®¥¨ï P (X). �«ï ¤¢ãå
¬®£®®¡à §¨© X ¨ Y ç¥à¥§ Cr(X;Y ) ®¡®§ ç ¥¬ ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥¨© X ! Y ª« áá 
Cr. � ¦¤®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ f : X ! Y ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ª ª á¥ç¥¨¥ x 7! (x; f(x)) âà¨¢¨ «ì®£®
à áá«®¥¨ï X � Y , â ª çâ® Cr(X;Y ) = Er(X;X � Y ).

1.2. �ãáâì =(X) | à áá«®¥¨¥ «®ª «ìëå ª®à¥¯¥à®¢   X. �¥« ï ¯®¤ç¥àªãâì £« ¤ª®áâì
«®ª «ì®£® ª®à¥¯¥à , ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¥£® ª ª á¥ç¥¨¥ íâ®£® à áá«®¥¨ï, ãª §ë¢ ï
®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï, ¢ á«ãç ¥ ¥®¡å®¤¨¬®áâ¨, ¤®¯®«¨â¥«ì®. �ãáâì G | £àã¯¯  �¨, ï¢«ï-
îé ïáï ¯®¤£àã¯¯®© ¯®«®© «¨¥©®© £àã¯¯ë GL(n). � ¤¢ãå «®ª «ìëå ª®à¥¯¥à å �; � 0 2
Er(X;=(X)) á ®¡« áâï¬¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï U , U 0 á®®â¢¥âáâ¢¥® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ®¨ G-á®£« -
á®¢ ë, ¥á«¨ «¨¡® U \ U 0 = ;, «¨¡® ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x 2 U \ U 0 á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¡ §¨áë
�(x) = (� i(x))ni=1, �

0(x) = (� 0k(x))nk=1 ¯à®áâà áâ¢  T
�
x (X) á¢ï§ ë à ¢¥áâ¢®¬ � 0k(x) = pki (x)�

i(x),
£¤¥ ¬ âà¨æ  P = (pki ) 2 Cr(X;G). �®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯®¯ à® G-á®£« á®¢ ëå «®ª «ìëå ª®à¥-
¯¥à®¢  §ë¢ ¥âáï G-®à¡¨â®©. � ª ª ª ®¡« áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï «®ª «ìëå ª®à¥¯¥à®¢ ¯®ªàë¢ îâ
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X, â®, å®âï ®â®è¥¨¥ G-á®£« á®¢ ®áâ¨ ¨ ¥ ï¢«ï¥âáï ®â®è¥¨¥¬ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, ¬®¦¥-
áâ¢® ¢á¥å «®ª «ìëå Cr-ª®à¥¯¥à®¢   X à §¡¨¢ ¥âáï   ¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï G-®à¡¨âë, ¨ ª ¦¤ ï
G-®à¡¨â  ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï § ¤ ¨¥¬ ª ª®£®-«¨¡® ¥¥ ª®à¥¯¥à  ([24], £«. 2, x 6, c. 144). �áï-
ª ï G-®à¡¨â  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®î «®ª «ì®-âà¨¢¨ «ì®¥ à áá«®¥¨¥ á® áâ ¤ àâë¬ á«®¥¬ G ¨
áâàãªâãà®© £àã¯¯®© G.

1.3. � ª ç¥áâ¢¥ £àã¯¯ë G ã  á ¡ã¤¥â ¢ëáâã¯ âì ¯á¥¢¤®®àâ®£® «ì ï £àã¯¯ , ®¯à¥¤¥«ï¥-
¬ ï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. � ä¨ªá¨àã¥¬ ã¯®àï¤®ç¥ë©  ¡®à � = (�1; : : : ;�n), £¤¥ �i = �1,
i = 1; : : : ; n. �ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì â ª¦¥ ç¥à¥§ � ¤¨ £® «ìãî n�n-¬ âà¨æã,   ¤¨ £® «¨ ª®â®à®©
¢ i-© áâà®ª¥ áâ®¨â �i. �¥à¥§ O(n;�) ®¡®§ ç¨¬ á®¢®ªã¯®áâì ¢á¥å n�n-¬ âà¨æ P , ã¤®¢«¥â¢®àï-
îé¨å ãá«®¢¨î �P T = P�1�, £¤¥ P T | ¬ âà¨æ , ¯®«ãç ¥¬ ï ¨§ P âà á¯®¨à®¢ ¨¥¬. �¥£ª®
¢¨¤¥âì, çâ® O(n;�) | ¯®¤£àã¯¯  £àã¯¯ëGL(n). �àã¯¯ã O(n;�) ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯á¥¢¤®®àâ®£®-
 «ì®© £àã¯¯®© á¨£ âãàë �. �§ ¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ P 2 O(n;�), â® detP = �1.
�®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬ âà¨æ P 2 O(n;�) á detP = +1 ®¡à §ã¥â ¯®¤£àã¯¯ã £àã¯¯ë O(n;�),  -
§ë¢ ¥¬ãî á¯¥æ¨ «ì®© ¯á¥¢¤®®àâ®£® «ì®© £àã¯¯®© ¨ ®¡®§ ç ¥¬ãî SO(n;�). �®â ä ªâ, çâ®
SO(n;�) ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®© �¨, ¢ë¢®¤¨âáï ¨§ á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬ë, à á¯à®áâà ïîé¥© à æ¨®-
 «ìãî ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨î ®àâ®£® «ì®© £àã¯¯ë ¯® �í«¨ ([25], £«. 2, x 10)   £àã¯¯ã SO(n;�),
¨ ¨á¯®«ì§ã¥¬ãî  ¬¨ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬. � ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ íâ®© «¥¬¬ë ^(n) ®¡®§ ç ¥â ¯à®áâà áâ¢®
ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å n � n-¬ âà¨æ. �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® â®¯®«®£¨ï ¢ SO(n;�) ¨ ^(n) ¨¤ãæ¨-
àã¥âáï ¥¢ª«¨¤®¢®© ®à¬®© ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ¢á¥å n� n-¬ âà¨æ ([26], £«. 14, x 2, c. 409).

�¥¬¬  1. �¥ã«¥¢ ï ¬ âà¨æ  ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ^(n) ®¡« ¤ ¥â ®ªà¥áâ®áâìî U , ª®â®àãî

®â®¡à ¦¥¨¥ �, ®¯à¥¤¥«¥®¥ ä®à¬ã«®© �(v) = (1 + v�)(1 � v�)�1, v 2 U ,   «¨â¨ç¥áª¨ ¤¨ä-

ä¥®¬®àä® ®â®¡à ¦ ¥â   ®ªà¥áâ®áâì �(U) ¥¤¨¨ç®© ¬ âà¨æë 1 ¢ £àã¯¯¥ SO(n;�).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¡®§ ç ï ç¥à¥§ U ®ªà¥áâ®áâì ã«¥¢®© ¬ âà¨æë ¢ ^(n),   ª®â®à®©
det(1� v�) 6= 0, ¤«ï ¢áïª®© ¬ âà¨æë v 2 U ¨¬¥¥¬

(�(v))T = (1 +�v)�1(1��v) = ((1��v)�1 + (1��v)�1�v)�1 =

= ((1 +�v)(1 ��v)�1 + (1��v)(1 ��v)�1 �

� (1��v)�1 � (1��v)�1(1��v) + (1��v)�1)�1 =

= ((1 +�v)(1 ��v)�1)�1 = �(�(v))�1�:

�«¥¤®¢ â¥«ì®, �(v) 2 SO(n;�). �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ®¡à â®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ��1 áãé¥áâ¢ã¥â  
�(U) ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤ ��1(P ) = �(1 � P )(1 + P )�1�, P 2 �(U). � ª ª ª í«¥¬¥âë ¬ âà¨æë �(v)
ï¢«ïîâáï à æ¨® «ìë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ í«¥¬¥â®¢ ¬ âà¨æë v,   í«¥¬¥âë ¬ âà¨æë ��1(P ) |
à æ¨® «ìë¬¨ äãªæ¨ï¬¨ í«¥¬¥â®¢ ¬ âà¨æë P , â® � |   «¨â¨ç¥áª¨© ¤¨ää¥®¬®àä¨§¬.

�®¬¯®§¨æ¨¥© ®â®¡à ¦¥¨ï ��1 á® á¤¢¨£®¬ ¢ SO(n;�) ¬ë ¬®¦¥¬ ¢¢¥áâ¨ à æ¨® «ìãî ¯ -
à ¬¥âà¨§ æ¨î ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨ «î¡®© ¬ âà¨æë P 2 SO(n;�) ¨, â¥¬ á ¬ë¬, § ¤ âì áâàãªâãàã
  «¨â¨ç¥áª®£® ¬®£®®¡à §¨ï   SO(n;�), á®£« á®¢ ãî á ã¬®¦¥¨¥¬ ¢ íâ®© £àã¯¯¥ ([27],
�¥ª. 1, c. 17),   § ç¨â, ¯à¥¢à â¨âì SO(n;�) ¢ £àã¯¯ã �¨.

1.4. SO(n;�)-®à¡¨âã «®ª «ì®£® ª®à¥¯¥à  � 2 Er(X;=(X)) ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ç¥à¥§ <�(X).
�«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ á«ã¦¨â ®á®¢®© ¤«ï ¯®áâà®¥¨ï â¥§®à®£®   «¨§   ¤ <�(X).

�¥¬¬  2. �«ï ¢áïª®£® ª®à¥¯¥à  � = (� i)ni=1 2 E
r(X;<�(X)), r � 1, á ®¡« áâìî ®¯à¥¤¥«¥¨ï

U áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥ ï á¨áâ¥¬  1-ä®à¬ �i
j 2 E

r�1(U; T �(U)), ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï
ãá«®¢¨ï¬

d� i = � j ^ �i
j ; �i�i

j +�j�j
i = 0; i; j = 1; : : : ; n:

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 2.1.10 ª¨£¨ [28] (£«. 2, x 1, c. 67{68) § ¬¥®© ®¡®-
§ ç¥¨©. �®à¬ë �i

j, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ íâ®© «¥¬¬®©,  §ë¢ îâáï ä®à¬ ¬¨ á¢ï§®áâ¨ ª®à¥¯¥à  � .
�®íää¨æ¨¥âë �ijk ¢ à §«®¦¥¨¨ �i

j = �ijk�
k, i; j; k = 1; : : : ; n,  §ë¢ îâáï á¨¬¢®« ¬¨ �à¨-

áâ®ää¥«ï. � ¨å ¯®¬®éìî ¯® ®¡ëçë¬ ä®à¬ã« ¬ ª« áá¨ç¥áª®£® â¥§®à®£®   «¨§  áâà®¨âáï
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ª®¢ à¨ â®¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥. � ¯à¨¬¥à, ¥á«¨ � = (�i)ni=1 | «®ª «ìë© à¥¯¥à, ¤ã «ìë©
ª®à¥¯¥àã � , A = Ai

j�i 
 �
j | â¥§®à®¥ ¯®«¥ â¨¯  (1; 1), â® ª®¢ à¨ â®© ¯à®¨§¢®¤®© ¥£®  §ë-

¢ ¥âáï â¥§®à®¥ ¯®«¥ rA = Ai
j;k�i
 �

j 
 �k â¨¯  (1; 2), ª®¬¯®¥âë ª®â®à®£® Ai
j;k ®¯à¥¤¥«ïîâáï

à ¢¥áâ¢®¬ Ai
j;k = Ai

jjk + �ilkA
l
j � �ljkA

i
l, £¤¥ A

i
jjk ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¨§ à §«®¦¥¨ï dAi

j = Ai
jjk�

k,
i; j; k; l = 1; : : : ; n. �

1.5. �¥à¥§ ^2T �(X) ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì à áá«®¥¨¥ ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¡¨«¨¥©ëå ä®à¬,
ç¥à¥§ S2T �(X) | à áá«®¥¨¥ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å ¡¨«¨¥©ëå ä®à¬. � à áá«®¥¨¨ S2T �(X) ®¯à¥-
¤¥«¥® ¯®¤à áá«®¥¨¥ S2�T

�(X) ¥¢ëà®¦¤¥ëå ¡¨«¨¥©ëå ä®à¬ á ®à¬ «ìë¬ ¢¨¤®¬

ds2 =
nX
i=1

�i� i 
 � i: (1)

�¥ç¥¨ï à áá«®¥¨ï S2�T
�(X)  §ë¢ îâáï ¬¥âà¨ª ¬¨ á¨£ âãàë �. �®áª®«ìªã ¬¥âà¨ª  ds2,

®¯à¥¤¥«¥ ï à ¢¥áâ¢®¬ (1), ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  «®ª «ì®£® ª®à¥¯¥à  � ¨§ á®¤¥à¦ é¥© ¥£®
®à¡¨âë, â® ¢áïª ï SO(n;�)-®à¡¨â  ®¯à¥¤¥«ï¥â ¥ª®â®àãî ¬¥âà¨ªã á¨£ âãàë �. �¡à â®, ¢áï-
ª®© ¬¥âà¨ª¥ ds2 ¬®¦® á®¯®áâ ¢¨âì ¤¢¥ SO(n;�)-®à¡¨âë, ¢ ª®à¥¯¥à å ¨§ ª®â®àëå íâ  ¬¥âà¨ª 
¨¬¥¥â ¢¨¤ (1). �®ª «ìë¥ ª®à¥¯¥àë ®¤®© ¨§ íâ¨å ®à¡¨â á¢ï§ ë á «®ª «ìë¬¨ ª®à¥¯¥à ¬¨
¤àã£®© ¬ âà¨æ ¬¨ ¨§ O(n;�) á ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï¬¨, à ¢ë¬¨ �1. �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ®   X § ä¨ª-
á¨à®¢   ®à¨¥â æ¨ï, ¨ ç¥à¥§ <�(X) ®¡®§ ç âì âã ¨§ íâ¨å ¤¢ãå ®à¡¨â, «®ª «ìë¥ ª®à¥¯¥àë
ª®â®à®© á¢ï§ ë á ª®®à¤¨ âë¬ ª®à¥¯¥à®¬ (dxi)ni=1 ¢ ª àâ¥ ¨§ ®à¨¥â æ¨¨ ¬ âà¨æ ¬¨ á ¯®-
«®¦¨â¥«ìë¬¨ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï¬¨. � â ª®© ®à¡¨â¥ <�(X) ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ®  ¯®à®¦¤¥ 
¬¥âà¨ª®© ds2.

1.6. �«®áª¨¬ m-¬¥àë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬, m > n, ¬ë  §ë¢ ¥¬ m-¬¥à®¥  ää¨®¥ ¯à®-
áâà áâ¢® �,   ¢¥ªâ®à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ª®â®à®£® § ¤   ¥¢ëà®¦¤¥ ï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª ï ¡¨-
«¨¥© ï ä®à¬ ,  §ë¢ ¥¬ ï áª «ïàë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬ ¢¥ªâ®à®¢. �ãáâì z : X ! � | Cr-
¯®£àã¦¥¨¥, r � 2, Tz | ª á â¥«ì®¥ ª z ®â®¡à ¦¥¨¥, F = z(X) | á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¯®¢¥àå-
®áâì ¢ �, TF | ª á â¥«ì®¥ à áá«®¥¨¥ ¯®¢¥àå®áâ¨ F , T?F | ®à¬ «ì®¥ à áá«®¥¨¥. �¥à¥§
I(z) ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì ¬¥âà¨ªã   X, ¨¤ãæ¨à®¢ ãî z. �á«¨ <�(X) | SO(n;�)-®à¡¨â , ¯®-
à®¦¤¥ ï ¬¥âà¨ª®© I(z), â® ¤«ï ¢áïª®£® «®ª «ì®£® ª®à¥¯¥à  � = (� i)ni=1 2 Er�1(X;<�(X))
®¯à¥¤¥«¥ «®ª «ìë© à¥¯¥à e = (ei)ni=1 2 E

r�1(X;TF ) ¯® ä®à¬ã« ¬ ei = �i(z), £¤¥ � = (�i)ni=1 |
«®ª «ìë© à¥¯¥à   X, ¤ã «ìë© ª®à¥¯¥àã � . �«ï ¢¥ªâ®à®¢ à¥¯¥à  e ¨¬¥¥¬

eiej = �ij =

(
�i ¯à¨ i = j;

0 ¯à¨ i 6= j;
(2)

i; j = 1; : : : ; n.
�ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x 2 X ª á â¥«ì ï ¯«®áª®áâì TxF ¯®¢¥àå®áâ¨ F

á®¤¥à¦¨â n ¯®¯ à® ®àâ®£® «ìëå ¥¨§®âà®¯ëå  ¯à ¢«¥¨©. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¢ ®ªà¥áâ®áâ¨
ª ¦¤®© â®çª¨ x 2 X ®¯à¥¤¥«¥ «®ª «ìë© Cr�1-à¥¯¥à � = (��)

p
�=1, p = m � n, ¢ ®à¬ «ì®¬

à áá«®¥¨¨ T?F , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨ï¬

���� =

(
�� ¯à¨ � = �;

0 ¯à¨ � 6= �;
(3)

ei�� = 0; i = 1; : : : ; n; � = 1; : : : ; p

([29], £«. 4, x 42, c. 175{179). �ë ¯¨è¥¬ ¤«ï ªà âª®áâ¨ �� ¢¬¥áâ® �n+�. �®áª®«ìªã ¢áïª¨© ¢¥ª-
â®à ¨§ � ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥ ¢ ¢¨¤¥ «¨¥©®© ª®¬¡¨ æ¨¨ ¢¥ªâ®à®¢ ei; ��, i = 1; : : : ; n,
� = 1; : : : ; p, á¨£ âãà  áª «ïà®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¢ � ¨¬¥¥â ¢¨¤ � = (e21; : : : ; e

2
n; �

2
1 ; : : : ; �

2
p). �¡

 ää¨®© á¨áâ¥¬¥ ª®®à¤¨ â (O; a1; : : : ; am) ¢ �, ¡ §¨áë¥ ¢¥ªâ®àë ª®â®à®© ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á®-
®â®è¥¨ï¬

aiaj = eiej ; aian+� = 0; an+�an+� = ���� ; i; j = 1; : : : ; n; �; � = 1; : : : ; p;
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¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ®  § ¤ ¥â á¨£ âãàã ¯à®áâà áâ¢  �.
� §«®¦¥¨¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «®¢ dei, d�� ¯® ¡ §¨áã (ei; ��) ¯à¨¢®¤¨â ª ä®à¬ã« ¬ � ãáá  ¨ �¥©-

£ àâ¥ 

dei = �k
i ek +

pX
�=1

��!�
i ��;

d�� = �
nX
i=1

�i!�
i ei +

pX
�=1

��
{
�
��� ; (4)

i; k = 1; : : : ; n; �; � = 1; : : : ; p; p = m� n;

£¤¥ �k = e2k, �
� = �2�, �

i
k | ä®à¬ë á¢ï§®áâ¨ «®ª «ì®£® ª®à¥¯¥à  � 2 Er�1(X;<�(X)), !�

i

| 1-ä®à¬ë,  §ë¢ ¥¬ë¥ ä®à¬ ¬¨ ¯®£àã¦¥¨ï, {�
� = �{�

� | 1-ä®à¬ë,  §ë¢ ¥¬ë¥ ä®à¬ ¬¨
ªàãç¥¨ï. �®à¬ë ¯®£àã¦¥¨ï ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á®®â®è¥¨î

!�
i ^ �

i = 0; i = 1; : : : ; n; � = 1; : : : ; p: (5)

�¨¬¬¥âà¨ç¥áªãî ¡¨«¨¥©ãî ä®à¬ã

II� = !�
i 
 � i = b�ij�

i 
 � j 2 Er�2(X;S2T �(X))

 §ë¢ îâ ¢â®à®© ®á®¢®© ä®à¬®© ¯®£àã¦¥¨ï z (¨«¨ ¯®¢¥àå®áâ¨ F ) ®â®á¨â¥«ì® ®à¬ «¨
��.

�á«¨ ¯®£àã¦¥¨¥ z 2 C3(X;�), â® ¢¥è¥¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ ä®à¬ã« � ãáá  ¨ �¥©£ à-
â¥  ¯à¨¢®¤¨â ª ãà ¢¥¨ï¬ � ãáá , �¥â¥àá® -�®¤ ææ¨ ¨ �¨çç¨

pX
�=1

��!�
i ^ !

�
j = �i(d�i

j +�i
k ^ �

k
j );

d!�
i = �k

i ^ !
�
k +

pX
�=1

��!�
i ^ {

�
� ;

d{�
� =

nX
i=1

�i!�
i ^ !

�
i +

pX
�=1

��
{
�
� ^ {

�
� ;

i; j; k = 1; : : : ; n; �; � = 1; : : : ; p:

(6)

1.7. �¥«ì ¤ ®£® ¨ á«¥¤ãîé¥£® ¯ãªâ®¢ | ¯®«ãç¨âì ãà ¢¥¨ï � ãáá , �¥â¥àá® -�®¤ ææ¨
¨ �¨çç¨ ¤«ï C2-¯®£àã¦¥¨©, ¨á¯®«ì§ãï ®¡®¡é¥®¥ ¢¥è¥¥ ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ ¯® ¤¥ � ¬ã. �
íâ®¬ ¯ãªâ¥ ¬ë ¯à¨¢¥¤¥¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ®¡®¡é¥®£® ¢¥è¥£® ¤¨ää¥à¥æ¨ «  ¨ ¥ª®â®àë¥ ¥£®
á¢®©áâ¢ .

�ãáâì U | ®âªàëâ®¥ ¬®¦¥áâ¢®   X á ª®¬¯ ªâë¬ § ¬ëª ¨¥¬, á®¤¥à¦ é¨¬áï ¢ ¥ª®â®-
à®© ª®®à¤¨ â®© ®ªà¥áâ®áâ¨. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ ^lT �(U) à áá«®¥¨¥ ¢¥è¨å ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì-
ëå ä®à¬ áâ¥¯¥¨ l � 0   U , l = 0; 1; : : : ; ç¥à¥§ E10 (U;^lT �(U)) | ¯à®áâà áâ¢® C1-á¥ç¥¨©
íâ®£® à áá«®¥¨ï á ª®¬¯ ªâë¬¨ ®á¨â¥«ï¬¨, á®¤¥à¦ é¨¬¨áï ¢ U . �®â®ª®¬ áâ¥¯¥¨ q   U
 §ë¢ ¥âáï ¢áïª¨© ¥¯à¥àë¢ë© «¨¥©ë© äãªæ¨® « v : E10 (U;^n�qT �(U)) ! R ([30], £«. 3,
c. 65{130). �à ¨æ¥© bv ¯®â®ª  v  §ë¢ ¥âáï ¯®â®ª áâ¥¯¥¨ q + 1, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© ä®à¬ã«®©

bv['] = v[d'] 8' 2 E10 (U;^n�q�1T �(U)):

� ¦¤ ï ¥¯à¥àë¢ ï q-ä®à¬  ! 2 E0(U;^qT �(U)) ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯®â®ª �! áâ¥¯¥¨ q   U ä®à¬ã«®©

�!['] =
Z
U

! ^ ' 8' 2 E10 (U;^
n�qT �(U)):
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�¥¯à¥àë¢ãî ä®à¬ã 
 2 E0(X;^q+1T �(X)) ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ®¡®¡é¥ë¬ ¢¥è¨¬ ¤¨ää¥-
à¥æ¨ «®¬ ¥¯à¥àë¢®© ä®à¬ë ! 2 E0(X;^qT �(X))   U , ¥á«¨ 
 = (�1)q+1b�!, â. ¥., ¥á«¨Z

U


 ^ ' = (�1)q+1
Z
U

! ^ d' 8' 2 E10 (U;^
n�q�1T �(U)) (7)

(áà. [31]{[33]). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ E10 (U;^
lT �(U)) ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å C1-á¥ç¥¨© à áá«®¥¨ï ^lT �(U)

á ª®¬¯ ªâë¬¨ ®á¨â¥«ï¬¨, á®¤¥à¦ é¨¬¨áï ¢ U . � ª ª ª ¯à®áâà áâ¢® E10 (U;^lT �(U)) ¢áî¤ã
¯«®â® ¢ E10 (U;^

lT �(U)), â® 
 ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é¥ë¬ ¢¥è¨¬ ¤¨ää¥à¥æ¨ «®¬ ä®à¬ë ! â®£¤ 
¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  à ¢¥áâ¢® (7) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï ¢áïª®© ä®à¬ë ' 2 E10 (U;^

n�q�1T �(U)).
�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ ! 2 E1(U;^qT �(U)), â® ®¡®¡é¥ë© ¢¥è¨© ¤¨ää¥à¥æ¨ « d! á®¢¯ -
¤ ¥â á ®¡ëçë¬ ¢¥è¨¬ ¤¨ää¥à¥æ¨ «®¬. �à®¬¥ â®£®, d! (¥á«¨ ® áãé¥áâ¢ã¥â) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
ä®à¬®© ! ®¤®§ ç®, ¥ § ¢¨á¨â ®â á¨áâ¥¬ë ª®®à¤¨ â   U , ¨¬¥¥â «®ª «ìë© å à ªâ¥à, ¨
dd! = 0.

�«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  ¯à¥¤«®¦¥¨ï ª á îâáï á¢®©áâ¢ ®¡®¡é¥®£® ¢¥è¥£® ¤¨ää¥à¥æ¨ « . �®-
ª § â¥«ìáâ¢  ¨å ¯à¨¢¥¤¥ë ¢ [16].

�¥¬¬  3. �á«¨ ä®à¬  ! 2 E0(X;^qT �(X)) ¨¬¥¥â ®¡®¡é¥ë© ¢¥è¨© ¤¨ää¥à¥æ¨ « d!,

â® ¤«ï ¢áïª®© p-ä®à¬ë  2 E1(X;^pT �(X)), p; q � 0, á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥áâ¢® d(!^ ) = d!^ +
(�1)q! ^ d .

�¥¬¬  4. �á«¨ ¬®£®®¡à §¨¥ X ®¤®á¢ï§®, â® ¤«ï ¢áïª®© ä®à¬ë ! 2 E0(X;T �(X)), ¤«ï
ª®â®à®© d! = 0,  ©¤¥âáï äãªæ¨ï f 2 C1(X;R), â ª ï, çâ® ! = df .

1.8. � ¤ «ì¥©è¥¬  ¬ ¯® ¤®¡¨âáï

�¥®à¥¬  1. �«ï ¢áïª®£® C2-¯®£àã¦¥¨ï z : X ! � ä®à¬ë á¢ï§®áâ¨ �i
j, ¯®£àã¦¥¨ï !�

i

¨ ªàãç¥¨ï {�
� , i; j = 1; : : : ; n, �; � = 1; : : : ; p, ®¡« ¤ îâ ®¡®¡é¥ë¬ ¢¥è¨¬ ¤¨ää¥à¥æ¨ «®¬

¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãà ¢¥¨ï¬ � ãáá , �¥â¥àá® -�®¤ ææ¨ ¨ �¨çç¨ (6), ¢ ª®â®àëå d | § ª

®¡®¡é¥®£® ¢¥è¥£® ¤¨ää¥à¥æ¨ « .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì U | ®ªà¥áâ®áâì ¯à®¨§¢®«ì®© â®çª¨ x 2 X á ª®¬¯ ªâë¬ § -
¬ëª ¨¥¬, á®¤¥à¦ é¨¬áï ¢ ¥ª®â®à®© ª®®à¤¨ â®© ®ªà¥áâ®áâ¨. �á«¨ z 2 C2(X;�), â®
dei 2 E

0(U; T �(U)
�), i = 1; : : : ; n. � á¨«ã «¥¬¬ë 3, ãç¨âë¢ ï, çâ® ddei = 0, ¤«ï ¢áïª®© ä®à¬ë
' 2 E10 (U;^

n�2T �(U)) ¨¬¥¥¬ d(dei ^ ') = �dei ^ d'. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®
R
U
dei ^ d' = 0. � á¨«ã

ä®à¬ã« � ãáá  (4), íâ® à ¢¥áâ¢® ¢«¥ç¥âZ
U

�
�k
i ek +

pX
�=1

��!�
i ��

�
^ d' = 0; i; k = 1; : : : ; n:

�®áª®«ìªã E10 (U;^
n�2T �(U)) ¢áî¤ã ¯«®â® ¢ E10 (U;^

n�2T �(U)), ¯®á«¥¤¥¥ à ¢¥áâ¢® á¯à ¢¥¤«¨¢®
¨ ¤«ï ¢áïª®© ä®à¬ë ' 2 E10 (U;^

n�2T �(U)). �®áï ek ¨ �� ¯®¤ § ª d, ¯®«ì§ãïáì «¥¬¬®© 3,
¯®«ãç ¥¬ Z

U

�
�k
i ^ d('ek) +

pX
�=1

��!�
i ^ d('��)� �k

i ^ dek ^ '�
pX

�=1

��!�
i ^ d�� ^ '

�
= 0:

� á¨«ã (4) ®âáî¤   å®¤¨¬Z
U

�
�k
i ^ d('ek) +

pX
�=1

��!�
i ^ d('�� )�

�
�k
i ^ �

j
k �

pX
�=1

��!�
i ^ !

�
j

�
^ (ej')�

�
pX

�=1

��

�
�k
i ^ !

�
k +

pX
�=1

��!�
i ^ {

�
�

�
^ (��')

�
= 0:

�ãáâì ei = e�i a�, �� = ��� a�, � = 1; : : : ;m, i = 1; : : : ; n, � = 1; : : : ; p, £¤¥ (O; a�)m�=1 |  ää¨ ï
á¨áâ¥¬  ª®®à¤¨ â ¢ �, § ¤ îé ï á¨£ âãàã. �®« £ ï ¢ ¯®á«¥¤¥¬ ¨â¥£à «ì®¬ à ¢¥áâ¢¥ ' =
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e�i  ,  2 E10 (U;^
n�2T �(U)), ã¬®¦ ï ¥£® áª «ïà®   a�, ¯®á«¥ áã¬¬¨à®¢ ¨ï ¯® � = 1; : : : ;m

¯®«ãç¨¬

Z
U

�j
i ^ d =

Z
U

�
�k
i ^ �

j
k �

pX
�=1

�i��!�
i ^ !

�
j

�
^  : (8)

�á«¨ ¦¥ ¯®«®¦¨âì ' = ��� , â® â ª¨¬ ¦¥ ®¡à §®¬ ¯®«ãç¨¬

Z
U

��!�
i ^ d =

Z
U

�
���k

i ^ !
�
k +

pX
�=1

��!�
i ^ {

�
�

�
^  : (9)

�®áª®«ìªã à ¢¥áâ¢  (8) ¨ (9) á¯à ¢¥¤«¨¢ë ¤«ï ¢áïª®© ä®à¬ë  2 E10 (U;^
n�2T �(U)), ¢ á¨-

«ã ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¡®¡é¥®£® ¢¥è¥£® ¤¨ää¥à¥æ¨ « , ¯®«ãç ¥¬, çâ® ä®à¬ë �i
j ¨ !�

i , i; j =
1; : : : ; n, � = 1; : : : ; p, ®¡« ¤ îâ ®¡®¡é¥ë¬¨ ¢¥è¨¬¨ ¤¨ää¥à¥æ¨ « ¬¨, á®¢¯ ¤ îé¨¬¨ á
¯à ¢ë¬¨ ç áâï¬¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ãà ¢¥¨© (6) ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x 2 X.

� áá¬®âà¨¬ â®¦¤¥áâ¢® d(d��^') = �d��^d', � = 1; : : : ; p. �§ ¥£® á«¥¤ã¥â, çâ®
R
U

d��^d' = 0.

� á¨«ã (4), ¯®«ãç ¥¬

Z
U

�
�

nX
i=1

�i!�
i ei +

pX
�=1

��
{
�
���

�
^ d' = 0; �; � = 1; : : : ; p; i = 1; : : : ; n:

�®«ì§ãïáì «¥¬¬®© 3,  å®¤¨¬

Z
U

�
�

nX
i=1

�i!�
i ^ d('ei) +

pX
�=1

��
{
�
� ^ d('�� ) +

+
� nX
i=1

�i!�
i ^ dei �

pX
�=1

��
{
�
� ^ d��

�
^ '

�
= 0:

� á¨«ã (4) ®âáî¤  ¨¬¥¥¬

Z
U

�
�

nX
i=1

�i!�
i ^ d('ei) +

pX
�=1

��
{
�
� ^ d('�� ) +

+
nX
i=1

�i!�
i ^

�
�k
i ek +

pX
�=1

��!
�
i ��

�
^ '�

�
pX

�=1

��
{
�
� ^

�
�

nX
i=1

�i!�
i ei +

pX
�=1

��
{
�
���

�
^ '

�
= 0:

�®« £ ï ' = ���  , ã¬®¦ ï   a�, ¯®á«¥ áã¬¬¨à®¢ ¨ï ¯® � = 1; : : : ;m ¯®«ãç ¥¬

Z
U

��
{
�
� ^ d = �

Z
U

� nX
i=1

���i!�
i ^ !

�
i �

pX
�=1

����
{
�
� ^ {

�
�

�
^  :

�âáî¤  ¨ ¨§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ®¡®¡é¥®£® ¢¥è¥£® ¤¨ää¥à¥æ¨ « , ¢ á¨«ã ¯à®¨§¢®«ì®áâ¨  2
E10 (U;^

n�2T �(U)) á«¥¤ã¥â, çâ® ä®à¬ë {�
�, �; � = 1; : : : ; p, ®¡« ¤ îâ ®¡®¡é¥ë¬ ¢¥è¨¬ ¤¨ää¥-

à¥æ¨ «®¬ ¢ â®çª¥ x 2 X, ¨ íâ®â ¤¨ää¥à¥æ¨ « á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à ¢®© ç áâìî á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£®
à ¢¥áâ¢  ¨§ (6).
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2. �®«ï ¢à é¥¨©

2.1.�ãáâì V (X) | ¢¥ªâ®à®¥ à áá«®¥¨¥, f 2 Er(X;V (X)), r � 0. �¥¯à¥àë¢®© ¤¥ä®à¬ æ¨¥©
á¥ç¥¨ï f ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¢áïª®¥ ¥¯à¥àë¢®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ F : X � (�"; ") ! V (X), " > 0,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨ï¬

a) F (x; 0) = f(x) ¤«ï ¢áïª®© â®çª¨ x 2 X;

¡) ¤«ï ¢áïª®£® t 2 (�"; ") ®â®¡à ¦¥¨¥ ft : X ! V (X), ®¯à¥¤¥«¥®¥ à ¢¥áâ¢®¬ ft(x) =
F (x; t), ï¢«ï¥âáï á¥ç¥¨¥¬ ¨§ Er(X;V (X)).

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¤¥ä®à¬ æ¨ï F ¯à¨ ¤«¥¦¨â ª« ááã Cs, s � 1, ¥á«¨

¢) ¤«ï ¢áïª®© â®çª¨ x 2 X ®â®¡à ¦¥¨¥ Fx : (�"; ") ! V (X), ®¯à¥¤¥«¥®¥ à ¢¥áâ¢®¬

Fx(t) = F (x; t), ¯à¨ ¤«¥¦¨â ª« ááã Cs;

£) ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥ äãªæ¨¨ F (x; t) ¯® t 2 (�"; ") ¤® ¯®àï¤ª  s ¢ª«îç¨â¥«ì® ¯¥à¥áâ -

®¢®ç® á ¤¨ää¥à¥æ¨à®¢ ¨¥¬ ¯® «®ª «ìë¬ ª®®à¤¨ â ¬ â®çª¨ x ¤® ¯®àï¤ª  r ¢ª«î-

ç¨â¥«ì®.

�®¢®àïâ, çâ® ¤¥ä®à¬ æ¨ï F ¯à¨ ¤«¥¦¨â ª« ááã C1, ¥á«¨ ®  ¯à¨ ¤«¥¦¨â ª« ááã Cs ¤«ï
¢á¥å s = 1; 2; : : : �¥ä®à¬ æ¨ï F  §ë¢ ¥âáï   «¨â¨ç¥áª®©, ¥á«¨ ®  ¯à¨ ¤«¥¦¨â ª« ááã C1

¨ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x 2 X ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥  áâ¥¯¥ë¬ àï¤®¬

F (x; t) = f(x) + 2
1X
s=1

�sf(x)ts; (10)

áå®¤ïé¨¬áï   (�"; "), ª®íää¨æ¨¥âë ª®â®à®£® �sf 2 Er(X;V (s)(X)).
�ãáâì P (X) | Cr-¯®¤à áá«®¥¨¥ ¢¥ªâ®à®£® à áá«®¥¨ï V (X), f 2 Er(X;P (X)). �¥ä®à-

¬ æ¨¥© ª« áá  Cs, 1 � s � 1, á¥ç¥¨ï f ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¢áïª®¥ ¥¯à¥àë¢®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥
F : X � (�"; ") ! P (X), " > 0, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨ï¬  ) ¨ ¡) ¨ ï¢«ïîé¥¥áï ¤¥ä®à¬ -
æ¨¥© f ª« áá  Cs ª ª á¥ç¥¨ï ¨§ Er(X;V (X)). �¥ä®à¬ æ¨î á¥ç¥¨ï f 2 Er(X;P (X)) ¡ã¤¥¬
 §ë¢ âì   «¨â¨ç¥áª®©, ¥á«¨ ®  ï¢«ï¥âáï ¤¥ä®à¬ æ¨¥© ª« áá  C1 ¨ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ ¬®¦¥â
¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥  áå®¤ïé¨¬áï   (�"; ") àï¤®¬ (10), ¢ ª®â®à®¬ �sf 2 Er(X;P (s)(X)). � ®¨-
ç¥áª®¥ ¢«®¦¥¨¥ Px(X) � Vx(X) ¯®§¢®«ï¥â ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x 2 X § ç¥¨¥ �(s)f(x), s = 1; 2; : : : ,
à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¢¥ªâ®à ¨§ Vx(X).

�á¯®«ì§®¢ ¨¥ s-¯à®¨§¢®¤®£® à áá«®¥¨ï ¢ ®¯à¥¤¥«¥¨¨   «¨â¨ç¥áª®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ®¡-
ãá«®¢«¥® â¥¬, çâ® ¤«ï ä¨ªá¨à®¢ ®© â®çª¨ x 2 X   «¨â¨ç¥áª ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï F § ¤ ¥â
  «¨â¨ç¥áª¨© ¯ãâì Fx : (�"; ")! Px(X) � Vx(X). �à¨ íâ®¬

�sf(x) =
dsFx(t)
2s!dts

����
t=0

; s = 1; 2; : : : (11)

�«ï § ¤ ®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ F ª« áá  Cs á¥ç¥¨¥ �sf 2 Er(X;P (s)(X)), ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ä®à¬ã«®©
(11),  §ë¢ ¥âáï s-© ¢ à¨ æ¨¥© á¥ç¥¨ï f . �®« £ ¥¬ �0f = f , �1f = �f .

�« áá ¤¥ä®à¬ æ¨©, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å ®¤¨ ¨ â¥ ¦¥ ¢ à¨ æ¨¨ �1f; : : : ; �lf ,  §ë¢ ¥âáï ¡. ¬. ¤¥-
ä®à¬ æ¨¥© l-£® ¯®àï¤ª  á¥ç¥¨ï f (áà. [34]). �. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨ï l-£® ¯®àï¤ª  ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ï-
¥âáï § ¤ ¨¥¬ ª ª®©-«¨¡® ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ª« áá  C l á § ¤ ë¬¨ ¢ à¨ æ¨ï¬¨ �1f; : : : ; �lf . �áïª ï

â ª ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á   ¢ ¢¨¤¥ F (x; t) = f(x) + 2
lP

s=1
�sf(x)ts + o(l), £¤¥ o(l) 2

Er(X;V (X)),
o(l)
t

! 0 ¯à¨ t ! 0. �¥¬ á ¬ë¬ ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨î l-£® ¯®àï¤ª  ¬®¦® à áá¬ âà¨-

¢ âì ª ª l-áâàãî [35]   «¨â¨ç¥áª®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨. �¯¥à â®à �s : Er(X;P (X)) ! Er(X;P (s)(X)),
®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© ä®à¬ã«®© (11),  §ë¢ ¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢ àì¨à®¢ ¨ï s-£® ¯®àï¤ª .

2.2. � áá¬®âà¨¬ ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨î fztgt2(�";") l-£® ¯®àï¤ª  ¯®£àã¦¥¨ï z : X ! �, l =
1; : : : ;1. �à¨ l = 1 ¤¥ä®à¬ æ¨î áç¨â ¥¬   «¨â¨ç¥áª®©. � áá¬ âà¨¢ ï z ª ª á¥ç¥¨¥ ¨§
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Er(X;X � �), r � 1, ¬ë ¬®¦¥¬ ¯®«ì§®¢ âìáï â¥à¬¨®«®£¨¥© ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ãªâ . �¥ä®à¬ -
æ¨ï fztgt2(�";") ¯®à®¦¤ ¥â ¤¥ä®à¬ æ¨î fI(zt)gt2(�";") ¬¥âà¨ª¨ I(z),   § ç¨â, ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨î
�t = (� it )

n
i=1, t 2 (�"; "), «®ª «ì®£® ª®à¥¯¥à  � 2 Er�1(X;<�(X)), £¤¥ �t 2 Er�1(X;<t

�(X)), <
t
�(X)

| SO(n;�)-®à¡¨â  ¬¥âà¨ª¨ I(zt). �à¨ íâ®¬ ¤¥ä®à¬ æ¨ï f�tgt2(�";") ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á â®ç®áâìî
¤®  «®¦¥¨ï ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ª®à¥¯¥à  � ¯® ®à¡¨â¥ <�(X), â. ¥. ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¢¨¤  � it = qij(t)�

j , £¤¥
¬ âà¨æ  (qij(t))

n
i;j=1 2 Cr�1(X;SO(n;�)). �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤¥ä®à¬ æ¨ï «®ª «ì®£® à¥¯¥à 

e = (ej)nj=1 ¨§ ª á â¥«ì®£® à áá«®¥¨ï TF ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¤¥ä®à¬ æ¨¥© ¯®£àã¦¥¨ï z c â®ç®-
áâìî ¤®  «®¦¥¨ï ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¢¨¤  etj = pij(t)ei, £¤¥ (p

i
j(t))

n
i;j=1 2 C

r�1(X;SO(n;�)). �§ (3) á«¥-
¤ã¥â, çâ® ¤¥ä®à¬ æ¨ï «®ª «ì®£® à¥¯¥à  � = (��)

p
�=1 ®à¬ «ì®£® à áá«®¥¨ï T

?F ®¯à¥¤¥«ï¥â-
áï á â®ç®áâìî ¤®  «®¦¥¨ï ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ¢¨¤  �t� = q��(t)�� , £¤¥ (q

�
�(t))

p
�;�=1 2 C

r�1(X;SO(p;�)).
�ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¯à¨ § ¤ ®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨ fztgt2(�";") ¤¥ä®à¬ æ¨¨ à¥¯¥à®¢ e ¨ � § ä¨ª-

á¨à®¢ ë, ¨  §ë¢ âì ¨å ¯®à®¦¤¥ë¬¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¥© fztgt2(�";").

�¥®à¥¬  2. �«ï § ¤ ®© ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨¨ l-£® ¯®àï¤ª  zt : X ! �, t 2 (�"; "), " > 0,
l = 1; : : : ;1, ¯®£àã¦¥¨ï z 2 Cr(X;�), r � 1, ¨ ¯®à®¦¤¥ëå ¥î ¤¥ä®à¬ æ¨© «®ª «ìëå à¥¯¥à®¢

e = (ei)ni=1, � = (��)
p
�=1 áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥ ï á¨áâ¥¬  ¡¨¢¥ªâ®à®¢ (V s)ls=1,

V s 2 Cr�1(X;^2�), â ª ï, çâ®

�sei =
sX

�=1

V ��s��ei; �s�� =
sX

�=1

V ��s����; s = 1; : : : ; l; i = 1; : : : ; n; � = 1; : : : ; p; (12)

£¤¥ ¯®¤ § ª ¬¨ áã¬¬ë | ¢ãâà¥¥¥ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥ ¡¨¢¥ªâ®à    ¢¥ªâ®à ([36], ç. 1, x 2, c. 15).

� ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ íâ®© â¥®à¥¬ë ¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ í«¥¬¥â à®¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ «¨-
¥©®©  «£¥¡àë, ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ª®â®à®£® ®¯ãáª ¥¬.

�¥¬¬  5. �á«¨ ¤«ï á¨áâ¥¬ ¢¥ªâ®à®¢ b� = b��a� ¨ c� = c
�
�a�, �; �; �; � = 1; : : : ;m ¢ � ¢ë¯®«-

¥ë ãá«®¢¨ï c�c� = b�b�, det(b��) det(c
�
�) > 0, â® áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¯à¨â®¬ ¥¤¨áâ¢¥ ï ¬ âà¨æ 

P = (p��)
m
�;�=1 2 SO(m;�), â ª ï, çâ® c� = p��b�.

�®ª ¦¥¬ â¥®à¥¬ã 2. �«ï ¢¥ªâ®à®¢ à¥¯¥à®¢ et = (eti)
n
i=1 ¨ �

t = (�t�)
p
�=1, ¯®à®¦¤¥ëå ¤¥ä®à-

¬ æ¨¥© zt : X ! �, ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x 2 X ¨ ¯à¨ ª ¦¤®¬ t 2 (�"; ") ¨¬¥¥¬

etie
t
j = �ij ; e

t
i�

t
� = 0; �t��

t
� = ��� ; i; j = 1; : : : ; n; �; � = 1; : : : ; p:

�âáî¤  ¨ ¨§ (2) ¨ (3), ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 5, á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ¬ âà¨æë P (t) = (p��(t))
m
�;�=1 2

SO(m;�), ¤«ï ª®â®à®©

eti = P (t)ei; �
t
� = P (t)��; i = 1; : : : ; n; � = 1; : : : ; p; t 2 (�"; "); (13)

£¤¥ ¢ ¯à ¢ëå ç áâïå | ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¬ âà¨æ, ¨ ®â®¡à ¦¥¨¥ P : (�"; ") ! SO(m;�) ï¢«ï¥â-
áï   «¨â¨ç¥áª¨¬ ¯ãâ¥¬ ¢ SO(m;�) á P (0) = 1 ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x 2 X. �® «¥¬¬¥ 1 ¬®¦¥¬
¯®«®¦¨âì P (t) = �(v(t)), £¤¥ v : (�"; ") ! ^(m) |   «¨â¨ç¥áª¨© ¯ãâì ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ ^(m)
ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å m�m-¬ âà¨æ á v(0) = 0. �âáî¤  ¤«ï ¢ à¨ æ¨¨ �sP ¢ á¨«ã (11)  å®¤¨¬

�sP =
v(s)(0)
s!

� +
s�1X
�=1

v(�)(0)
�!

�s��P;

�P = v(1)(0)�; s = 2; : : : ; l:

(14)

�ãáâì v(s)(0) = (v��s )m�;�=1, ei = e�i a�, �� = ���a�, � = 1; : : : ;m, i = 1; : : : ; n, � = 1; : : : ; p. �§ (13)
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¨ (14)  å®¤¨¬

�se
�
i =

v��s
s!
���e

�
i +

s�1X
�=1

v���
�!

����
s��e

�
i ;

�s��� =
v��s
s!
����

�
� +

s�1X
�=1

v���
�!

����
s�����; s = 2; : : : ; l; (15)

�e
�
i = v

��
1 ���e

�
i ; ���� = v

��
1 ����

�
�;

i = 1; : : : ; n; � = 1; : : : ; p; �; �; �;= 1; : : : ;m:

� áá¬®âà¨¬ ¢ ^2� á¨áâ¥¬ã ¡¨¢¥ªâ®à®¢

V s =
1
2s!

v��s [a�; a�]; s = 1; : : : ; l; �; � = 1; : : : ;m;

£¤¥ [�; �] | ¢¥è¥¥ ã¬®¦¥¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ ¢ �. � ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ ¡¨¢¥ªâ®à®¢ V s à ¢¥áâ¢  (15)
§ ¯¨èãâáï ¢ ¢¨¤¥ (12). �¥¬ á ¬ë¬ ¤®ª § ® áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ á¨áâ¥¬ë (V s)ls=1.

�®ª ¦¥¬ ¥¤¨áâ¢¥®áâì. �®¯ãáâ¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¥é¥ ®¤  á¨áâ¥¬  ¯®«¥© ( eV s)ls=1, ã¤®-
¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬ (12). �«ï à §®áâ¨ eV 1 � V 1 ¨¬¥¥¬

( eV 1 � V 1)ei = 0; ( ~V 1 � V 1)�� = 0; i = 1; : : : ; n; � = 1; : : : ; p:

� ª ª ª (ei; ��) | ¡ §¨á ¢ �, â® ¯®«ãç ¥¬ eV 1 = V 1. �á«¨ â¥¯¥àì ¯® ¨¤ãªæ¨¨ ¤®¯ãáâ¨âì, çâ®eV 1 = V 1; : : : ; eV s�1 = V s�1, â® ¤«ï à §®áâ¨ eV s � V s ¨§ (12) á®¢  ¯®«ãç¨¬ ( eV s � V s)ei = 0,
( eV s � V s)�� = 0, ¨, § ç¨â, eV s = V s ¤«ï ¢á¥å s = 1; : : : ; l.

� ¢¥áâ¢  (12) ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x 2 X ¨ ¯à¨ ª ¦¤®¬ s = 1; : : : ; l ï¢«ïîâáï «¨¥©ë¬¨
®â®á¨â¥«ì® ª®¬¯®¥â®¢ ¯®«ï V s. �«¥¤®¢ â¥«ì®, íâ¨ ª®¬¯®¥âë ï¢«ïîâáï à æ¨® «ìë¬¨
äãªæ¨ï¬¨ ®â ª®¬¯®¥â®¢ ¢¥ªâ®à®¢ ei; �� ¨ ¡¨¢¥ªâ®à®¢ V 1; : : : ; V s�1, ¯à¨ç¥¬ ª®¬¯®¥âë V 1

§ ¢¨áïâ â®«ìª® ®â ª®¬¯®¥â®¢ ei ¨ ��. � ª ª ª ¯®«ï ei; �� 2 Cr�1(X;�), â® ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®
V s 2 Cr�1(X;^2�), s = 1; : : : ; l. �

�¨áâ¥¬ã ¯®«¥© (V s)ls=1, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ãî â¥®à¥¬®© 2, ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì á¨áâ¥¬®© ¯®«¥© ¢à é¥¨©,
  ¥¥ í«¥¬¥â V s | ¯®«¥¬ ¢à é¥¨© ¯®àï¤ª  s ¯à¨ ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨¨ l-£® ¯®àï¤ª  (  «¨â¨ç¥áª®©
¤¥ä®à¬ æ¨¨, ¥á«¨ l =1) ¯®£àã¦¥¨ï z : X ! �.

2.3. �®â ä ªâ, çâ® ¢¢¥¤¥ ï á¨áâ¥¬  ¯®«¥© ¢à é¥¨© ¤«ï ®¡é¥© ¡.¬. ¤¥ä®à¬ æ¨¨ l-£® ¯®-
àï¤ª  ®¡®¡é ¥â ¨§¢¥áâãî á¨áâ¥¬ã ¯®«¥© ¢à é¥¨© ¤«ï ¡.¬. ¨§£¨¡ ¨ï l-£® ¯®àï¤ª , ¨««îáâà¨-
àã¥âáï á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬®©.

�¥®à¥¬  3. �«ï á¨áâ¥¬ë ¯®«¥© ¢à é¥¨© (V s)ls=1 ¡. ¬. ¤¥ä®à¬ æ¨¨ z
t : X ! �, t 2 (�"; "),

" > 0, Cr-¯®£àã¦¥¨ï z : X ! �, r � 2, á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥áâ¢ 

d�sz =
sX

�=1

V �d�s��z +
s�1X
�=1

V ��s��� iei + �s� iei; i = 1; : : : ; n; s = 1; : : : ; l; l = 1; : : : ;1 (16)

(¯à¨ s = 1 ¢â®à ï áã¬¬  ¨áç¥§ ¥â).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¬¥¥¬

d�sz = �s(� iei) =
sX

�=1

(��� i�s��ei + �s��� i��ei) =

= �s� iei + � i�sei + 2
s�1X
�=1

��� i�s��ei:
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�®á«¥¤îî áã¬¬ã ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ M . �® â¥®à¥¬¥ 2 ®  ¯à¥®¡à §ã¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

M = 2
s�1X
�=1

��� i
s��X
�=1

V ��s����ei = 2
s�1X
�=1

V �

s��X
�=1

��� i�s����ei =

=
s�1X
�=1

V �

� s��X
�=1

(��� i�s����ei + �s����� i��ei) + �s��� iei � � i�s��ei

�
=

=
s�1X
�=1

V �d�s��z � � i
s�1X
�=1

V ��s��ei +
s�1X
�=1

V ��s��� iei =

=
sX

�=1

V �d�s��z + � i�sei +
s�1X
�=1

V ��s��� iei:

�âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â âà¥¡ã¥¬®¥ à ¢¥áâ¢®.

� á«ãç ¥ ¡. ¬. ¨§£¨¡ ¨ï l-£® ¯®àï¤ª  ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® �s� i = 0, i = 1; : : : ; n, s = 1; : : : ; l,
¨ à ¢¥áâ¢® (16) ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ ¨§¢¥áâ®¥ à ¢¥áâ¢®, ®¯à¥¤¥«ïîé¥¥ ¯®«ï ¢à é¥¨© ¡. ¬. ¨§£¨-
¡ ¨ï [13].

2.4. � íâ®¬ ¯ãªâ¥ ¬ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¤¨ää¥à¥æ¨ « ¯®«ï ¢à é¥¨© s-£® ¯®àï¤ª  ¢ëà ¦ ¥âáï
ç¥à¥§ s-¥ ¢ à¨ æ¨¨ ä®à¬ á¢ï§®áâ¨, ¯®£àã¦¥¨ï ¨ ªàãç¥¨ï,   â ª¦¥ ç¥à¥§ ¯®«ï ¢à é¥¨© ¨
¢ à¨ æ¨¨ ãª § ëå ä®à¬ ¯®àï¤ª®¢, ¬¥ìè¨å s.

�¥¬¬  6. �«ï ¤¨ää¥à¥æ¨ «®¢ ¯®«¥© ¢à é¥¨© ¯à¨ ¡.¬. ¤¥ä®à¬ æ¨¨ l-£® ¯®àï¤ª , l =
1; : : : ;1, ¯®£àã¦¥¨ï z 2 C2(X;�) ¨¬¥îâ ¬¥áâ® à §«®¦¥¨ï

dV = �
1
2
�j��i

j [ei; ej ] + �i���!�
i [ei; ��]�

1
2
�����{�

�[�� ; ��]; (17)

dV s =
1
2
Aij
s [ei; ej ] +Bi�

s [ei; ��] +
1
2
C��
s [�� ; ��]; s � 2; (18)

£¤¥ V � V 1, ¯® ¨¤¥ªá ¬ i; j = 1; : : : ; n, �; � = 1; : : : ; p ¯à®¢®¤¨âáï áã¬¬¨à®¢ ¨¥, ¨

Aij
s = �Aji

s =

=
1
2
�i�j

s�1X
�=1

fV �([�s���k
i ek +���s��!�

i ��; ej ] +

+ [ei; �
s���k

j ek +���s��!�
j ��])�

� dV �([�s��ei; ej ] + [ei; �
s��ej ])g+�i�s�j

i ;

Bi�
s = �i��

s�1X
�=1

fV �[�s���k
i ek +���s��!�

i �� ; ��]�

� dV �[�s��ei; ��]g+�i���s!�
i ;

C��
s = �C��

s =

=
1
2
����

s�1X
�=1

fV �([��i�s��!�
i ei +���s��{�

���; ��] +

+ [�� ;��
i�s��!�

i ei +���s��{�
���])�

� dV �([�s���� ; ��] + [�� ; �s����])g+�����s{�
� ;

k = 1; : : : ; n; � = 1; : : : ; p; s = 1; : : : ; l:

(19)
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áª®«ìªã ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ x 2 X ¡¨¢¥ªâ®àë [ei; ej ], [ei; ��], [�� ; ��], ¯à¨ i <
j, � < �, i; j = 1; : : : ; n, �; � = 1; : : : ; p, ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ¯à®áâà áâ¢  ^2�, à §«®¦¥¨¥ (18) ¨¬¥¥â
¬¥áâ®, ¨ ¬®¦¥¬ áç¨â âì, çâ® Aij

s = �Aji
s , C

��
s = ����

s . �áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ® ª®íää¨æ¨¥âë
íâ®£® à §«®¦¥¨ï ¨¬¥îâ ¢¨¤ (19). �§ (18)  å®¤¨¬

Aij
s = �i�jdV s[ei; ej ]; Bi�

s = �i��dV s[ei; ��];

C��
s = ����dV s[�� ; ��]; (20)

i; j = 1; : : : ; n; �; � = 1; : : : ; p; s = 1; : : : ; l:

�¨ää¥à¥æ¨àãï ¯¥à¢®¥ ¨§ à ¢¥áâ¢ (12), ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

d�sei =
sX

�=1

dV ��s��ei +
sX

�=1

V �d�s��ei: (21)

�à¥®¡à §ã¥¬ ¢â®àãî áã¬¬ã á¯à ¢ , ®¡®§ ç¨¢ ¥¥ ç¥à¥§ L. �á¯®«ì§ãï s à § ¢ àì¨à®¢ ë¥ ä®à-
¬ã«ë � ãáá  (4), ¨¬¥¥¬

L =
sX

�=1

V �

s��X
�=1

[���k
i �

s����ek + �s�����k
i �

�ek +

+��(��!�
i �

s������ + �s����!�
i �

���)] =

=
s�1X
�=1

���k
i

s��X
�=1

V ��s����ek +

+
sX

�=2

�s���k
i

�X
�=1

V �����ek �
sX

�=2

�s���k
i V

�ek +

+��

� s�1X
�=1

��!�
i

s��X
�=1

V ��s������ +
sX

�=2

�s��!�
i

�X
�=1

V ������� �
sX

�=2

�s��!�
i V

���

�
:

�® â¥®à¥¬¥ 2 ¯®«ãç ¥¬

L =
sX

�=1

(���k
i �

s��ek + �s���k
i �

�ek)� �s�k
i ek � �s�1�k

i �
1ek �

�
sX

�=2

�s���k
i V

�ek +��

� sX
�=1

(��!�
i �

s���� + �s��!�
i �

���)�

� �s!�
i �� � �s�1!�

i �
1�� �

sX
�=1

�s��!�
i V

���

�
:

�®¢ì ¯à¨¬¥ïï s à § ¢ àì¨à®¢ ë¥ ä®à¬ã«ë � ãáá ,  å®¤¨¬

L = �sdei �
s�1X
�=1

(���k
i V

s��ek +����!�
i V

s����)� (�s�k
i ek +���s!�

i ��):

�®¤áâ ¢«ïï ¢ (21), ¯à¨å®¤¨¬ ª â®¦¤¥áâ¢ã

sX
�=1

dV ��s��ei =
s�1X
�=1

(���k
i V

s��ek +����!�
i V

s����) + �s�k
i ek +���s!�

i ��; (22)

32



£¤¥ i; k = 1; : : : ; n, � = 1; : : : ; p, s = 1; : : : ; l. �à¨ s = 1 ¯¥à¢ ï áã¬¬  á¯à ¢  ¨áç¥§ ¥â. �âáî¤ 
¨¬¥¥¬

dV sei =
s�1X
�=1

[V �(�s���k
i ek +���s��!�

i ��)� dV ��s��ei] +

+ �s�k
i ek +���s!�

i �� ; i; k = 1; : : : ; n; � = 1; : : : ; p:

(23)

�¨ää¥à¥æ¨àãï ¢â®à®¥ ¨§ à ¢¥áâ¢ (12), ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

d�s�� =
sX

�=1

dV ��s���� +
sX

�=1

V �d�s����:

�®   «®£¨¨ á ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï¬¨ áã¬¬ë L, ¨á¯®«ì§ãï ¢ àì¨à®¢ ë¥ ä®à¬ã«ë �¥©£ àâ¥ ,
¤«ï ¢â®à®© áã¬¬ë á¯à ¢   å®¤¨¬

sX
�=1

V �d�s���� = d�s�� +
sX

�=1

�i�s��!�
i V

�ei �
sX

�=1

���s��{�
�V

��� ;

£¤¥ i = 1; : : : ; n, �; � = 1; : : : ; p, s = 1; : : : ; l. �âáî¤  ¨ ¨§ (23) ¯®«ãç ¥¬

dV s�� =
s�1X
�=1

[V �(��i�s��!�
i ei +���s��{�

���)� dV ��s���� ]�

��i�s!�
i ei +���s{�

���; i; k = 1; : : : ; n; �; � = 1; : : : ; p:

(24)

�¬®¦ ï (23) áª «ïà®   ei, ��, ãç¨âë¢ ï (20), ¯®«ãç¨¬ ¢ëà ¦¥¨ï (19) ¤«ï ª®íää¨æ¨¥â®¢
Aij
s ¨ Bi�

s . �¬®¦ ï (24) áª «ïà®   ��, ¯®«ãç¨¬ âà¥¡ã¥¬®¥ ¢ëà ¦¥¨¥ ¤«ï ª®íää¨æ¨¥â®¢
C��
s . � ¢¥áâ¢® (17) ¯®«ãç¨âáï, ¥á«¨ ¢ íâ¨å à ááã¦¤¥¨ïå ¯®«®¦¨âì s = 1.
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