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�à®£à ¬¬  �¥«¨ªá  �«¥©  ¢ ¯¥à¢®© ¯®«®¢¨¥ �� áâ®«¥â¨ï ¨¨æ¨¨à®¢ «  à §¢¨â¨¥ ¥-
áª®«ìª® à §«¨çëå â¥®à¨© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à §«¨çë¬ £àã¯¯ ¬ ¯à¥®¡à -
§®¢ ¨© (¯à®¥ªâ¨¢®©, íª¢¨ ää¨®©, æ¥âà® ää¨®© ¨ â. ¤.). �¥«ìî ¨áá«¥¤®¢ ¨© ¢ ª ¦¤®¬
á«ãç ¥ ¡ë«® ¯®áâà®¥¨¥ ¨¢ à¨ â®© ®à¬ «¨§ æ¨¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨¤ãæ¨-
à®¢ ëå íâ®© ®à¬ «¨§ æ¨¥© £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å áâàãªâãà. � íâ®© à ¡®â¥ ®£à ¨ç¨¬áï à áá¬®âà¥-
¨¥¬ ¥¢ëà®¦¤¥ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© ¢ ¢¥é¥áâ¢¥®¬  ää¨®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, ® á ¤àã£®©
â®çª¨ §à¥¨ï. � ¯®¬¨¬, çâ® ¤«ï ¤ ®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ ¨¬¥¥âáï ¡¥áª®¥ç® ¬®£® ¢®§¬®¦-
ëå ®à¬ «¨§ æ¨©, ª ¦¤ ï ¨§ ª®â®àëå ¨¤ãæ¨àã¥â £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ áâàãªâãàë. �® £àã¯¯  ¨-
¢ à¨ â®áâ¨ ª ª ¯®¤£àã¯¯  ¯®«®©  ää¨®© £àã¯¯ë ¢ëç¨á«ï¥âáï â®«ìª® ¢ ®â®á¨â¥«ì® ¥-
§ ç¨â¥«ì®¬ ª®«¨ç¥áâ¢¥ á«ãç ¥¢. �â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ¯à¨¢®¤¨â ª ¨¤¥¥ ¨§ãç¥¨ï ¨¢ à¨ â®¢
¨ áâàãªâãà, ¥ § ¢¨áïé¨å ®â ¢ë¡®à  ®à¬ «¨§ æ¨¨. � ¤ ®© à ¡®â¥ ¤ ¥âáï ®¯¨á ¨¥ £¥®¬¥âà¨¨
¥¢ëà®¦¤¥ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© ¢  ää¨®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¢ â¥à¬¨ å â ª¨å ¨¢ à¨ â®¢ ¨
áâàãªâãà; ªà®¬¥ ¤¢ãå å®à®è® ¨§¢¥áâëå áâàãªâãà,   ¨¬¥® ª®ä®à¬®© ¨ ¯à®¥ªâ¨¢®-¯«®áª®©,
áãé¥áâ¢¥® ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¬ ¨áâàã¬¥â®¬ ï¢«ï¥âáï áâàãªâãà  �¥©«ï ¢¬¥áâ¥ á ¥¥ ª «¨¡à®¢®ç-
ë¬¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï¬¨. � «¨¡à®¢®çë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï íª¢¨¢ «¥âë § ¬¥¥ ®à¬ «¨§ æ¨¨,
¯®íâ®¬ã ª «¨¡à®¢®çë¥ ¨¢ à¨ âë ï¢«ïîâáï ¨¢ à¨ â ¬¨, ¥ § ¢¨áïé¨¬¨ ®â ®à¬ «¨§ -
æ¨¨. � à ¡®â¥ ¯à¨¢®¤¨âáï ¬®£® ¨§¢¥áâëå ¨ ®¢ëå ¨¢ à¨ â®¢ â ª®£® â¨¯  ¨ ¨««îáâà¨àã¥âáï
íää¥ªâ¨¢®áâì à §¢¨¢ ¥¬®£® ¯®¤å®¤  á £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© â®çª¨ §à¥¨ï ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ®¡áã¦¤¥¨ï
ª «¨¡à®¢®ç®© ¨¢ à¨ â®áâ¨ ¢ ª®â¥ªáâ¥ å®à®è® ¨§¢¥áâëå § ¤ ç ¨ à¥§ã«ìâ â®¢  ää¨®©
â¥®à¨¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©.

1. �¢¥¤¥¨¥

�  ¥ª®â®àë¬¨ ¨áª«îç¥¨ï¬¨, ®¡ê¥ªâ ¬¨ ¨§ãç¥¨ï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© £¥®¬¥âà¨¨ ¢ XIX
áâ®«¥â¨¨ ï¢«ï«¨áì ªà¨¢ë¥ ¨ ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. �  ç «¥ �� áâ®«¥â¨ï,
á«¥¤ãï ¯à®£à ¬¬¥ �¥«¨ªá  �«¥© , �¨ª, �¨æ¥©ª  ¨ ¤àã£¨¥ ¨áá«¥¤®¢ â¥«¨  ç «¨ ¨§ãç âì
¯®¢¥¤¥¨¥ ªà¨¢ëå ¨ ¯®¢¥àå®áâ¥© ¯® ®â®è¥¨î ª à §«¨çë¬ £àã¯¯ ¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨©. �¨-
áâ¥¬ â¨ç¥áª®¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ¯à®¥ªâ¨¢®© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© £¥®¬¥âà¨¨  ç «®áì ¢ 1907 £.,  
ã¨¬®¤ã«ïà®- ää¨®© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© £¥®¬¥âà¨¨ | ¢ 1916 £. �.�î««¥à®¬, ¢ 1921 £. ¡ë-
«  ¯à¥¤«®¦¥  â ª  §ë¢ ¥¬ ï à¥«ïâ¨¢ ï ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì ï £¥®¬¥âà¨ï,   ¬®®£à ä¨ï [1] ¨
á¥à¨ï à ¡®â �. � ©¥à  1933{35 ££. ï¢¨«¨áì ¯¥à¢ë¬ á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª¨¬ ¢¢¥¤¥¨¥¬ ¢ æ¥âà® ää¨-
ãî ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìãî £¥®¬¥âà¨î ªà¨¢ëå ¨ ¯®¢¥àå®áâ¥©. �áâ®à¨ç¥áª¨¥ ¤¥â «¨ ¨ ¤ «ì¥©è¨¥
ááë«ª¨ ¬®¦®  ©â¨ ¢ ¬®®£à ä¨ïå [2]{[4], ®¡§®à¥ [5] ¨ ®¡è¨àëå ª®¬¬¥â à¨ïå ¨§¤ â¥«¥© ¢
[6].

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ç áâ¨ç®© ¯®¤¤¥à¦ª¥  ãç®£® ä®¤  DFG (Deutsche Forschugs Gemeinschaft).
�¥ª®â®àë¥ ç áâ¨ íâ®© à ¡®âë ¡ë«¨  ¯¨á ë ¢® ¢à¥¬ï  ãç®© ª®¬ ¤¨à®¢ª¨ ¢ ã¨¢¥àá¨â¥â¥ �®å®ªã,
�¥¤ ©, �¯®¨ï; à¥§ã«ìâ âë à ¡®âë ¡ë«¨ ¤®«®¦¥ë   á¥¬¨ à¥ ¢ ã¨¢¥àá¨â¥â¥ � æãè¨¬ë ¢ ¬ àâ¥
2004 £. �¢â®à áç¨â ¥â á¢®¨¬ ¯à¨ïâë¬ ¤®«£®¬ ¯®¡« £®¤ à¨âì �¥©ª¨ ¨ �ª¥¬¨ �¨è¨ª ¢ ,   â ª¦¥ �®â®ª®
�®â ¨ §  ¯à®ï¢«¥®¥ £®áâ¥¯à¨¨¬áâ¢®.
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�   ç «ìëå íâ ¯ å à §¢¨â¨ï  ää¨®© â¥®à¨¨ ¯®¢¥àå®áâ¥© ¢ ª ç¥áâ¢¥ £àã¯¯ë ¯à¥®¡à -
§®¢ ¨© ¡à « áì £àã¯¯  ã¨¬®¤ã«ïàëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨©. �¥«ìî á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª¨å ¨áá«¥¤®¢ -
¨© ï¢«ï«®áì  å®¦¤¥¨¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ¨¢ à¨ â®¢,  áá®æ¨¨à®¢ ëå á ¤ ®© £àã¯¯®©, ¢
ç áâ®áâ¨, ¯®áâà®¥¨¥ ®à¬ «¨§ æ¨¨ ¨ ¯®«ãà¨¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª¨. �à¨ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ¬¥âà¨ª¨ áã-
é¥áâ¢¥ë¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥¬ ï¢«ï« áì ¥¢ëà®¦¤¥®áâì £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨. �®®£à ä¨¨ [7],
[1] ¨, ¢ áãé¥áâ¢¥®© ç áâ¨, [2] á«¥¤ãîâ íâ®¬ã ¯®¤å®¤ã. �¤ ª® ¥ª®â®àë¥ ç áâ¨ ¬®®£à ä¨©
[1] ¨ [2] ¨, ¢ ®á®¡¥®áâ¨, ¤®¯®«¥¨¥ ª [2],  ¯¨á ®¥ �.�.�®à¤¥®¬, ¯®á¢ïé¥ë ¡®«¥¥ ®¡-
é¨¬ ¢®¯à®á ¬, â ª¨¬ ª ª  ää¨ë¥ á¢ï§®áâ¨   ¬®£®®¡à §¨ïå, á®¯àï¦¥ë¥ á¢ï§®áâ¨ ¨
à¥«ïâ¨¢ë¥ ®à¬ «¨§ æ¨¨. �¥«ïâ¨¢ ï ®à¬ «¨§ æ¨ï ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯ àã (Y; y), £¤¥ Y

| ª®®à¬ «ì®¥ ¯®«¥,   y | à¥«ïâ¨¢ ï ®à¬ «ì, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨î á¯ à¨¢ ¨ï (á¬.
x 3). �®à¬ «¨§ æ¨ï ¨¤ãæ¨àã¥â âà®©ªã (r; h;r�), ®¡à §®¢ ãî â ª  §ë¢ ¥¬ë¬¨ á®¯àï¦¥-

ë¬¨ á¢ï§®áâï¬¨ (r;r�) ¯® ®â®è¥¨î ª ¯®«ãà¨¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª¥ h. �®£® ¯®§¦¥ ¯®ïâ¨¥
á®¯àï¦¥ëå á¢ï§®áâ¥© á®¢  ¯à¨®¡à¥«® ¡®«ìè®¥ § ç¥¨¥ ¢ ®¢®© ¢¥àá¨¨ äã¤ ¬¥â «ì®©
â¥®à¥¬ë, ¤ ®© ¢ [8].

�ãé¥áâ¢¥ë¬ ¯à®¤¢¨¦¥¨¥¬ ¢ à §¢¨â¨¨ áâàãªâãà®£® ¯®¤å®¤  ï¢¨« áì «¥ªæ¨ï �.�®¬¨¤§ã
  ª®ä¥à¥æ¨¨ ¢ �îáâ¥à¥ ¢ 1982 £.,   ª®â®à®© ® ¤ « áâàãªâãàãî å à ªâ¥à¨§ æ¨î  ää¨-
®© ®à¬ «¨ ¢ ã¨¬®¤ã«ïà®© â¥®à¨¨. � ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥® �. � «ìâ¥à®¬, íâã å à ªâ¥à¨§ æ¨î
¬®¦®  ©â¨ ã¦¥ ¢ áâ âì¥ �.�« ¤¥àá  [9], ®¯ã¡«¨ª®¢ ®© ¤¢ã¬ï ¤¥áïâ¨«¥â¨ï¬¨ à ¥¥, ®¤ -
ª®, ª á®¦ «¥¨î, áâ âìï �« ¤¥àá  ¥  è«  ¨ª ª®£® ®âà ¦¥¨ï ¢ ¯®á«¥¤ãîé¥© «¨â¥à âãà¥.
�áá«¥¤®¢ ¨ï �®¬¨¤§ã, ¯®á¢ïé¥ë¥ áâàãªâãà®¬ã ¯®¤å®¤ã, ®ª § «¨ áãé¥áâ¢¥®¥ ¢«¨ï¨¥  
¤ «ì¥©è¥¥ à §¢¨â¨¥ â¥®à¨¨. �®«ìè®¥ § ç¥¨¥ ¨¬¥¥â ¢ëè¥ãª §  ï ®¢ ï ¢¥àá¨ï äã¤ ¬¥-
â «ì®© â¥®à¥¬ë, ¢ª«îç îé ï £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¯à®§à çãî ¨â¥à¯à¥â æ¨î ãá«®¢¨© ¨â¥£à¨àã¥-
¬®áâ¨. �®®£à ä¨¨ [3], [4],   â ª¦¥ ªãàá «¥ªæ¨© [10], ¯®á¢ïé¥ë© à¥«ïâ¨¢®© â¥®à¨¨, á«¥¤ãîâ
áâàãªâãà®¬ã ¯®¤å®¤ã �®¬¨¤§ã. � à ¬ª å áâàãªâãà®£® ¯®¤å®¤  à áá¬ âà¨¢ îâáï § ¤ ë¥
¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®-£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ áâàãªâãàë ¨ ãá«®¢¨ï ¨å á®¢¬¥áâ¨¬®áâ¨ ¢ ¢¥é¥áâ¢¥®¬  ä-
ä¨®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. �  £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ § ¤  ï ®à¬ «¨§ æ¨ï ¨¤ãæ¨àã¥â ä®à¬ã ®¡ê¥¬ 
¨ ¯®á«¥¤ãîé¨¥ ¨¢ à¨ âë ¯®áà¥¤áâ¢®¬ áâàãªâãàëå ãà ¢¥¨©. �®¤å®¤ ¢ª«îç ¥â á¨áâ¥¬ -
â¨ç¥áª®¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ä®à¬ «ìëå ¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å á¢®©áâ¢ ¨¢ à¨ â®¢, ¯®ï¢«ïîé¨åáï ¢
áâàãªâãàëå ãà ¢¥¨ïå; ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ãá«®¢¨ï á®¢¬¥áâ¨¬®áâ¨ ¤«ï ¨¤ãæ¨à®¢ ëå áâàãª-
âãà ä®à¬ «ì® ®âà ¦ îâ ãá«®¢¨ï á®¢¬¥áâ¨¬®áâ¨ ¢ ®¡ê¥¬«îé¥¬ ¯à®áâà áâ¢¥, ®à¬ «¨§ æ¨ï
ï¢«ï¥âáï ®â¬¥ç¥®©.

�¬¥¥âáï ¥áª®«ìª® à ¡®â, ¯®á¢ïé¥ëå â¥®à¨¨ ¥¢ëà®¦¤¥ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© ¢  ää¨-
®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ á® áâàãªâãà ¬¨, ¨¤ãæ¨à®¢ ë¬¨ ¯à®¨§¢®«ìë¬¨ âà á¢¥àá «ìë¬¨ ¯®«ï-
¬¨. �® ¯®ª  íâ®â ¯®¤å®¤ ï¢«ï¥âáï ¢ ¡®«ìè¥© áâ¥¯¥¨ â¥å¨çë¬ ¨ ¥ â ª¨¬ ¯à®§à çë¬ á
£¥®¬¥âà¨ç¥áª®© â®çª¨ §à¥¨ï (á¬.,  ¯à., [11]). �à¨ ®â¡à áë¢ ¨¨ ãá«®¢¨© ¥¢ëà®¦¤¥®áâ¨
¨áá«¥¤®¢ ¨ï áâ ®¢ïâáï ¡®«¥¥ á«®¦ë¬¨ (á¬.,  ¯à., [12]). � ¤ ®© à ¡®â¥ ¬ë ®£à ¨ç¨¢ -
¥¬áï ¨§ãç¥¨¥¬ ¥¢ëà®¦¤¥ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© á ¯à®¨§¢®«ì®© ®à¬ «¨§ æ¨¥©. � ª ç¥áâ¢¥
¬®â¨¢ æ¨¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¥ª®â®àë¥ ¢®¯à®áë ¨ § ¤ ç¨, ª®â®àë¥ ®¡ àã¦¨«¨áì ã¦¥ ¢ á«ãç ¥
â ª  §ë¢ ¥¬ëå à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ «¨§ æ¨©.

(i) �«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å ¢®§¬®¦ëå ®à¬ «¨§ æ¨© ¥¢ëà®¦¤¥®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ £àã¯¯  ¨-
¢ à¨ â®áâ¨ ï¢«ï¥âáï ¥¨§¢¥áâ®©; ¨áª«îç¥¨ï ãª § ë ¢ [13] ¨ [14].

(ii) �«ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ®âª«®¥¨¥ ¥¤¨¨ç®© ®à¬ «¨ ®âà -
¦ ¥â ¨âã¨â¨¢®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ® ¯®ïâ¨¨ ¢¥è¥© ªà¨¢¨§ë,   ®¯¥à â®à �¥©£ àâ¥ 
¨«¨ ®¯¥à â®à ä®à¬ë § â¥¬ ¯®§¢®«ï¥â ¢ ï¢®¬ ¢¨¤¥ ®¯¨á âì íâ® ¯®ïâ¨¥. �ª § ®¥ ¯à¥¤-
áâ ¢«¥¨¥   «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ à ¡®â ¥â ¢ ã¨¬®¤ã«ïà®© â¥®à¨¨. �®¦® «¨ ¢ á«ãç ¥
¯à®¨§¢®«ì®© ®à¬ «¨§ æ¨¨ ¨§¢«¥çì ª ªãî-«¨¡® £¥®¬¥âà¨ç¥áªãî ¨ä®à¬ æ¨î ®¡ ¨¤ã-
æ¨à®¢ ®¬ ®¯¥à â®à¥ ¨ ä®à¬¥ á¢ï§®áâ¨ ¨§ áâàãªâãà®£® ãà ¢¥¨ï �¥©£ àâ¥ ?

(iii) �áïª ï ¥¢ëà®¦¤¥ ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì ¤®¯ãáª ¥â ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«® ®à¬ «¨§ æ¨©.
� ç áâ®áâ¨, ¨¬¥¥âáï ¡¥áª®¥ç®¥ ç¨á«® à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ «¨§ æ¨©. � ª ª®¬ ®â®è¥¨¨
 å®¤ïâáï ¬¥¦¤ã á®¡®© ¯à®¨§¢®«ìë¥ (à¥«ïâ¨¢ë¥) ®à¬ «¨§ æ¨¨, ¨¤ãæ¨à®¢ ë¥ ¨-
¢ à¨ âë ¨ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨?
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(iv) � áá¬®âà¨¬ ¢á¥ ¢®§¬®¦ë¥ ®à¬ «¨§ æ¨¨ ¨ ¨¤ãæ¨à®¢ ë¥ ¨¬¨ ¨¢ à¨ âë. � ª¨¥ ¨§
íâ¨å ¨¢ à¨ â®¢ ¢ë¤¥«ïîâ á¯¥æ¨ «ìë¥ ª« ááë £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ®¡ê¥ªâ®¢, ®âà ¦ îé¨¥
á¯¥æ¨ä¨ç¥áª¨¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©? (�¢ã¬ï å®à®è® ¨§¢¥áâë¬¨
¯à¨¬¥à ¬¨ ï¢«ïîâáï ª®ä®à¬ë© ª« áá ¨¤ãæ¨à®¢ ëå ¬¥âà¨ª ¨ ¯à®¥ªâ¨¢® ¯«®áª¨©
ª« áá ª®®à¬ «ìëå á¢ï§®áâ¥©).

�ëè¥ãª § ë¥ ¢®¯à®áë ¯à¨¢®¤ïâ ª ¯®áâ ®¢ª¥ á«¥¤ãîé¥© ¯à®¡«¥¬ë. �«ï ¥¢ëà®¦¤¥-

®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨  ©â¨ ¨¢ à¨ âë ¨ ¨¢ à¨ âë¥ á¢®©áâ¢ , ª®â®àë¥ ¥ § ¢¨áïâ ®â

¢ë¡®à  ª ª®©-«¨¡® ®à¬ «¨§ æ¨¨,  ¯à¨¬¥à, ¨¢ à¨ âë ¯®¤®¡ë¥ â¥§®àã ª®ä®à¬®© ªà¨-
¢¨§ë ¨«¨ ¯à¥¤£¥®¤¥§¨ª ¬ ª« áá  ª®®à¬ «ìëå á¢ï§®áâ¥©. � ª¨¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢ 
£¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ ®âà ¦ îâ â ª¨¥ ¨¢ à¨ âë?

�à®á¬ âà¨¢ ï «¨â¥à âãàã, ¬®¦®  ©â¨ ¯à¨¬¥àë ¨¢ à¨ â®¢, ª®â®àë¥ ¥ § ¢¨áïâ ®â ª ª®©-
«¨¡® ®à¬ «¨§ æ¨¨; ¢ xx 6.1, 6.2 ¨ 6.4 ¯à¥¤áâ ¢«¥ë ¤ ¢®  ©¤¥ë¥ ¯à¨¬¥àë ¨§ à ¡®â [7] ¨ [2],
  â ª¦¥ ¨§ [3]. � [15]{[18]  ¬¨ ¯®«ãç¥ë ¤àã£¨¥ à¥§ã«ìâ âë â ª®£® å à ªâ¥à . �®áâ ¢«¥ë¥
¢ëè¥ ¢®¯à®áë ï¢«ïîâáï ®â¯à ¢ë¬ ¯ãªâ®¬ à ááã¦¤¥¨© ¢ ¥¤ ¢® ®¯ã¡«¨ª®¢ ®© à ¡®â¥
[19] (¢ ª®â®à®© ®¤ ª® ¥ ¤ ¥âáï ¯à¨«®¦¥¨© ª  ää¨®© â¥®à¨¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©).

� ¤ ®© à ¡®â¥ ¯à®¤®«¦ ¥âáï á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª®¥ ¨§ãç¥¨¥ ¨¢ à¨ â®¢, ¥ § ¢¨áïé¨å ®â
®à¬ «¨§ æ¨¨ ¥¢ëà®¦¤¥®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨. �®¤£®â®¢¨â¥«ì ï ç áâì à ¡®âë ¯®á¢ïé¥ 
®¡§®àã â¥®à¨¨ ¥¢ëà®¦¤¥ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© ¨ ¨§ãç¥¨î ¨¢ à¨ â®¢, ¨¤ãæ¨à®¢ ëå

¯à®¨§¢®«ìë¬ ª®®à¬ «ìë¬ ¯®«¥¬. �ã¤ ¬¥â «ì ï ¯ à  (r�; h) ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ § ¤ ¥âáï ª®-
®à¬ «ì®© á¢ï§®áâìî r� ¨ ¨¤ãæ¨à®¢ ®© ¯®«ãà¨¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª®© h: � â ª®© ä®à¬¥ íâ 
â¥®à¨ï   «®£¨ç  à¥«ïâ¨¢®© â¥®à¨¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©. �ë ®áâ  ¢«¨¢ ¥¬áï   ¥ª®â®àëå
¯à®áâëå  ¡«î¤¥¨ïå, ª á îé¨åáï ¤¢ãå â¨¯®¢ ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ âà á¢¥àá «ìëå ¯®-

«¥©, ª®â®àë¥ ¯®¬®£ îâ ®¡®á®¢ âì  èã â®çªã §à¥¨ï. �à¨ ®â¡à áë¢ ¨¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï ®
¥¢ëà®¦¤¥®áâ¨, ¯®¤å®¤, ¨á¯®«ì§ãîé¨© äã¤ ¬¥â «ìãî á¨áâ¥¬ã, ¨¤ãæ¨à®¢ ãî ®¤¨¬¨
ª®®à¬ «ï¬¨, ¥ £®¤¨âáï, ¯®áª®«ìªã ª®®à¬ «ì ï á¢ï§®áâì ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¥ ®¯à¥¤¥«¥ , ¨
¯®íâ®¬ã ¯à¨å®¤¨âáï ¨á¯®«ì§®¢ âì äã¤ ¬¥â «ìãî á¨áâ¥¬ã, ¨¤ãæ¨à®¢ ãî âà á¢¥àá «ì-
ë¬ ¯®«¥¬ [12]. �® ª ª â®«ìª® ¬ë ¯à¥¤¯®« £ ¥¬ ¥¢ëà®¦¤¥®áâì £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨, ¥ ¤¥« ï
ª ª¨å-«¨¡® ¤ «ì¥©è¨å ¯à¥¤¯®«®¦¥¨©, ®¯à¥¤¥«¥® ¯à¥¤¯®çâ¨â¥«ìë¬ ®ª §ë¢ ¥âáï ¯®¤å®¤,
¨á¯®«ì§ãîé¨© ª®®à¬ «ì®¥ ¯®«¥,   ¥ âà á¢¥àá «ì®¥. �â  â®çª  §à¥¨ï ®¡áã¦¤ ¥âáï ¢ x 3.

�«ï  å®¦¤¥¨ï áâàãªâãà, ¥ § ¢¨áïé¨å ®â ®à¬ «¨§ æ¨¨, ¢ x 5 ¢ëïáï¥âáï, ª ª¨¬ ®¡à §®¬
¨¤ãæ¨à®¢ ë¥ ¨¢ à¨ âë ¢¥¤ãâ á¥¡ï ¯à¨ § ¬¥¥ ®à¬ «¨§ æ¨¨. �â® ¯à¨¢®¤¨â ª ®á®¢®©
â¥¬¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï: ®âëáª ¨¥ áâàãªâãà ¨ ¨¢ à¨ â®¢, ¥ § ¢¨áïé¨å ®â ®à¬ «¨§ æ¨¨.

�®¬¨¬® ã¦¥ ã¯®¬ïãâëå ¯à¨¬¥à®¢,   ¨¬¥®, ª®ä®à¬ëå ¨ ¯à®¥ªâ¨¢®-¯«®áª¨å áâàãªâãà,
à áá¬ âà¨¢ ¥¬ â ª¦¥ ¥áâ¥áâ¢¥ãî áâàãªâãàã �¥©«ï   ¬®£®®¡à §¨¨ ¢¬¥áâ¥ á ¥¥ ª «¨¡à®¢®ç-
ë¬¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï¬¨. � «¨¡à®¢®çë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï íª¢¨¢ «¥âë § ¬¥¥ ®à¬ «¨§ æ¨¨.
�ª §  ï íª¢¨¢ «¥â®áâì ¯®§¢®«ï¥â ã¨ä¨æ¨à®¢ âì â¥à¬¨®«®£¨î ¨  §ë¢ âì £¥®¬¥âà¨ç¥-
áª¨¥ ¨¢ à¨ âë, ¥ § ¢¨áïé¨¥ ®â ®à¬ «¨§ æ¨¨, ª «¨¡à®¢®çë¬¨ ¨¢ à¨ â ¬¨. � x 6 ¬ë ¯à¨-
¢®¤¨¬ ¬®£® ¨¢ à¨ â®¢ ¨ ¨¢ à¨ âë¥ á¢®©áâ¢  â ª®£® â¨¯ ,   ¢ x 7 ¯à¨¢®¤¨¬ ª «¨¡à®¢®ç®-
¨¢ à¨ âë¥ äãªæ¨® «ë. �«ï ¨««îáâà æ¨¨ íää¥ªâ¨¢®áâ¨ à §¢¨¢ ¥¬®£® ¯®¤å®¤  á £¥®¬¥-
âà¨ç¥áª®© â®çª¨ §à¥¨ï ¢ x 8 ª «¨¡à®¢®ç ï ¨¢ à¨ â®áâì ®¡áã¦¤ ¥âáï ¢ ª®â¥ªáâ¥ å®à®è®
¨§¢¥áâëå § ¤ ç ¨ à¥§ã«ìâ â®¢ ¨§  ää¨®© â¥®à¨¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©.

�à ¢¨¢ ï à §«¨çë¥ ¯®¤å®¤ë ª  ää¨®© â¥®à¨¨ ¥¢ëà®¦¤¥ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©,
¬®¦® ãâ¢¥à¦¤ âì á«¥¤ãîé¥¥: ª« áá¨ç¥áª¨© ¯®¤å®¤ �«ïèª¥, áâàãªâãàë© ¯®¤å®¤,   â ª¦¥
ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ â ï â®çª  §à¥¨ï, á®£« á®¢ ® ¤¥¬®áâà¨àãîâ â®â ä ªâ, çâ® ã¨¬®-
¤ã«ïà ï ¨ æ¥âà® ää¨ ï â¥®à¨¨ ï¢«ïîâáï ®â¬¥ç¥ë¬¨ áà¥¤¨ ¢á¥å  ää¨ëå â¥®à¨© £¨-
¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© ¤«ï ¯à®¨§¢®«ìëå ®à¬ «¨§ æ¨©; �¨¥ ([13], â¥®à¥¬  5.7)  è¥« à¥«ïâ¨¢ãî
®à¬ «¨§ æ¨î, ¨¢ à¨ âãî ®â®á¨â¥«ì® ª®ä®à¬®© £àã¯¯ë, ¤¥©áâ¢ãîé¥©   Rn+1, ®¤ -
ª® ¤ «ì¥©è¨¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï íâ®© à¥«ïâ¨¢®© £¥®¬¥âà¨¨ ¯®ª  ¥ ¯à®¢®¤¨«¨áì.

�¡à â¨¢è¨áì ª ¨áâ®à¨ç¥áª®¬ã à §¢¨â¨î  ää¨®© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© £¥®¬¥âà¨¨, ®á®§ -
¥èì â® £à®¬ ¤®¥ ¢«¨ï¨¥, ª®â®à®¥   ¥¥ à §¢¨â¨¥ ®ª § «¨ �.�.�®à¤¥ ¨ � § áª ï £¥®¬¥âà¨-
ç¥áª ï èª®« . �¢â®à á ã¤®¢®«ìáâ¢¨¥¬ ¯®á¢ïé ¥â íâã à ¡®âã ¯ ¬ïâ¨ �.�.�®à¤¥ , à®¤¨¢è¥£®áï
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áâ®«¥â¨¥  § ¤.

2. �¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ Rn+1 á ¯à®¨§¢®«ì®© ®à¬ «¨§ æ¨¥©

� ¯®¬¨¬ ®á®¢ë¥ ä®à¬ã«ë ¤«ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ ¢  ää¨®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ Rn+1, ®à-
¬ «¨§®¢ ®© ¯à®¨§¢®«ìë¬ âà á¢¥àá «ìë¬ ¯®«¥¬, ¢¢e¤e¬ ®¡®§ ç¥¨ï,   §  ¯®¤à®¡®áâï¬¨
®â®è«¥¬ ª áâ ¤ àâë¬ ¬®®£à ä¨ï¬, â ª¨¬, ª ª [7], [2], [4], [3], [10].

2.1. �¡®§ ç¥¨ï. �®¯àï¦¥®áâì ¢¥é¥áâ¢¥®£®  ää¨®£® ¯à®áâà áâ¢  Rn+1 ¨ ¥£® ¤ã «ì-
®£® ¯à®áâà áâ¢  R(n+1)� ®¯¨áë¢ ¥âáï ¢ â¥à¬¨ å ¥¢ëà®¦¤¥®£® áª «ïà®£® ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï

h ; i : R(n+1)� �Rn+1 ! R:

�® ¢áïª¨¬ ¢¥ªâ®àë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬  áá®æ¨¨àã¥âáï ®¤®¬¥à®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¤¥-
â¥à¬¨ âëå ä®à¬, ä¨ªá¨àãîé¥¥ ®¡ê¥¬ë ¯® ¬®¤ã«î ¬ áèâ ¡ . �¨¬¢®« ¬¨ det ¨ det� ®¡®-
§ ç¨¬ ¯à®¨§¢®«ìãî ¯ àã ¤ã «ìëå ¤¥â¥à¬¨ âëå ä®à¬   Rn+1 ¨ R(n+1)� á®®â¢¥âáâ¢¥®.
�¤¨¬ ¨ â¥¬ ¦¥ á¨¬¢®«®¬ r ®¡®§ ç îâáï ª ®¨ç¥áª¨¥ ¯«®áª¨¥ á¢ï§®áâ¨   Rn+1 ¨ R(n+1)�.
�ãáâì M | á¢ï§®¥, ®à¨¥â¨à®¢ ®¥ ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®¥ ¬®£®®¡à §¨¥ à §¬¥à®áâ¨ n � 2,  
x : M ! Rn+1 | ¯®£àã¦¥¨¥ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨. �®à¬ «¨§ æ¨¥© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x  §ë¢ ¥â-
áï â ª ï ¯ à  (Y; z), çâ® hY; zi = 1, £¤¥ z : M ! Rn+1 | ¯à®¨§¢®«ì®¥ âà á¢¥àá «ì®¥ ¯®«¥,
  Y : M ! R(n+1)� | ª®®à¬ «ì®¥ ¯®«¥ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á®®â®è¥¨î
hY; dz(v)i = 0 ¤«ï ¢á¥å ª á â¥«ìëå ¢¥ªâ®à®¢ v   M . �à á¢¥àá «ì®¥ ¯®«¥ z ¤®¯®«ï¥â ¡ §¨á
ª á â¥«ì®£® ¯à®áâà áâ¢  ¤® ¡ §¨á  ®¡ê¥¬«îé¥£® ¯à®áâà áâ¢ ,   ª®®à¬ «ì § ¤ ¥â ª á â¥«ì-
ãî ¯«®áª®áâì. �®à¬ «¨§®¢  ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© âà®©ªã (x; Y; z).

2.2. �¤ãæ¨à®¢ ë¥ ä®à¬ë ®¡ê¥¬ . � ä¨ªá¨àã¥¬ ä®à¬ã ®¡ê¥¬  det ¤«ï Rn+1. � áá¬®âà¨¬
¯®£àã¦¥¨¥ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x ¨ ¯à®¨§¢®«ìãî ®à¬ «¨§ æ¨î (Y; z). �à á¢¥àá «ì®¥ ¯®«¥ z
¨¤ãæ¨àã¥â ä®à¬ã ®¡ê¥¬  !   M :

!(v1; : : : ; vn) := det(dx(v1); : : : ; dx(vn); z);

£¤¥ (v1; : : : ; vn) | «®ª «ìë© à¥¯¥à. �ç¥¢¨¤®, íâ  ¨¤ãæ¨à®¢  ï ä®à¬  ®¡ê¥¬  § ¢¨á¨â ®â
¢ë¡®à  det ¨ z, § ¬¥  ¤¥â¥à¬¨ â®© ä®à¬ë ®¡ê¥¬«îé¥£® ¯à®áâà áâ¢  ¬¥ï¥â ¬ áèâ ¡
ä®à¬ë !. �«ï z] = q � z+ dx(w), £¤¥ w | ª á â¥«ìë© ¢¥ªâ®à,   q | ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ï, ¨£¤¥
¥ ®¡à é îé ïáï ¢ ã«ì äãªæ¨ï   M , ¨¬¥¥¬ !] = q � !. � â® ¢à¥¬ï ª ª z ¢á¥£¤  ¨¤ãæ¨àã¥â
ä®à¬ã ®¡ê¥¬ , ª®®à¬ «ì®¥ ¯®«¥ ¨¤ãæ¨àã¥â ä®à¬ã ®¡ê¥¬  â®«ìª® ¢ á«ãç ¥ ¥¢ëà®¦¤¥®©
£¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x (á¬. x 2.4).

2.3. �âàãªâãàë¥ ãà ¢¥¨ï. �¥®¬¥âà¨ï âà®©ª¨ (x; Y; z) ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯¨á   ¢ â¥à¬¨ å
¨¤ãæ¨à®¢ ®© ä®à¬ë ®¡ê¥¬  ¨ ¤àã£¨å £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ¨¢ à¨ â®¢, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå á ¯®¬®-
éìî á«¥¤ãîé¨å áâàãªâãàëå ãà ¢¥¨©,  §ë¢ ¥¬ëå á®®â¢¥âáâ¢¥® ãà ¢¥¨ï¬¨ � ãáá  ¨
�¥©£ àâ¥ :

rvdx(w) = dx(rvw) + h(v; w)z;

dz(v) = dx(�S(v)) + �(v)z:

�¤¥áì ¨ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ u; v; w; : : : ®§ ç îâ «¨¡® ª á â¥«ìë¥ ¢¥ªâ®àë, «¨¡® ¢¥ªâ®àë¥ ¯®«ï ¢
§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ª®â¥ªáâ . �¤ãæ¨à®¢  ï á¢ï§®áâì r ¥ ¨¬¥¥â ªàãç¥¨ï, h| á¨¬¬¥âà¨ç ï
¡¨«¨¥© ï ä®à¬ , S | ®¯¥à â®à ä®à¬ë ¨«¨ ®¯¥à â®à �¥©£ àâ¥ ,   � | 1-ä®à¬ , ï¢«ïî-
é ïáï ä®à¬®© á¢ï§®áâ¨; ¢ë¡®à § ª  ¯¥à¥¤ S ¢ ãà ¢¥¨ïå �¥©£ àâ¥  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¢ë¡®àã
®à¨¥â æ¨¨ âà á¢¥àá «ì®£® ¯®«ï z. �á¥ ª®íää¨æ¨¥âë ¢ áâàãªâãàëå ãà ¢¥¨ïå § ¢¨áïâ ®â
®à¬ «¨§ æ¨¨, ®¨ ¨¢ à¨ âë ®â®á¨â¥«ì® £àã¯¯ë  ää¨ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¯à®áâà áâ¢ 
Rn+1.
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2.4. �¥¢ëà®¦¤¥ë¥ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨. � ¯®á«¥¤ãîé¥¬ ®£à ¨ç¨¬áï à áá¬®âà¥¨¥¬ ¥¢ë-
à®¦¤¥ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©. �¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì x  -
§ë¢ ¥âáï ¥¢ëà®¦¤¥®©, ¥á«¨ ¡¨«¨¥© ï ä®à¬  h ¢ áâàãªâãàëå ãà ¢¥¨ïå � ãáá  ¥ ¢ë-
à®¦¤¥ ; å®à®è® ¨§¢¥áâ®, çâ® íâ® á¢®©áâ¢® ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ®à¬ «¨§ æ¨¨, ¯®áª®«ìªã ¢á¥
â ª¨¥ á¨¬¬¥âà¨çë¥ ¡¨«¨¥©ë¥ ä®à¬ë  å®¤ïâáï ¢ ª®ä®à¬®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨, ®¯à¥¤¥«ïï ª®-
ä®à¬ë© ª« áá C. � ª¨¬ ®¡à §®¬,   ¥¢ëà®¦¤¥®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ ¢áïª®¥ âà á¢¥àá «ì®¥
¯®«¥ ¨¤ãæ¨àã¥â ¯®«ãà¨¬ ®¢ã ¬¥âà¨ªã h 2 C á® á¢ï§®áâìî �¥¢¨-�¨¢¨â  r(h) ¨ ä®à¬®© ®¡ê-
¥¬  !(h);   «®£¨çë¬ ®¡à §®¬ ¡ã¤¥¬ ®¡®§ ç âì â¥§®à ªà¨¢¨§ë íâ®© á¢ï§®áâ¨ á¨¬¢®«®¬
R(h), â¥§®à �¨çç¨ | á¨¬¢®«®¬ Ric(h), ®à¬¨à®¢ ãî áª «ïàãî ªà¨¢¨§ã | á¨¬¢®«®¬ {(h)
¨ â. ¤.

�¥¢ëà®¦¤¥®áâì £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x íª¢¨¢ «¥â  â®¬ã, çâ® «î¡®¥ ª®®à¬ «ì®¥ ¯®«¥ Y
á ¬® ï¢«ï¥âáï ¯®£àã¦¥¨¥¬ Y : M ! R(n+1)� á âà á¢¥àá «ìë¬ à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à®¬ Y . �áá®æ¨¨-
à®¢ ®¥ áâàãªâãà®¥ ãà ¢¥¨¥ � ãáá  ¨¬¥¥â ¢¨¤

rvdY (w) = dY (r�

vw) +
1

n� 1
Ric�(v; w)(�Y );

£¤¥ ª®®à¬ «ì ï á¢ï§®áâì r� ¥ ¨¬¥¥â ªàãç¥¨ï ¨ ï¢«ï¥âáï �¨çç¨-á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©, â. ¥.
¥¥ â¥§®à �¨çç¨ Ric� á¨¬¬¥âà¨ç¥. �¨¬¬¥âà¨ï â¥§®à  �¨çç¨ íª¢¨¢ «¥â  áãé¥áâ¢®¢ ¨î
r�-¯ à ««¥«ì®© ä®à¬ë ®¡ê¥¬  !�   M , ª®â®à ï ¥¤¨áâ¢¥  á â®ç®áâìî ¤® ¥ã«¥¢®£®
¯®áâ®ï®£® ¬®¦¨â¥«ï. �¬¥¥¬

!�(v1; : : : ; vn) :=
�

det(dY (v1); : : : ; dY (vn);�Y )

¤«ï «î¡®£® «®ª «ì®£® ¯®«ï à¥¯¥à ; ¢ë¡®à ¤àã£®© ¤¥â¥à¬¨ â®© ä®à¬ë det� ¢ ®¡ê¥¬«îé¥¬
¯à®áâà áâ¢¥ ¬¥ï¥â ¬ áèâ ¡ ä®à¬ë !�. �®à®è® ¨§¢¥áâ®, çâ® ¢á¥ ª®®à¬ «ìë¥ á¢ï§®áâ¨
 å®¤ïâáï ¢ ¯à®¥ªâ¨¢®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨; ª« áá ¢á¥å ª®®à¬ «ìëå á¢ï§®áâ¥© ®¡®§ ç ¥âáï á¨¬-
¢®«®¬ P�.

�®£àã¦¥¨¥ Y : M ! R(n+1)� ï¢«ï¥âáï ¥¢ëà®¦¤¥ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  â¥§®à
Ric� ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ìë© à £   M .

�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢ á«ãç ¥ ¥¢ëà®¦¤¥®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ ¨¬¥¥âáï ¡¨¥ªâ¨¢®¥ á®®â-
¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã ª« áá®¬ ª®®à¬ «ìëå ¯®«¥© ¨ ª®ä®à¬ë¬ ª« áá®¬ C ¯®«ãà¨¬ ®¢ëå ¬¥âà¨ª,
çâ® ¯®§¢®«ï¥â ®¯à¥¤¥«ïâì ¬¥âà¨ªã ¯®áà¥¤áâ¢®¬ § ¤ ¨ï ª®®à¬ «¨. �â® ¢¨¤® ¨§ á«¥¤ãîé¥£®
á®®â®è¥¨ï:

h(v; w) = �hdY (v); dx(w)i:

2.5. �á«®¢¨ï ¨â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ ¤«ï ¥¢ëà®¦¤¥®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x á ¯à®¨§¢®«ì®© ª®-
®à¬ «ìî Y .

(i) �®®à¬ «ì ï á¢ï§®áâì r� ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªâ¨¢®-¯«®áª®©; íâ® ®§ ç ¥â, çâ®
(a) â¥§®à ¯à®¥ªâ¨¢®© ªà¨¢¨§ë P �, ª®â®àë© ¢ â¥à¬¨ å â¥§®à  ªà¨¢¨§ë R� á¢ï§-

®áâ¨ r� ¨ ¥¥ â¥§®à  �¨çç¨ Ric� ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®®â®è¥¨ï¬¨

(n� 1)P �(u; v)w := (n� 1)R�(u; v)w � [Ric�(v; w)u �Ric�(u;w)v];

®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì â®¦¤¥áâ¢¥®;
(b) ¯ à  (r�;Ric�) ï¢«ï¥âáï ¯ à®© �®¤ ææ¨, â. ¥. ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â®è¥¨î ¯®«®©

á¨¬¬¥âà¨ç®áâ¨

r�

uRic
�(v; w) = r�

v Ric
�(u;w):

�®à®è® ¨§¢¥áâ®, çâ® ãá«®¢¨ï (a) ¨ (b) § ¢¨á¨¬ë, (á¬.,  ¯à., [20], [2], [3], [10]).

(ii) � à  (r�; h) ï¢«ï¥âáï ¯ à®© �®¤ ææ¨.

2.6. �á®¢ ï â¥®à¥¬ . �¥à¢ë© ¢ à¨ â. �«ï ¥¢ëà®¦¤¥®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x á ¯à®¨§-
¢®«ì®© ª®®à¬ «ìî Y ¯ à  (r�; h) ï¢«ï¥âáï äã¤ ¬¥â «ì®© á¨áâ¥¬®© ¢ á«¥¤ãîé¥¬ á¬ëá«¥.
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(i) �¤¨áâ¢¥®áâì. � áá¬®âà¨¬ ¤¢¥ ¯ àë (x; Y ) ¨ (x]; Y ]), á®áâ®ïé¨¥ ¨§ ¥¢ëà®¦¤¥®©
£¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ ¨ ª®®à¬ «ì®£® ¯®«ï. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® (r�; h) = (r�]; h]). �®£¤ 
¯ àë (x; Y ) ¨ (x]; Y ]) íª¢¨¢ «¥âë ¯® ¬®¤ã«î ¤¥©áâ¢¨ï ¯®«®© £àã¯¯ë  ää¨ëå ¯à¥-
®¡à §®¢ ¨©.

(ii) �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥. �«ï § ¤ ®© ¯ àë (r�; h) ãá«®¢¨ï ¨â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ ¯. 2.5 ï¢«ïîâáï
¥®¡å®¤¨¬ë¬¨ ¨ ¤®áâ â®çë¬¨ ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï â ª®© ¯ àë (x; Y ), çâ® x | ¥¢ëà®-
¦¤¥ ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì,   r� ¨ h ï¢«ïîâáï ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¢ áâàãªâãàëå ãà ¢¥-
¨ïå � ãáá  ¤«ï x ¨ Y .

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¤ ®£® ¢ à¨ â  äã¤ ¬¥â «ì®© â¥®à¥¬ë á«¥¤ã¥â ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢ à ¡®â
[11] ¨ [12], £¤¥ íâ®â à¥§ã«ìâ â áä®à¬ã«¨à®¢  ¢ ®â«¨ç®©, ® íª¢¨¢ «¥â®© ä®à¬¥. �«¥¤ã¥â
®â¬¥â¨âì, çâ® ¯ à  (r�; h) ¥ ®¯à¥¤¥«ï¥â âà®©ªã (x; Y; z) ®¤®§ ç® ¯® ¬®¤ã«î £àã¯¯ë  ää¨-
ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨©, ® ®¯à¥¤¥«ï¥â ®¤®§ ç® ¯ àã (x; Y ). �ª §  ï á¨âã æ¨ï ¡ã¤¥â ¤¥â «ì®
¯®ïá¥  ¢ x 3, £¤¥ ¡ã¤¥â ¯®ª § ®, çâ® áà¥¤¨ ¢á¥å ¢®§¬®¦ëå âà®¥ª (x; Y; z) á ®¤®© ¨ â®© ¦¥
¯ à®© (r�; h) ¨¬¥¥âáï á â®ç®áâìî ¤®  ää¨¨®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ®¤  ¨ â®«ìª® ®¤  à¥«ïâ¨¢-
 ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì (x; Y; y), ¤«ï ª®â®à®© ¯ à  (r�; h) ï¢«ï¥âáï äã¤ ¬¥â «ì®© á¨áâ¥¬®©.
�â®  ¡«î¤¥¨¥ ¯à¨¢®¤¨â ª ¯à®áâ®¬ã ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ®á®¢®© â¥®à¥¬ë,   «®£¨ç®¬ã ¢ x 4.11
¨§ [10].

�¥à¢ë© ¢ à¨ â ®á®¢®© â¥®à¥¬ë áä®à¬ã«¨à®¢  ¢ â¥à¬¨ å ¯à®¨§¢®«ì®£® ª®®à¬ «ì®-
£® ¯®«ï, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ä®à¬ã«¨à®¢ª  ¢ â¥à¬¨ å ¯à®¨§¢®«ì®£® âà á¢¥àá «ì®£® ¯®«ï ï¢«ï¥â-
áï ¡®«¥¥ â¥å¨ç®©, ® £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¬¥¥¥ ¯à®§à ç®©. �â® ®¡êïáï¥âáï â¥¬, çâ® ¢ ¯®á«¥¤¥¬
á«ãç ¥ ãá«®¢¨ï ¨â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ ¨¬¥îâ áãé¥áâ¢¥® ¡®«¥¥ á«®¦ë© ¢¨¤ [11]. �«ï ¢ëà®¦¤¥-

ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© ª®®à¬ «ì ï á¢ï§®áâì ¥ ®¯à¥¤¥«¥ , ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨å®¤¨âáï
¨á¯®«ì§®¢ âì ¨¢ à¨ âë, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ âà á¢¥àá «ìë¬ ¯®«¥¬ [12]. � ª ã¦¥ ¡ë«® ®â¬¥ç¥®
à ¥¥, ¢ëà®¦¤¥ë¥ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ ¤ ®© à ¡®â¥ ¥ à áá¬ âà¨¢ îâáï.

2.7. �ã¡¨ç¥áª ï ä®à¬  ¨ ä®à¬  �¥¡ëè¥¢ . � ¤®¯®«¥¨¥ ª ä®à¬ ¬ ®¡ê¥¬ ,   â ª¦¥ ¨¢ à¨-
 â ¬ r, r�, h, S ¨ � , ¥ï¢® ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¬ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ áâàãªâãàëå ãà ¢¥¨© ¥¢ëà®¦¤¥-
®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x á ¯à®¨§¢®«ì®© ®à¬ «¨§ æ¨¥© (Y; z), ãª ¦¥¬ ¤ «ì¥©è¨¥ ¨¢ à¨ âë
¨ ¨å £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢ . �  ¯®¤à®¡®áâï¬¨ ®â®è«¥¬ ç¨â â¥«ï ª à ¡®â¥ ([10], £«. 3, 4).

2.7.1. �¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ¨§¢¥áâë¥ ä ªâë. �¥§®à à §®áâ¨ á¢ï§®áâ¥© C(v; w) := r(h)vw �
r�

vw ï¢«ï¥âáï á¨¬¬¥âà¨çë¬,  áá®æ¨¨à®¢  ï ªã¡¨ç¥áª ï ä®à¬ , ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï á®®â®è¥¨-
¥¬ C[(u; v; w) := h(u;C(v; w)), ï¢«ï¥âáï ¯®«®áâìî á¨¬¬¥âà¨ç®© ¨ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â®è¥¨î
r�h = 2C[. �«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¤ ®¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ â¥§®à  C ®â«¨ç ¥âáï ®â ®¡ëç® ¢áâà¥-
ç îé¥£®áï ¢ «¨â¥à âãà¥. � ª ¯à ¢¨«® ¢ ª ç¥áâ¢¥ â¥§®à  C ¡¥à¥âáï à §®áâì ¬¥¦¤ã ¨¤ãæ¨à®-
¢ ®© ¨ ª®®à¬ «ì®© á¢ï§®áâï¬¨. � ¤ ®¬  ¬¨ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ â¥§®à  C ¥®¡å®¤¨¬® § âì
â®«ìª® ¯ àã (x; Y ),   ¥ âà®©ªã (x; Y; z). �á¯®«ì§ãï ¯ àã (x; Y ), ¬ë ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ¨¤ãæ¨à®¢ ãî
ª®®à¬ «ìãî á¢ï§®áâì r�,   â ª¦¥ ä®à¬ã h ¨§ á®®â®è¥¨ï h(v; w) = �hdY (v); dx(w)i. �â®
¯®§¢®«ï¥â ®¯à¥¤¥«¨âì r(h),   § â¥¬ â¥§®à C. �  íâ®¬ ¯ãâ¨ ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¢á¥ å®à®è¨¥ á¢®©áâ¢ 
ªã¡¨ç¥áª®© ä®à¬ë C[, ª ª ¨ ¢ à¥«ïâ¨¢®© â¥®à¨¨.

�®à¬  �¥¡ëè¥¢  T [, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ï á®®â®è¥¨¥¬ T [(v) := trace(w 7! C(v; w)), ï¢«ï¥âáï
§ ¬ªãâ®©, ¯®áª®«ìªã ¤«ï ª ¦¤®£® «®ª «ì®£® ¯®«ï à¥¯¥à®¢ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â®è¥¨¥

nT [ = d ln
!(h)(v1; : : : ; vn)
!�(v1; : : : ; vn)

;

£¤¥ ä®à¬ë ®¡ê¥¬  ®¤¨ ª®¢® ®à¨¥â¨à®¢ ë (áà ¢¨¢ ï ä®à¬ë ®¡ê¥¬ , ¢á¥£¤  ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤-
¯®« £ âì, çâ® ®¨ ®¤¨ ª®¢® ®à¨¥â¨à®¢ ë). �áá®æ¨¨à®¢ ®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ �¥¡ëè¥¢  T

®¯à¥¤¥«ï¥âáï á®®â®è¥¨¥¬ h(v; T ) := T [(v).
�§ ¢ëè¥¨§«®¦¥®£® ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé ï ®ç¥¢¨¤ ï £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï ¨â¥à¯à¥â æ¨ïä®à¬ë

T [ ¨ â¥§®à  C: T [ ¨§¬¥àï¥â ®âª«®¥¨¥ ä®à¬ ®¡ê¥¬ , ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª C ¨§¬¥àï¥â ®âª«®¥¨¥
á¢ï§®áâ¥© r� ¨ r(h).
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2.7.2. �¯®à ï äãªæ¨ï. �¯à¥¤¥«¨¬ ®¯®àãî äãªæ¨î ¯ àë (x; Y ) ¯® ®â®è¥¨î ª ä¨ª-
á¨à®¢ ®© â®çª¥ xo 2 Rn+1 ä®à¬ã«®© �(xo) := hY; xo � xi. � á«ãç ¥ xo = O 2 Rn+1 ¡ã¤¥¬
¨á¯®«ì§®¢ âì ®¡®§ ç¥¨¥ � := hY;�xi. �®à®è® ¨§¢¥áâ®, çâ® ¬®¦¥áâ¢® fp 2 M j �(xo) = 0g
¨£¤¥ ¥ ¯«®â®   ¥¢ëà®¦¤¥®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨. �áïª ï ®¯®à ï äãªæ¨ï ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
á«¥¤ãîé¥¬ã ãà ¢¥¨î ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå:

Hess� �+
1

n� 1
Ric� �� = h:

�â® ¢ ¦®¥ ãà ¢¥¨¥ ã¦¥ ¨§ãç «®áì �.�.�®à¤¥®¬ (á¬. [2], x 4 ¯à¨«®¦¥¨ï ¨ [10], x 4.13).

2.8. � ãáá®¢® ª®®à¬ «ì®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥. � ª ãª § ® ¢ ¯. 2.4, ¢ á«ãç ¥ ¥¢ëà®¦¤¥®© £¨-
¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ ª®®à¬ «ì®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ Y : M ! R(n+1)� ï¢«ï¥âáï ¯®£àã¦¥¨¥¬. � ª¨¬
®¡à §®¬, ¤«ï § ¤ ®© ¯ àë (x; Y ) íâ® ®â®¡à ¦¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥ë¬   «®£®¬ ª« áá¨ç¥-
áª®£® £ ãáá®¢  ®â®¡à ¦¥¨ï ¨ ®¯¨áë¢ ¥â ª®®à¬ «ìãî ¨¤¨ª âà¨áã. �®áª®«ìªã à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à
íâ®£® ¯®£àã¦¥¨ï âà á¢¥àá «¥ ª Y (M), ¬®¦® § ¯¨á âì áâàãªâãàë¥ ãà ¢¥¨ï � ãáá  ¤«ï
íâ®£® ¯®£àã¦¥¨ï ª ª ¢ ¯. 2.4. (� ®â«¨ç¨¥ ®â ª®®à¬ «ìëå ¯®«¥©, âà á¢¥àá «ìë¥ ¯®«ï ¥
®¡ï§ â¥«ì® ®¯à¥¤¥«ïîâ ¯®£àã¦¥¨ï.) �®£àã¦¥¨¥ Y : M ! R(n+1)� á ¬® ï¢«ï¥âáï ¥¢ëà®-
¦¤¥ë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  â¥§®à Ric� ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ìë© à £   M . � íâ®¬ á«ã-
ç ¥ â¥§®à Ric� (¯® ¬®¤ã«î ¯®«®¦¨â¥«ì®£® ¯®áâ®ï®£® ¬®¦¨â¥«ï) ¬®¦¥â ¡ëâì ¨á¯®«ì§®¢ 
¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯®«ãà¨¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª¨ ¤«ï áä¥à¨ç¥áª®© ª®®à¬ «ì®© ¨¤¨ª âà¨áë. �.�.�®à¤¥
¨á¯®«ì§ã¥â £ ãáá®¢® ª®®à¬ «ì®¥ ®â®¡à ¦¥¨¥ ¢ ([2], x 6 ¯à¨«®¦¥¨ï; á¬. â ª¦¥ [4], xx 0.9-0.15,
[3], x 2.5, [10], x 4.6).

3. �¥«ïâ¨¢ë¥ ®à¬ «¨§ æ¨¨

3.1. �« ááë íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ âà á¢¥àá «ìëå ¯®«¥©. �ä®à¬ã«¨à®¢ ë© ¢ ¯. 2.6 ¢ à¨ â
®á®¢®© â¥®à¥¬ë ¥ ¨á¯®«ì§ã¥â âà á¢¥àá «ì®áâ¨ ¯®«ï z. �â® ®¡êïáï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à -
§®¬. �«ï ¥¢ëà®¦¤¥®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x ª®®à¬ «ì®¥ à áá«®¥¨¥ ï¢«ï¥âáï «¨¥©ë¬
à áá«®¥¨¥¬,   ¢áïª®¥ ª®®à¬ «ì®¥ ¯®«¥ ï¢«ï¥âáï ¨£¤¥ ¥ ®¡à é îé¨¬áï ¢ ã«ì á¥ç¥¨¥¬
íâ®£® à áá«®¥¨ï. �¬¥¥âáï ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã ª« áá®¬ ¢á¥å ª®®à¬ «ì-
ëå ¯®«¥©, ¯à®¥ªâ¨¢ë¬ ª« áá®¬ ª®®à¬ «ìëå á¢ï§®áâ¥© ¨ ª®ä®à¬ë¬ ª« áá®¬ ¬¥âà¨ª. �
á«ãç ¥ âà á¢¥àá «ìëå ¯®«¥© á¨âã æ¨ï ¨¬¥¥â ¤àã£®© å à ªâ¥à. �«ï ¯à®ïá¥¨ï íâ®£® ä ªâ 
à áá¬oâà¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  ¢®§¬®¦ëå ®â®è¥¨ï íª¢¨¢ «¥â®áâ¨   ª« áá¥ ¢á¥å âà á¢¥à-
á «ìëå ¯®«¥©   £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x.

3.1.1. �¯à¥¤¥«¥¨¥.

(i) � §®¢¥¬ ¤¢  âà á¢¥àá «ìëå ¯®«ï z ¨ z] £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x â £¥æ¨ «ì® íª¢¨¢ -

«¥âë¬¨, ¥á«¨ ¤«ï ¥ª®â®à®£® ( , á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ ¤«ï «î¡®£®) ª®®à¬ «ì®£® ¯®«ï
Y ¢ë¯®«ï¥âáï á®®â®è¥¨¥

hY; zi = hY; z]i:

�â® á®®â®è¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â® áãé¥áâ¢®¢ ¨î ª á â¥«ì®£® ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï w, ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé¥£® á®®â®è¥¨î

z] = z + dx(w):

(ii) � §®¢¥¬ ¤¢  âà á¢¥àá «ìëå ¯®«ï z ¨ z] £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x âà á¢¥àá «ì® íª¢¨¢ -

«¥âë¬¨, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¨£¤¥ ¥ ®¡à é îé ïáï ¢ ã«ì ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ïäãªæ¨ï
q   M â ª ï, çâ® z] = qz.

3.1.2. � ¬¥ç ¨ï.

(i) �« áá â £¥æ¨ «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ª®®à¬ «ì-
®¬ã ¯®«î Y , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¬ã á®®â®è¥¨î hY; zi = 1 ¤«ï ¢á¥å z ¨§ íâ®£® ª« áá ,
¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â á¢ï§®áâ¨ r� ¢ ¯à¥¤¥« å ¯à®¥ªâ¨¢-
®£® ª« áá  P�. �¢  â £¥æ¨ «ì® íª¢¨¢ «¥âëå âà á¢¥àá «ìëå ¯®«ï ¨¤ãæ¨àãîâ
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¯®áà¥¤áâ¢®¬ áâàãªâãàëå ãà ¢¥¨© � ãáá  ¤«ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x ®¤ã ¨ âã ¦¥ ¬¥âà¨-
ªã h. �¬¥îâáï ¢§ ¨¬® ®¤®§ çë¥ á®®â¢¥âáâ¢¨ï ¬¥¦¤ã ¬®¦¥áâ¢®¬ ª« áá®¢ â £¥-
æ¨ «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, ¯à®¥ªâ¨¢ë¬ ª« áá®¬ P� ¨ ª®ä®à¬ë¬ ª« áá®¬ C ¬¥âà¨ª
â ª¨å, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¯ à  (r�; h) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãà ¢¥¨ï¬ �®¤ ææ¨.

(ii) �¢  âà á¢¥àá «ì® íª¢¨¢ «¥âëå âà á¢¥àá «ìëå ¯®«ï ¨¤ãæ¨àãîâ ¯®áà¥¤áâ¢®¬
áâàãªâãàëå ãà ¢¥¨© � ãáá  ¤«ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x ®¤ã ¨ âã ¦¥ ¨¤ãæ¨à®¢ ãî
á¢ï§®áâì r. �¬¥¥âáï ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã ¬®¦¥áâ¢®¬ ª« áá®¢
âà á¢¥àá «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨ ª« áá®¬ ¨¤ãæ¨à®¢ ëå á¢ï§®áâ¥©, ®¤ ª® ¬¥-
¦¤ã ª« áá ¬¨ âà á¢¥àá «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨ ª®®à¬ «ìë¬¨ ¯®«ï¬¨ ¢§ ¨¬® ®¤-
®§ ç®£® á®®â¢¥âáâ¢¨ï ¥â.

3.1.3. �¥¬¬ . �ãáâì x | ¥¢ëà®¦¤¥ ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì.

(i) � ª ¦¤®¬ ª« áá¥ â £¥æ¨ «ì® íª¢¨¢ «¥âëå âà á¢¥àá «ìëå ¯®«¥© ¨¬¥¥âáï ¢ â®ç-
®áâ¨ ®¤® âà á¢¥àá «ì®¥ ¯®«¥ y, ¤«ï ª®â®à®£® ãà ¢¥¨¥ �¥©£ àâ¥  ¯à¨¨¬ ¥â ¢¨¤
dy(v) = dx(�S(v)). �ë  §ë¢ ¥¬ â ª¨¥ âà á¢¥àá «ìë¥ ¯®«ï à¥«ïâ¨¢ë¬¨ ®à¬ «ï¬¨,
  ¯ àã (Y; y) á à¥«ïâ¨¢®© ®à¬ «ìî y, ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî á®®â®è¥¨î hY; yi = 1,  §ë-
¢ ¥¬ à¥«ïâ¨¢®© ®à¬ «¨§ æ¨¥©. �à®©ªã (x; Y; y)  §ë¢ ¥¬ à¥«ïâ¨¢®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®-

áâìî. (� ¥¬¥æª®¬ ¯¥à¥¢®¤¥ ¯à¨«®¦¥¨ï ª ¬®®£à ä¨¨ [2],  ¯¨á ®¬ �.�.�®à¤¥®¬,
à¥«ïâ¨¢ ï ®à¬ «¨§ æ¨ï  §ë¢ ¥âáïM -®à¬ «¨§ æ¨¥©,  ¢â®àë ª¨£¨ [3]  §ë¢ îâ à¥-
«ïâ¨¢ãî ®à¬ «ì íª¢¨ ää¨ë¬ âà á¢¥àá «ìë¬ ¯®«¥¬.)

(ii) � à  (Y; y) ï¢«ï¥âáï à¥«ïâ¨¢®© ®à¬ «¨§ æ¨¥© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

hY; yi = 1; hY; dyi = 0;

£¤¥, §¤¥áì ¨ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬, á®®â®è¥¨¥ ¢¨¤  hY; dyi = 0 ®§ ç ¥â, çâ® hY; dy(v)i = 0 ¤«ï
¢á¥å ª á â¥«ìëå ¯®«¥© v   M .

(iii) �¬¥¥âáï ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã ª®®à¬ «ìë¬¨ ¯®«ï¬¨ Y ¨ à¥«ïâ¨¢-
ë¬¨ ®à¬ «ï¬¨ y â ª¨¬¨, çâ® hY; yi = 1.

(iv) �«ï à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ «¨§ æ¨© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x ¨¬¥¥âáï ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â-
¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã ª« áá ¬¨ ®¡ê¥ªâ®¢ r�, h, Y , y, r (á¬. [10], xx 5.2{5.4).

(v) � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯¯. 2.2 ¨ 2.3 «î¡®¥ âà á¢¥àá «ì®¥ ¯®«¥ y ¨¤ãæ¨àã¥â á¢ï§®áâì r ¨
ä®à¬ã ®¡ê¥¬  !, ¯®íâ®¬ã y ï¢«ï¥âáï à¥«ïâ¨¢®© ®à¬ «ìî â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
r! = 0.

(vi) �¥¬¬ . � à  (Y; y), ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï á®®â®è¥¨î hY; yi = 1, ï¢«ï¥âáï à¥«ïâ¨¢®©
®à¬ «¨§ æ¨¥© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  âà®©ª  (r; h;r�) ï¢«ï¥âáï á®¯àï¦¥®©, â. ¥.
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â®è¥¨î

uh(v; w) = h(ruv; w) + h(v;r�

uw)

¤«ï ¢á¥å ª á â¥«ìëå ¯®«¥© u, v, w.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì z ¨ z] | ¤¢  â £¥æ¨ «ì® íª¢¨¢ «¥âëå âà á¢¥àá «ìëå ¯®«ï,
â. ¥. z] = z + dx(w) ¤«ï ¥ª®â®à®£® ª á â¥«ì®£® ¯®«ï w. �á¯®«ì§ãï ãà ¢¥¨ï �¥©£ àâ¥ ,
¯à¨å®¤¨¬ ª á®®â®è¥¨ï¬

dz](v) = dz(v) +rvdx(w) = dx(rvw � Sv) + (h(v; w) + �(v))z:

�«ï ¤ ®£® z ¬®¦® ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«¨âì ¯®«¥ w â ª®¥, çâ® h(v; w)+ �(v) = 0 ¤«ï ¢á¥å ª á -
â¥«ìëå ¢¥ªâ®à®¢ v. �®£¤  z] ï¢«ï¥âáï à¥«ïâ¨¢®© ®à¬ «ìî. �áâ «ìë¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï å®à®è®
¨§¢¥áâë (á¬.,  ¯à., [10], £«. 3{4).

�®¯àï¦¥®áâì âà®©ª¨ (r; h;r�) ï¢«ï¥âáï ®¡®¡é¥¨¥¬ å®à®è® ¨§¢¥áâ®© «¥¬¬ë �¨çç¨ ¢
à¨¬ ®¢®© £¥®¬¥âà¨¨. � áª®«ìª® ¨§¢¥áâ®  ¢â®àã, ¢ ¦®¥ ¯®ïâ¨¥ á®¯àï¦¥ëå á¢ï§®áâ¥©

(¯®  è¥© â¥à¬¨®«®£¨¨, á®¯àï¦¥ë¥ âà®©ª¨) ¡ë«® ¢¢¥¤¥® �.�.�®à¤¥®¬.
�®à®è® ¨§¢¥áâ®, çâ® ¢áïª ï  ¡áâà ªâ ï ¯ à  �®¤ ææ¨ (r�; h)   ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®¬ ¬®-

£®®¡à §¨¨, £¤¥ r� ï¢«ï¥âáï á¢ï§®áâìî ¡¥§ ªàãç¥¨ï, ¬®¦¥â ¡ëâì ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®-
¤®«¦¥  ¤® á®¯àï¦¥®© âà®©ª¨ (á¬. [21] ¨ [10], x 4.4,   â ª¦¥ ¯. 6.6 ¤ ®© à ¡®âë).
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3.1.4. �¥¬¬ . �ãáâì x | ¥¢ëà®¦¤¥ ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì,   z | âà á¢¥àá «ì®¥ ¯®«¥.
�«ï áâàãªâãàëå ãà ¢¥¨© ¢ â¥à¬¨ å ¯®«ï z á ¨¤ãæ¨à®¢ ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ r, h, S
¨ � á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï, ®â®áïé¨¥áï ª ª« ááã âà á¢¥àá «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯®«ï z,
íª¢¨¢ «¥âë:

(i) ¢ ª« áá¥ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¯®«ï z áãé¥áâ¢ã¥â à¥«ïâ¨¢ ï ®à¬ «ì;
(ii) ®¯¥à â®à S ï¢«ï¥âáï h-á ¬®á®¯àï¦¥ë¬;
(iii) ¨¤ãæ¨à®¢  ï á¢ï§®áâì r ï¢«ï¥âáï à¨çç¨-á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©;
(iv) 1-ä®à¬  � § ¬ªãâ .

� íâ®© ä®à¬¥ ¤  ï «¥¬¬  áä®à¬ã«¨à®¢   �.�¨¤¥à®¬ («¨ç®¥ á®®¡é¥¨¥); ¢ ¤àã£®© â¥à-
¬¨®«®£¨¨ ¢ à ¡®â¥ [22] áä®à¬ã«¨à®¢ ë ¥ª®â®àë¥ ç áâ¨ íâ®© «¥¬¬ë. �à®áâ®¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢®
íâ®© «¥¬¬ë ¬®¦® ¯®«ãç¨âì, á«¥¤ãï ãâ¢¥à¦¤¥¨ï¬ ¨ ¢ëç¨á«¥¨ï¬ à ¡®âë ([10], xx 3.5{3.8 ¨ 4.3).
�§«®¦¥¨¥ â¥®à¨¨ à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ «¨§ æ¨© ¬®¦®  ©â¨ â ª¦¥ ¢ ([2], [3] ¨ [10], xx 3.4{3.6).

�§ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® «î¡®¥ âà á¢¥àá «ì®¥ ¯®«¥ z ¨¤ãæ¨àã¥â ¥¤¨áâ¢¥ãî à¥-
«ïâ¨¢ãî ®à¬ «ì y (á â®© ¦¥ ®à¨¥â æ¨¥©), ¯à¨ ¤«¥¦ éãî â®¬ã ¦¥ ª« ááã â £¥æ¨ «ì®©
íª¢¨¢ «¥â®áâ¨. �¥¬¬  3.1.3 ®¯¨áë¢ ¥â á¯®á®¡ ¯®áâà®¥¨ï y ¯® z. �¬¥¥âáï ¤àã£ ï ¢®§¬®¦®áâì
¤«ï ¯®áâà®¥¨ï y ¯® z: âà á¢¥àá «ì®¥ ¯®«¥ z ¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì x ®¤®§ ç® ®¯à¥¤¥«ïîâ
ª®®à¬ «ì®¥ ¯®«¥ Y , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ á®®â®è¥¨î hY; zi = 1; ¨¬¥¥âáï ¥¤¨áâ¢¥®¥ à¥è¥¨¥
y á«¥¤ãîé¥© «¨¥©®© á¨áâ¥¬ë ¬ ªá¨¬ «ì®£® à £ : hY; yi = 1, hdY; yi = 0.

3.2. �à ¢¥¨¥ ª®®à¬ «ìëå ¨ âà á¢¥àá «ìëå ¯®«¥©. �¥à¢ë© ¢ à¨ â äã¤ ¬¥â «ì-
®© â¥®à¥¬ë ¢ ¯. 2.6 ¨ ¯à¥¤ë¤ãé¨¥ í«¥¬¥â àë¥ á¢®©áâ¢  ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ âà á¢¥à-
á «ìëå ¯®«¥© ¥¢ëà®¦¤¥®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ ¬®â¨¢¨àãîâ ãª § ë¥ ¨¦¥ â®çª¨ §à¥¨ï;
á«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® ¥¢ëà®¦¤¥®áâ¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ áãé¥áâ¢¥® ¤«ï
¤ «ì¥©è¥£®.

3.2.1. �¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨, ¨¤ãæ¨à®¢ ë¥ ª®®à¬ «ìë¬¨ ¯®«ï-

¬¨. �ãáâì x| ¥¢ëà®¦¤¥ ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì ¨ (Y; z) | ¯à®¨§¢®«ì ï ®à¬ «¨§ æ¨ï £¨¯¥à-
¯®¢¥àå®áâ¨ x.

(a) �®®à¬ «ì®¥ ¯®«¥ Y : M ! R(n+1)� ¢á¥£¤  ï¢«ï¥âáï ¯®£àã¦¥¨¥¬, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª
âà á¢¥àá «ì®¥ ¯®«¥ z : M ! Rn+1 ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¯®£àã¦¥¨¥¬ ¥ ï¢«ï¥âáï, ¡®«¥¥
â®£®, ª®®à¬ «ì®¥ ¯®«¥ ®¯à¥¤¥«ï¥â ª á â¥«ìë¥ ¯«®áª®áâ¨.

(b) �î¡ ï ª®®à¬ «ì ï á¢ï§®áâìr� ¥ ¨¬¥¥â ªàãç¥¨ï ¨ ï¢«ï¥âáï à¨çç¨-á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©,
¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¨¤ãæ¨à®¢  ï á¢ï§®áâì r, ï¢«ïïáì á¢ï§®áâìî ¡¥§ ªàãç¥¨ï, ¥ ï¢«ï-
¥âáï ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ à¨çç¨-á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©. �®«¥¥ â®£®, ¢á¥ ª®®à¬ «ìë¥ á¢ï§®áâ¨
¯à¨ ¤«¥¦ â ®¤®¬ã ¨ â®¬ã ¦¥ ª« ááã ¯à®¥ªâ¨¢®-¯«®áª¨å á¢ï§®áâ¥©, ¨å ¯à¥¤£¥®¤¥§¨-
ª¨ ®¡« ¤ îâ § ¬¥ç â¥«ìë¬ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¬ á¢®©áâ¢®¬: ®¨ ï¢«ïîâáï «¨¨ï¬¨ â¥¨ ¯®
®â®è¥¨î ª ¯ à ««¥«ìë¬ ¯ãçª ¬ á¢¥â  [2], [23], [24].

(c) �§ ãá«®¢¨© ¨â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® ¯ à  (r�; h) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãà ¢¥¨ï¬ �®¤ æ-
æ¨, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¯ à  (r; h) ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ãà ¢¥¨ï¬ �®¤ ææ¨ ¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â.

(d) � à  (Y; h) ®¯à¥¤¥«ï¥â £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì x ®¤®§ ç® á â®ç®áâìî ¤® ¯ à ««¥«ìëå
¯¥à¥®á®¢ ([3], á. 58).

(e) � à  (r�; h), ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬ ¨â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ � ãáá  ¤«ï â¥§®à  ªà¨¢¨§-
ë â¥§®à  R�,   â ª¦¥ ãà ¢¥¨ï¬ �®¤ ææ¨, ¢á¥£¤  ®¡à §ã¥â äã¤ ¬¥â «ìãî á¨áâ¥¬ã
¤«ï £¥®¬¥âà¨¨ ¯ àë (x; Y ), ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯ à  (r�; h) ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯ àã (x; Y ) á â®ç-
®áâìî ¤®  ää¨®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨. � ®¡é¥¬ á«ãç ¥   «®£¨ç®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ ¤«ï
¯ àë (r; h) ¯® ®â®è¥¨î ª ¯ à¥ (x; z) ¬¥áâ  ¥ ¨¬¥¥â.

3.2.2. �¥«ïâ¨¢ë¥ ®à¬ «¨§ æ¨¨ ï¢«ïîâáï ®â¬¥ç¥ë¬¨. �« áá à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ «¨§ æ¨©
(Y; y)   ¥¢ëà®¦¤¥®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x ï¢«ï¥âáï ®â¬¥ç¥ë¬ ¢ ª« áá¥ ¢á¥å ®à¬ «¨§ æ¨©
(Y; z)

(A) á¯ à¨¢ ¨¥ ª®®à¬ «¥© Y ¨ à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ «¥© y, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ ãá«®¢¨î
hY; yi = 1, ï¢«ï¥âáï ¡¨¥ªâ¨¢ë¬;
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(B) ¯® ¯à®¨§¢®«ì®¬ã âà á¢¥àá «ì®¬ã ¯®«î ¬®¦® ¯®áâà®¨âì ¥¤¨áâ¢¥ãî  áá®æ¨¨à®-
¢ ãî à¥«ïâ¨¢ãî ®à¬ «ì ¢ ¥£® ª« áá¥ â £¥æ¨ «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨;

(C) ¤«ï à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ «¨§ æ¨© áâàãªâãàë¥ ãà ¢¥¨ï �¥©£ àâ¥  ¡®«¥¥ ¯à®áâë¥; ¢
á«ãç ¥, ª®£¤  y :M ! Rn+1 ï¢«ï¥âáï ¯®£àã¦¥¨¥¬, ª á â¥«ìë¥ ¯«®áª®áâ¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå-
®áâ¥© x ¨ y ¯ à ««¥«ìë ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å â®çª å, çâ® ¯® â¥à¬¨®«®£¨¨ �.�.�®à¤¥ 
®§ ç ¥â, çâ® £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨  å®¤ïâáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ �¥â¥àá® ;

(D) âà®©ª  (r; h;r�) ï¢«ï¥âáï á®¯àï¦¥®© ¢ â®ç®áâ¨ ¢ á«ãç ¥ à¥«ïâ¨¢®© ®à¬ «¨§ æ¨¨;
íâ®â ä ªâ ¨¬¥¥â ¤ «¥ª® ¨¤ãé¨¥ á«¥¤áâ¢¨ï (á¬.,  ¯à., [2], ¤®¯®«¥¨¥ �.�.�®à¤¥ ; [10],
x 4.4, ¨ [21]);

(E) ¯à®¨§¢®«ì ï ®à¬ «¨§ æ¨ï (Y; z) ¨ à¥«ïâ¨¢ ï ®à¬ «¨§ æ¨ï (Y; y), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥
ãá«®¢¨ï¬ hY; yi = 1 = hY; zi, ¨¤ãæ¨àãîâ ®¤ã ¨ âã ¦¥ ¯ àã (r�; h)   M , ®¡à §ãîéãî
äã¤ ¬¥â «ìãî á¨áâ¥¬ã ¤«ï (x; Y ); ¯ à  (r�; h) ¯®§¢®«ï¥â ¢®ááâ ®¢¨âì £¨¯¥à¯®¢¥àå-
®áâì x á â®ç®áâìî ¤®  ää¨®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨.

3.2.3. �¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á«¥¤áâ¢¨ï. �ã¬¬¨àãï ¢ëè¥¨§«®¦¥ë¥ â®çª¨ §à¥¨ï, ¤«ï ¥¢ëà®-
¦¤¥ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© ¬®¦® ãâ¢¥à¦¤ âì á«¥¤ãîé¥¥:

(i) p áá¬aâà¨¢ ï ¯à®¨§¢®«ìë¥ ®à¬ «¨§ æ¨¨, ¬®¦® § ª«îç¨âì, çâ® £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï ¨-
ä®à¬ æ¨ï, ¢ëâ¥ª îé ï ¨§ ¨¢ à¨ â®¢, ¨¤ãæ¨à®¢ ëå ¯ à®© (x; Y ), ¢ ®¡é¥¬ § ç¨-
â¥«ì® «ãçè¥ ®âà ¦ ¥â £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x, ç¥¬ ¨ä®à¬ æ¨ï,
¢ëâ¥ª îé ï ¨§ ¨¢ à¨ â®¢, ¨¤ãæ¨à®¢ ëå ¯ à®© (x; z); ¢ ¤®¯®«¥¨¨ �.�.�®à¤¥  ª
¬®®£à ä¨¨ [2] ¯®¤ç¥àª¨¢ ¥âáï ¢ ¦®áâì áâàãªâãà, ¨¤ãæ¨àã¥¬ëå ª®®à¬ «ìë¬¨ ¯®-
«ï¬¨, ®¤ ª® ¥ ¢ë§ë¢ ¥â á®¬¥¨ï â®â ä ªâ, çâ® ¢ á¯¥æ¨ «ìëå á«ãç ïå â ª¨å ª ª
£¥®¬¥âà¨ï �«ïèª¥ ¨ æ¥âà® ää¨ ï £¥®¬¥âà¨ï,  áá®æ¨¨à®¢ ë¥ ®à¬ «¨ ¨¬¥îâ ¢ ¦-
®¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ § ç¥¨¥ (á¬. ¯. 3.4);

(ii) à áá¬ âà¨¢ ï ¤¢  ¢ëè¥ãª § ëå á¯®á®¡  ¢¢¥¤¥¨ï ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¤«ï âà á-
¢¥àá «ìëå ¯®«¥©, ¬®¦® § ª«îç¨âì á«¥¤ãîé¥¥: â £¥æ¨ «ì ï íª¢¨¢ «¥â®áâì ¢ ¦-
  â¥¬, çâ® ¢ ª« áá å íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ áãé¥áâ¢ãîâ ¥¤¨áâ¢¥ë¥ (¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬,
¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¥ íâ¨ ª« ááë) à¥«ïâ¨¢ë¥ ®à¬ «¨; ¨¬¥¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥®¥ ¢§ ¨¬® ®¤®-
§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã ª« áá ¬¨ â £¥æ¨ «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨ ª®®à¬ «ì-
ë¬¨ ¯®«ï¬¨, ãáâ  ¢«¨¢ ¥¬®¥ á®®â®è¥¨¥¬ hY; zi = 1 ¤«ï «î¡®£® z ¨§ ª« áá  íª¢¨¢ -
«¥â®áâ¨; ¬¥¦¤ã ª« áá ¬¨ âà á¢¥àá «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨ ª®®à¬ «ìë¬¨ ¯®«ï¬¨
¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®£® á®®â¢¥âáâ¢¨ï ¥â;

(iii) à¥«ïâ¨¢ë¥ ®à¬ «¨§ æ¨¨ ï¢«ïîâáï ®â¬¥ç¥ë¬¨ â ª¦¥ á® áâàãªâãà®© â®çª¨ §à¥¨ï:
¯ à ««¥«ì®áâì ¨¤ãæ¨à®¢ ëå ä®à¬ ®¡ê¥¬  ®âà ¦ ¥â á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ á¢®©áâ¢® ®¡ê-
¥¬«îé¥£® ¯à®áâà áâ¢  (á¬. ¢ëè¥ «¥¬¬ã 3.1.3(v), [3], xx II.1-II.3,   â ª¦¥ [10], x 3.6 ¨
£«. 8);

(iv) ¨§ãç ï £¥®¬¥âà¨î, ¨¤ãæ¨à®¢ ãî ®à¬ «¨§ æ¨¥©, ¬®¦® ®£à ¨ç¨âìáï à áá¬®âà¥¨¥¬
à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ «¨§ æ¨©.

� á«ãç ¥ ¢ëà®¦¤¥®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ ª®®à¬ «ìë¥ ¯®«ï ¡®«¥¥ ¥ ®¯à¥¤¥«ïîâ ¯®£àã¦¥-
¨ï ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥ ¨¤ãæ¨àãîâ ä®à¬ë ®¡ê¥¬  ¨ ª®®à¬ «ìë¥ á¢ï§®áâ¨. � íâ®¬ á«ãç ¥
¯à¨å®¤¨âáï ¨§ãç âì ¨¢ à¨ âë, ¨¤ãæ¨à®¢ ë¥ ¯ à ¬¨ (x; z) (á¬.,  ¯à., [12]).

3.3. �ã¡¨ç¥áª ï ä®à¬  ¨ ä®à¬  �¥¡ëè¥¢ . � ¯. 2.7 ¤®¡ ¢¨¬ ¥ª®â®àë¥ á®®â®è¥¨ï ¢ á«ãç ¥
à¥«ïâ¨¢®© ®à¬ «¨§ æ¨¨.

�¥§®à à §®áâ¨ C ¨ á¢ï§®áâ¨ r, r� ¨ r(h) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á®®â®è¥¨ï¬

C(v; w) =
1
2
(rvw �r�

vw); r(h) =
1
2
(r+r�);

r = r(h) +C; r� = r(h)� C;

r�h = 2C[ = �rh:
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�®à¬  �¥¡ëè¥¢  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®â®è¥¨ï¬

nT [ =
1
2
d ln

!(v1; : : : ; vn)
!�(v1; : : : ; vn)

= d ln
!(v1; : : : ; vn)

!(h)(v1; : : : ; vn)
= d ln

!(h)(v1; : : : ; vn)
!�(v1; : : : ; vn)

¤«ï «î¡®£® «®ª «ì®£® à¥¯¥à , £¤¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ä®à¬ë ®¡ê¥¬  ¨¬¥îâ ®¤ã ¨ âã ¦¥
®à¨¥â æ¨î. �®«¥¥ â®£®, ä¨ªá¨àãï ¯®áâ®ïë¥ ¬®¦¨â¥«¨ ¯®¤å®¤ïé¨¬ ®¡à §®¬, ¨¬¥¥¬

!(v1; : : : ; vn) � !�(v1; : : : ; vn) = (!(h)(v1; : : : ; vn))2:

3.4. �à¨¬¥àë à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ «¨§ æ¨©. �¥à¥ç¨á«¨¬ ¨§¢¥áâë¥ ¯à¨¬¥àë à¥«ïâ¨¢ëå ®à-
¬ «¨§ æ¨© (¤¥â «¨ ¬®¦®  ©â¨ ¢ [10], £«. 6).

3.4.1. �¢ª«¨¤®¢  ®à¬ «¨§ æ¨ï. �ãáâì ¯à®áâà áâ¢® Rn+1 á ¡¦¥® áª «ïàë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨-
¥¬, â®£¤  Rn+1 ¬®¦¥â ¡ëâì ®â®¦¤¥áâ¢«¥® á® á¢®¨¬ ¤ã «ìë¬ ¯à®áâà áâ¢®¬. �ãáâì � ®§ ç ¥â
¥¤¨¨ç®¥ ®à¬ «ì®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x, ª®â®à®¥ ¥¢ëà®¦¤¥®, ¥á«¨ ¨¤ã-
æ¨à®¢  ï ¡¨«¨¥© ï ä®à¬  h(E) = II ï¢«ï¥âáï ¥¢ëà®¦¤¥®© (§ ª \E" ¨á¯®«ì§ã¥âáï
¤«ï ®¡®§ ç¥¨ï ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¨¢ à¨ â®¢, § ª¨ I, II, III | á®®â¢¥âáâ¢¥® ¤«ï ®¡®§ ç¥¨ï
âà¥å äã¤ ¬¥â «ìëå ä®à¬). � ¥¢ª«¨¤®¢®¬ á«ãç ¥ � ï¢«ï¥âáï ®¤®¢à¥¬¥® ¨ ®à¬ «ìë¬
¨ ª®®à¬ «ìë¬ ¯®«¥¬, ¯®íâ®¬ã (Y (E); y(E)) = (�; �) ï¢«ï¥âáï à¥«ïâ¨¢®© ®à¬ «¨§ æ¨¥©.
�¤ãæ¨à®¢  ï á¢ï§®áâì r(E) á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢ï§®áâìî �¥¢¨-�¨¢¨â  r(I) ¯¥à¢®© äã¤ ¬¥-
â «ì®© ä®à¬ë I, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª r�(E) = r(III). �¬¥¥¬ á®®â®è¥¨¥

2C[(E) = r�(III)II = �r(I)II

¤«ï ª®¢ à¨ âëå ¯à®¨§¢®¤ëå ¢â®à®© äã¤ ¬¥â «ì®© ä®à¬ë, ¨§ ª®â®à®£® ¤«ï ä®à¬ë �¥-
¡ëè¥¢  ¢ëâ¥ª ¥â á«¥¤ãîé¥¥ á®®â®è¥¨¥:

T [(E) = �
1
2n

d ln jHn(E)j;

§¤¥áì S(E) ®§ ç ¥â ¥¢ª«¨¤®¢ ®¯¥à â®à �¥©£ àâ¥ ,   Hn(E) = detS(E) | ¥¢ª«¨¤®¢ã ªà¨¢¨§ã

� ãáá {�à®¥ª¥à . �¥®¬¥âà¨ï, ¨¤ãæ¨àã¥¬ ï ¥¢ª«¨¤®¢®© ®à¬ «¨§ æ¨¥©, ï¢«ï¥âáï ¨¢ à¨ â-
®© ®â®á¨â¥«ì® ¤¢¨¦¥¨©. �¥«ïâ¨¢ ï â®çª  §à¥¨ï ¯®¬®£ ¥â ã¨ä¨æ¨à®¢ âì ¬¥â®¤ë ¤®ª -
§ â¥«ìáâ¢, ¢ ç áâ®áâ¨, ¢ â¥®à¨¨ ¢¥è¥© ªà¨¢¨§ë (á¬.,  ¯à., [10], xx 6.1 ¨ 6.4.2, â ª¦¥ ¯. 9.1
¤ ®© à ¡®âë).

3.4.2. �ª¢¨ ää¨ ï ®à¬ «¨§ æ¨ï (®à¬ «¨§ æ¨ï �«ïèª¥). �¬¥¥âáï ¥¤¨áâ¢¥ ï (á â®ç®-
áâìî ¤® § ª ) ®à¬ «¨§ æ¨ï áà¥¤¨ à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ «¨§ æ¨©, å à ªâ¥à¨§ã¥¬ ï ®¡à é¥¨¥¬
¢ ã«ì ¥¥ ç¥¡ëè¥¢áª®£® ¯®«ï: T (e) = 0 (ãá«®¢¨¥  ¯®«ïà®áâ¨); § ª \e" ãª §ë¢ ¥â §¤¥áì   ¨-
¤ãæ¨à®¢ ãî íª¢¨ ää¨ãî £¥®¬¥âà¨î. �à á¢¥àá «ì®¥ ¯®«¥ y = y(e) ¢ íâ®© ®à¬ «¨§ æ¨¨
¨áâ®à¨ç¥áª¨ ¯à¨ïâ®  §ë¢ âì ¯®«¥¬  ää¨®© ®à¬ «¨. �à ¢¥¨¥ T (e) = 0 íª¢¨¢ «¥â®
á®®â®è¥¨î !� = !(h). �â® á®®â®è¥¨¥ å à ªâ¥à¨§ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ãî ¯ àã �®¤ ææ¨ (r�; h)
¢ ¤¥ª àâ®¢®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¨ P� � C. �  áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ã¨¬®¤ã«ïà ï £¥®¬¥âà¨ï ç áâ®  §ë-
¢ ¥âáï £¥®¬¥âà¨¥© �«ïèª¥; íâ  â¥à¬¨®«®£¨ï ®â¬¥ç ¥â ¡®«ìè®© ¢ª« ¤ �«ïèª¥ ¢ à §à ¡®âªã
íâ®© £¥®¬¥âà¨¨ (¥ ¨£®à¨àãï áãé¥áâ¢¥ë© ¢ª« ¤, á¤¥« ë© ¤àã£¨¬¨  ¢â®à ¬¨). �¥®¬¥âà¨ï,
¨¤ãæ¨à®¢  ï ®à¬ «¨§ æ¨¥© �«ïèª¥, ¨¢ à¨ â  ®â®á¨â¥«ì® £àã¯¯ë ã¨¬®¤ã«ïàëå
¯à¥®¡à §®¢ ¨© (¢ª«îç ï ¯ à ««¥«ìë¥ ¯¥à¥®áë).

� [3] ¯®«¥  ää¨®© ®à¬ «¨ ¢¢®¤¨âáï ª ª â ª®¥ ¯®«¥ à¥«ïâ¨¢®© ®à¬ «¨, çâ® !(h) = !.
�â®â áâàãªâãàë© ¯®¤å®¤ ¯®ï¢¨«áï ¢¯¥à¢ë¥ ¢ [9]; ®¤ ª® â®«ìª® ¯®§¤¥¥, ¢ 1982 £., ª®£¤  �®-
¬¨¤§ã ¥§ ¢¨á¨¬® ¨á¯®«ì§®¢ « ãª § ë© ¯®¤å®¤ ¢ «¥ªæ¨¨ ¢ �îáâ¥à¥, ® ®ª § « áãé¥áâ¢¥®¥
¢«¨ï¨¥   ¤ «ì¥©è¥¥ à §¢¨â¨¥  ää¨®© â¥®à¨¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©. � è  ¥§ ç¨â¥«ì ï
¬®¤¨ä¨ª æ¨ï, ¨á¯®«ì§ãîé ï ãà ¢¥¨¥ !(h) = !� ¢¬¥áâ® ãà ¢¥¨ï !(h) = !, ®á®¢ë¢ ¥âáï  
â®çª¥ §à¥¨ï, ¨§«®¦¥®© ¢ ¯. 3.2.1. �ë ¯à¥¤¯®ç¨â ¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¨¢ à¨ âë, ¨¤ãæ¨à®¢ -
ë¥ ª®®à¬ «ìë¬¨ ¯®«ï¬¨. (� ¯®¬¨¬ ®â¬¥ç¥ë© ¢ ¯¯. 2.2 ¨ 2.4 ä ªâ, çâ® ä®à¬ë ®¡ê¥¬ 
  M ¥¤¨áâ¢¥ë â®«ìª® á â®ç®áâìî ¤® ¥ã«¥¢ëå ¯®áâ®ïëå ¬®¦¨â¥«¥©; ® ¥ ¡ã¤¥¬ ¢
¤ «ì¥©è¥¬ ¯®áâ®ï® ãª §ë¢ âì   íâ®).
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3.4.3. �¥âà® ää¨ ï ®à¬ «¨§ æ¨ï. �®à®è® ¨§¢¥áâ®, çâ® ¤«ï ¥¢ëà®¦¤¥®© £¨¯¥à¯®-
¢¥àå®áâ¨ ¬®¦¥áâ¢® fp 2M j x(p) ª á ¥âáïMg ¨£¤¥ ¥ ¯«®â®. � ª¨¬ ®¡à §®¬, à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à
x ¯®çâ¨ ¢áî¤ã âà á¢¥àá «¥. �¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì á® ¢áî¤ã âà á¢¥àá «ìë¬ à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à®¬
¬ë  §ë¢ ¥¬ æ¥âà® ää¨®©, ¯à¨ íâ®¬ ¤«ï à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à  â ª¦¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ®¡®§ ç¥¨¥
x (á¬. [3], áá. 15, 37{39). �«ï â ª®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ ¬®¦® ¢ë¡à âì y(c) := "x ¢ ª ç¥áâ¢¥ à¥-
«ïâ¨¢®© ®à¬ «¨, £¤¥ " = +1 ¨«¨ " = �1 ¢ë¡¨à ¥âáï ¯®¤å®¤ïé¨¬ ®¡à §®¬ (á¬. ¨¦¥); ¯®
  «®£¨¨ á ¯à¥¤ë¤ãé¨¬ ¨á¯®«ì§ã¥¬ \c" ª ª § ª, ãª §ë¢ îé¨©   æ¥âà® ää¨ãî ®à¬ «¨-

§ æ¨î (Y (c); y(c)), £¤¥ Y (c) ®à¨¥â¨à®¢ ® â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®

1 = hY (c); y(c)i:

� ¯®¬¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï.
�®ª «ì® á¨«ì® ¢ë¯ãª« ï æ¥âà® ää¨ ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì  §ë¢ ¥âáï £¨¯¥à¯®¢¥àå®-

áâìî
(i) £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª®£® â¨¯ , ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x(p) 2 Rn+1  ç «® ª®®à¤¨ â ¢ Rn+1

¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì à á¯®«®¦¥ë ¯® à §ë¥ áâ®à®ë ®â  ää¨®© ª á â¥«ì®© £¨¯¥à-
¯«®áª®áâ¨ dx(TpM); æ¥âà® ää¨®¥ ®à¬ «ì®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ § ¤ ¥âáï ãà ¢¥¨¥¬
y(c) = x (¯à¨¬¥à ¬¨ ï¢«ïîâáï £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª¨¥  ää¨ë¥ £¨¯¥àáä¥àë ¢ Rn+1 á æ¥âà®¬
¢  ç «¥ ª®®à¤¨ â O 2 Rn+1); ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¬ë ¬®¤¨ä¨æ¨àã¥¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ®¯®à®©
äãªæ¨¨ ¨ ¯®« £ ¥¬ � := hY; xi.

(ii) í««¨¯â¨ç¥áª®£® â¨¯ , ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x(p) 2 Rn+1  ç «® ª®®à¤¨ â ¢ Rn+1 ¨
£¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì à á¯®«®¦¥ë ¯® ®¤ã áâ®à®ã ®â  ää¨®© ª á â¥«ì®© £¨¯¥à¯«®áª®-
áâ¨ dx(TpM); æ¥âà® ää¨®¥ ®à¬ «ì®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ § ¤ ¥âáï ãà ¢¥¨¥¬ y(c) = x

(¯à¨¬¥à ¬¨ ï¢«ïîâáï í««¨¯â¨ç¥áª¨¥  ää¨ë¥ £¨¯¥àáä¥àë ¢ Rn+1 á æ¥âà®¬ ¢  ç «¥
ª®®à¤¨ â O 2 Rn+1).

�à¨ ¯®¤å®¤ïé¥¬ ¢ë¡®à¥ ®à¨¥â æ¨¨ ®à¬ «¨§ æ¨¨ ¢ (i) ¨ (ii) æ¥âà® ää¨ ï ¬¥âà¨ª  ®ª -
§ë¢ ¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥®©. � ®¡®¨å á«ãç ïå ¨¬¥¥¬ �(c) = 1, ¨ íâ® á®®â®è¥¨¥
å à ªâ¥à¨§ã¥â æ¥âà® ää¨ãî ®à¬ «¨§ æ¨î ¢ ª« áá¥ ¢á¥å ®à¬ «¨§ æ¨© ¥¢ëà®¦¤¥ëå
æ¥âà® ää¨ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©. �àã£ ï å à ªâ¥à¨§ æ¨ï ¢ ª« áá¥ ¢á¥å à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ -
«¨§ æ¨© á«¥¤ã¥â ¨§ áâàãªâãàëå ãà ¢¥¨© �¥©£ àâ¥  ¢ â¥à¬¨ å á®®â®è¥¨ï S(c) = �" � id.
�§ íâ®£® á®®â®è¥¨ï ®ç¥¢¨¤®, çâ® ¯®ïâ¨¥ ¢¥è¥© æ¥âà® ää¨®© ªà¨¢¨§ë ¥ ¨¬¥¥â á¬ë-
á« . �¬¥áâ® ¥£® ¢ ¦ãî à®«ì ¨£à ¥â æ¥âà® ää¨ë© ®¯¥à â®à �¥¡ëè¥¢  T, ®¯à¥¤¥«¥ë©
ä®à¬ã«®© T(c)(v) := r(h(c))vT (c). �¥®¬¥âà¨ï, ¨¤ãæ¨à®¢  ï æ¥âà® ää¨®© ®à¬ «¨§ æ¨-
¥©, ¨¢ à¨ â  ¯à¨ ¤¥©áâ¢¨¨ £àã¯¯ë GL(n + 1; R), ª®â®à®¥ ®áâ ¢«ï¥â  ç «® ª®®à¤¨ â  
¬¥áâ¥.

3.4.4. �¤®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®¥ á¥¬¥©áâ¢® à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ «¨§ æ¨© � å àâ . � ¡¤¨¬Rn+1

¥¢ª«¨¤®¢ë¬ áª «ïàë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥¨¥¬. �â  áâàãªâãà  ¯®§¢®«ï¥â ®¯à¥¤¥«¨âì ¥¤¨¨ç®¥ ®à-
¬ «ì®¥ ¯®«¥ � £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x ¨ ¥¢ª«¨¤®¢ã ªà¨¢¨§ã � ãáá {�à®¥ª¥à  Hn(E) = detS(E).
�  ¥¢ëà®¦¤¥ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâïå � å àâ®¬ ¡ë«® ®¯à¥¤¥«¥® ®¤®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®¥ á¥-
¬¥©áâ¢® à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ «¨§ æ¨© ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ª®®à¬ «¥©

Y (�) := jHn(E)j
�� � �; � 2 R:

�à¨ � = 0 ¯®«ãç ¥âáï ¥¢ª«¨¤®¢  ®à¬ «¨§ æ¨ï,   ¯à¨ � = 1
n+2

| ®à¬ «¨§ æ¨ï �«ïèª¥ (á¬.
[7], £«. 64; [10], x 6.4,   â ª¦¥ [13]).

3.4.5. �¢ã¯ à ¬¥âà¨ç¥áª®¥ á¥¬¥©áâ¢® à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ «¨§ æ¨© �¨¤¥à {�¨¥. � à ¡®â å
[13] ¨ [14]  ¢â®àë à áè¨à¨«¨ ª®áâàãªæ¨î � å àâ , ®¯à¥¤¥«¨¢ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬ ¤¢ã¯ à -
¬¥âà¨ç¥áª®¥ á¥¬¥©áâ¢® à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ «¨§ æ¨©:

Y (�; �) := jHn(E)j
�� � �(E)�� � �; �; � 2 R:

�â® á¥¬¥©áâ¢® á®¤¥à¦¨â á¥¬¥©áâ¢® � å àâ , ® â ª¦¥ ¨ æ¥âà® ää¨ãî ®à¬ «¨§ æ¨î (á
â®ç®áâìî ¤® § ª ) ¯à¨ (�; �) = (0; 1). �«ï ¢á¥å ®à¬ «¨§ æ¨© íâ®£® á¥¬¥©áâ¢  ¢ à ¡®â¥ [14]
¡ë«¨  ©¤¥ë £àã¯¯ë ¨¢ à¨ â®áâ¨.
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4. �à¨¬¥àë. �¯¥æ¨ «ìë¥ ª« ááë £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ x ï¢«ï¥âáï ¥¢ëà®¦¤¥®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâìî á ¯à®¨§¢®«ì®© ª®®à¬ -
«ìî Y .

4.1. �¢ ¤à¨ª¨. �«ï «î¡®£® ª®®à¬ «ì®£® ¯®«ï Y £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì
¯ àã (r�; h) ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¯à¥¤¥«¨âì â¥§®à C; ¨§ á®®â®è¥¨ï C = 0 á«¥¤ã¥â, çâ® x |
ª¢ ¤à¨ª . �¤ ª® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ á®®â®è¥¨¥ C = 0 ¥ å à ªâ¥à¨§ã¥â ª¢ ¤à¨ª¨ (¨áª«îç¥¨¥¬
ï¢«ï¥âáï £¥®¬¥âà¨ï �«ïèª¥, ¢ ª®â®à®© ãà ¢¥¨¥ C = 0 å à ªâ¥à¨§ã¥â ª¢ ¤à¨ª¨).

4.2. �¥«ïâ¨¢ë¥ áä¥àë. �¥«ïâ¨¢ ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì (x; Y; y)  §ë¢ ¥âáï á®¡áâ¢¥®© à¥-

«ïâ¨¢®© áä¥à®©, ¥á«¨ ¤«ï ¥ª®â®à®£® x0 2 Rn+1 ¨¬¥¥¬ y = �(x � x0) ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥© ¨£¤¥
¥ ®¡à é îé¥©áï ¢ ã«ì ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®© äãªæ¨¨ �; à¥«ïâ¨¢ ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì (x; Y; y)
 §ë¢ ¥âáï ¥á®¡áâ¢¥®© à¥«ïâ¨¢®© áä¥à®©, ¥á«¨ y | ¯®áâ®ï®¥ âà á¢¥àá «ì®¥ ¯®«¥. �
á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á íâ¨¬ ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ «î¡ ï æ¥âà® ää¨ ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì á æ¥âà® ää¨®©
®à¬ «¨§ æ¨¥© ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥®© à¥«ïâ¨¢®© áä¥à®©, ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ æ¥âà® ää¨®©
£¥®¬¥âà¨¨ ¯®ïâ¨¥ \à¥«ïâ¨¢ë¥ áä¥àë" ¥ ¨¬¥¥â á¬ëá« . � £¥®¬¥âà¨¨ �«ïèª¥ à¥«ïâ¨¢ë¥ áä¥-
àë  §ë¢ îâáï  ää¨ë¬¨ áä¥à ¬¨. �  á®¡áâ¢¥ëå  ää¨ëå áä¥à å ®à¬ «¨§ æ¨ï �«ïèª¥
¨ æ¥âà® ää¨ ï ®à¬ «¨§ æ¨ï á®¢¯ ¤ îâ (á â®ç®áâìî ¤® ¥ã«¥¢®£® ¯®áâ®ï®£® ¬®¦¨-
â¥«ï), ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ãà ¢¥¨¥ T (c) = 0 å à ªâ¥à¨§ã¥â á®¡áâ¢¥ë¥  ää¨ë¥ áä¥àë ¢
à ¬ª å æ¥âà® ää¨®© £¥®¬¥âà¨¨. �« áá  ää¨ëå áä¥à  áâ®«ìª® ¢¥«¨ª, çâ® ® ª ª®©-«¨¡®
«®ª «ì®© ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ à¥çì ¯®ª  ¥ ¨¤¥â. �¬¥îâáï ç áâ¨çë¥ «®ª «ìë¥ ¨ £«®¡ «ìë¥
ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¯à¨ ¥ª®â®àëå ¤®¯®«¨â¥«ìëå ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ïå (á¬., [4], £«. 2; [25]).

4.3. �ªáâà¥¬ «ìë¥ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨. �«ï «î¡®© ¥¢ëà®¦¤¥®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x á
¤ ®© ª®®à¬ «ìî Y  à¥ «ìë© äãªæ¨® « ¥¥ ¯®«ãà¨¬ ®¢®© ä®à¬ë ®¡ê¥¬  !(h) ¯® ®¡« áâ¨
D á ª®¬¯ ªâë¬ ®á¨â¥«¥¬ § ¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

A :=
Z
D

!(h):

�á«¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì ï¢«ï¥âáï ªà¨â¨ç¥áª®© â®çª®© íâ®£® äãªæ¨® « , ®  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
ãà ¢¥¨î �©«¥à {� £à ¦ ; ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì  §ë¢ ¥âáï íªáâà¥¬ «ì®© £¨-

¯¥à¯®¢¥àå®áâìî.

4.3.1. �ª¢¨ ää¨ë¥ íªáâà¥¬ «ìë¥ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨. �à ¢¥¨¥ �©«¥à {� £à ¦  ¢ £¥®-
¬¥âà¨¨ �«ïèª¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤ nH(e) := trace S(e) = 0, ®® ï¢«ï¥âáï ãà ¢¥¨¥¬ ¢ ç áâëå ¯à®¨§-
¢®¤ëå ç¥â¢¥àâ®£® ¯®àï¤ª . �ëà ¦¥¨¥ ¤«ï ¢â®à®© ¢ à¨ æ¨¨  à¥ «ì®£® äãªæ¨® «  ®ç¥ì
á«®¦®¥. � [26] ¤®ª § ®, çâ®   «®ª «ì® á¨«ì® ¢ë¯ãª«ëå íªáâà¥¬ «ìëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâïå
«î¡®¥ ¨§ á«¥¤ãîé¨å ãá«®¢¨© (i) ¨ (ii) ¢«¥ç¥â ®âà¨æ â¥«ì®áâì ¢â®à®© ¢ à¨ æ¨¨:

(i) n = 2,
(ii) n � 2 ¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì x ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥  ª ª £à ä¨ª äãªæ¨¨.

� íâ®¬ á«ãç ¥  ää¨ë¥ íªáâà¥¬ «ìë¥ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨  §ë¢ îâáï  ää¨ë¬¨ ¬ ªá¨-

¬ «ìë¬¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâï¬¨. � á«ãç ¥ ¥®¯à¥¤¥«¥®© ¬¥âà¨ª¨ �«ïèª¥ ¨§¢¥áâ®, çâ® § ª
¢â®à®© ¢ à¨ æ¨¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ª ª ¯®«®¦¨â¥«ìë¬, â ª ¨ ®âà¨æ â¥«ìë¬ (á¬. ¯à¨¬¥àë ¢ [27]).

4.3.2. �¥âà® ää¨ë¥ íªáâà¥¬ «ìë¥ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨. � [28] ¢ë¢¥¤¥® ãà ¢¥¨¥ �©«¥-
à {� £à ¦  ¤«ï æ¥âà® ää¨®£®  à¥ «ì®£® äãªæ¨® « 

traceT(c) = tracer(h(c))T (c) = 0:

�á¥ á®¡áâ¢¥ë¥  ää¨ë¥ áä¥àë ¯à¨ ¤«¥¦ â à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ã ª« ááã. �¬¥îâáï ¤àã£¨¥
¡®«ìè¨¥ ª« ááë ¯®«ëå ¥ª®¬¯ ªâëå «®ª «ì® á¨«ì® ¢ë¯ãª«ëå æ¥âà® ää¨ëå íªáâà¥-
¬ «ìëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© [29]. �¤¨¬ ¨§ ¯à¨¬¥à®¢ â ª®£® ª« áá  ï¢«ï¥âáï â ª  §ë¢ ¥¬®¥
á¥¬¥©áâ¢® �¨{�  , ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: x æ¥âà® ää¨® íª¢¨¢ «¥â  (á¬.,
 ¯à., [28] ¨«¨ [29]) £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨

x�11 x�22 � � � x
�n+1
n+1 = 1; �1 > 0; : : : ; �n+1 > 0;
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§¤¥áì x1; : : : ; xn+1 | ¯®«®¦¨â¥«ìë¥ ª ®¨ç¥áª¨¥ ª®®à¤¨ âë ¢ Rn+1.
� [30] ¨§ãç «¨áì ¯à¨¬¥àë £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©, ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ®¤®¢à¥¬¥® æ¥âà® ä-

ä¨ë¬¨ íªáâà¥¬ «ìë¬¨ ¨ íª¢¨ ää¨ë¬¨ íªáâà¥¬ «ìë¬¨.
�¬¥¥âáï â®«ìª® ¥§ ç¨â¥«ì®¥ ª®«¨ç¥áâ¢® à¥§ã«ìâ â®¢, ª á îé¨åáï ¢â®à®© ¢ à¨ æ¨¨ æ¥-

âà® ää¨®£®  à¥ «ì®£® äãªæ¨® «  [28].

4.4. �¥âà® ää¨ë¥ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ �¥¡ëè¥¢ . �â®â ª« áá £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© ®¯à¥¤¥-
«ï¥âáï á®®â®è¥¨¥¬ T(c) = ��id, £¤¥ �| ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ïäãªæ¨ï. �â®â ª« áá â ª¦¥ ®ç¥ì
®¡è¨à¥, ® á®¤¥à¦¨â ¢á¥ á®¡áâ¢¥ë¥  ää¨ë¥ áä¥àë, ¯à¨¬¥àë ¨ à¥§ã«ìâ âë, ®â®áïé¨¥áï
ª íâ®¬ã ª« ááã £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©, ¬®¦®  ©â¨ ¢ [31], [32]. �á®¡ë© ¨â¥à¥á £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨
�¥¡ëè¥¢  ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á â®çª¨ §à¥¨ï ª®ä®à¬®© £¥®¬¥âà¨¨; ®¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ®å à ªâ¥à¨§®-
¢ ë å®à®è® ¨§¢¥áâ®© á¨áâ¥¬®© ãà ¢¥¨© ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå [33].

4.4.1. �¥®à¥¬ .�¥âà® ää¨ ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì ï¢«ï¥âáï æ¥âà® ää¨®© £¨¯¥à¯®¢¥àå-
®áâìî �¥¡ëè¥¢  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  íª¢¨ ää¨ ï ®¯®à ï äãªæ¨ï �(e) ã¤®¢«¥â¢®-
àï¥â á¨áâ¥¬¥ ãà ¢¥¨© ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå

Hess(h(c))(ln j�(e)j) �
1
n
�(h(c))(ln j�(e)j) � h(c) = 0;

§¤¥áì Hess(h(c)) ®§ ç ¥â ª®¢ à¨ âë© £¥áá¨ ,   �(h(c)) | ®¯¥à â®à � ¯« á  ¯® ®â®è¥¨î
ª æ¥âà® ää¨®© ¬¥âà¨ª¥ h(c).

5. � ¬¥  ®à¬ «¨§ æ¨¨

� ¤ «ì¥©è¥¬ ®£à ¨ç¨¬áï à áá¬®âà¥¨¥¬ ¥¢ëà®¦¤¥ëå æ¥âà® ää¨ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå-
®áâ¥©. �®áª®«ìªã à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à âà á¢¥àá «¥, â® ¢á¥ ®¯®àë¥ äãªæ¨¨ ¨£¤¥ ¥ ®¡à é îâáï
¢ ã«ì. � ª ãª § ® ¢ëè¥, ¤«ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x á ª®®à¬ «ìë¬¨ ¯®«ï¬¨ Y ¨¬¥¥âáï ¢§ ¨¬-
® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã ¨¢ à¨ â ¬¨, ¨¤ãæ¨à®¢ ë¬¨ â ª¨¬¨ ®à¬ «¨§ æ¨ï¬¨.
�¥âàã¤® ¢ëïá¨âì, ª ª ¨§¬¥ïîâáï ¨¢ à¨ âë ¯à¨ § ¬¥¥ ª®®à¬ «ì®£® ¯®«ï; ¤«ï à¥«ï-
â¨¢ëå ®à¬ «¨§ æ¨© á¬. ( [10], £«. 5). �â¨ ¨§¬¥¥¨ï ãáâ  ¢«¨¢ îâáï ¢ á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ì®©
®à¬ «¨§ æ¨¨ ¨ § â¥¬ ¢ á¯¥æ¨ «ì®¬ á«ãç ¥ à¥«ïâ¨¢®© ®à¬ «¨§ æ¨¨.

5.1. �¥¬¬ . �ãáâì x| ¥¢ëà®¦¤¥ ï æ¥âà® ää¨ ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì,   Y ¨ Y ] | ¤¢ 
¯à®¨§¢®«ìëå ª®®à¬ «ìëå ¯®«ï. �®£¤ 

(i) § ¬¥  ª®®à¬ «¥© á á®åà ¥¨¥¬ ®à¨¥â æ¨¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯¨á   á ¯®¬®éìî ¯®«®¦¨-
â¥«ì®© äãªæ¨¨ q = �]

�
,  §ë¢ ¥¬®© äãªæ¨¥© ¯¥à¥å®¤ ; ¯à¨ íâ®¬ Y ] = qY . �â  § ¬¥ 

¨¤ãæ¨àã¥â á«¥¤ãîé¥¥ ¨§¬¥¥¨¥ ¨¢ à¨ â®¢;
(ii) ¬¥âà¨ª¨ ¯à¥®¡à §ãîâáï ª®ä®à¬® h] = qh;
(iii) ª®®à¬ «ìë¥ á¢ï§®áâ¨ ¯à¥®¡à §ãîâáï ¯à®¥ªâ¨¢®

r�]
v w = r�

vw + (d ln q)(v)w + (d ln q)(w)v;

!�] = qn+1!�;

(iv)

C](v; w) = C(v; w)�
1
2
[(d ln q)(v)w + (d ln q)(w)v + h(v; w) gradh(ln q)];

T [] = T [ �
n+ 2
2n

d ln q:

5.2.�¥¬¬ .�ãáâì x|¥¢ëà®¦¤¥ ï æ¥âà® ää¨ ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì,   (Y; y) ¨ (Y ]; y])
| à¥«ïâ¨¢ë¥ ®à¬ «¨§ æ¨¨. � ¤®¯®«¥¨¥ ª ¯à¥¤ë¤ãé¥© «¥¬¬¥ ¨¬¥¥¬

(i) à¥«ïâ¨¢ë¥ ®à¬ «¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á®®â®è¥¨î y] = q�1[y + dx(gradh ln q)];
(ii) ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¨¤ãæ¨à®¢ ëå á¢ï§®áâ¥© ¨¬¥¥â ¢¨¤

r]
vw = rvw � h(v; w) gradh ln q;
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(iii) ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯à¥¤ë¤ãé¨¬, á®¯àï¦¥ ï âà®©ª  (r; h;r�) ¯à¥®¡à §ã¥âáï ¢ á®¯àï¦¥-
ãî âà®©ªã (r]; h];r�]), ¢ª«îç ï ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¯ à �®¤ ææ¨ (r; h) ¨ (r�; h) ¢ ¯ àë
�®¤ ææ¨ (r]; h]) ¨ (r�]; h]) á®®â¢¥âáâ¢¥®.

�« ¢  5 ¢ [10] á®¤¥à¦¨â ¤ «ì¥©è¨¥ ä®à¬ã«ë ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ § ¬¥¥ à¥-
«ïâ¨¢®© ®à¬ «¨§ æ¨¨.

6. � «¨¡à®¢®çë¥ ¨¢ à¨ âë
¨ ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âë¥ áâàãªâãàë

�¯¨á®ª ä®à¬ã« ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¨§ x 5 ¯®§¢®«ï¥â ãáâ ®¢¨âì á«¥¤ãîé¨© á¯¨á®ª ¯. 6.1{6.13
£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å áâàãªâãà, á¢®©áâ¢ ¨ ¨¢ à¨ â®¢, ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ¥§ ¢¨á¨¬ë¬¨ ®â ®à-

¬ «¨§ æ¨¨ ¨ § ¢¨áïâ, â ª¨¬ ®¡à §®¬, â®«ìª® ®â £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x; ®¨ ¥ ¨§¬¥ïîâáï ¯à¨
¤¥©áâ¢¨¨ £àã¯¯ë GL(n + 1; R)   Rn+1. �¥ª®â®àë¥ ç áâ¨ íâ®£® á¯¨áª  å®à®è® ¨§¢¥áâë, ®
¤àã£¨¥ ï¢«ïîâáï ®¢ë¬¨. � ª ¨ ¯à¥¦¤¥, ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ¥¢ëà®¦¤¥ë¥ æ¥âà® ää¨ë¥
£¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨, ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥ ®¯®àë¥ äãªæ¨¨ ¨£¤¥ ¥ ®¡à é îâáï ¢ ã«ì.

6.1. �¨¥©®¥ à áá«®¥¨¥  ää¨ëå ®à¬ «¥©. �á«¨ ¤¥â¥à¬¨ â ï ä®à¬  ®¡ê¥¬«îé¥£®
¯à®áâà áâ¢  § ä¨ªá¨à®¢  , â®  áá®æ¨¨à®¢ ë¥ ®¡ê¥¬ë á®åà ïîâáï ¯à¨ ¤¥©áâ¢¨¨ ã¨¬®-
¤ã«ïà®© £àã¯¯ë, ¨ ¯®áâ®ïë© ¬®¦¨â¥«ì ¤«ï ¨¤ãæ¨à®¢ ëå ä®à¬ ®¡ê¥¬    x â ª¦¥
ï¢«ï¥âáï ä¨ªá¨à®¢ ë¬. �«ïèª¥ ¢ ¬®®£à ä¨¨ [7] ¢¢¥« ã¨¬®¤ã«ïà®- ää¨® ¨¢ à¨ â-
ãî ¬¥âà¨ªã ¢ ª®ä®à¬®¬ ª« áá¥ ¬¥âà¨ª ¨ § â¥¬  ää¨®¥ ®à¬ «ì®¥ ¯®«¥ ¯®áà¥¤áâ¢®¬
¢¥ªâ®à®§ ç®£® « ¯« á¨   à ¤¨ãá-¢¥ªâ®à  x. �à®¬¥ â®£®, ãª §  ï ¬®®£à ä¨ï á®¤¥à¦¨â
¨§«®¦¥¨¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å ¯®áâà®¥¨©  ää¨ëå ®à¬ «¥© ¢ à §¬¥à®áâ¨ n = 2, ®áãé¥áâ¢«¥-
ë¥ �«ïèª¥ ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥ëå ¬¥âà¨ª ¨ �¥¬ã«¥®¬ ¤«ï ¥®¯à¥¤¥«¥ëå ¬¥âà¨ª ( [7], £«. 43).
�á«¨ ¤¥â¥à¬¨ â ï ä®à¬  ¥ § ä¨ªá¨à®¢  , íâ¨ ¯®áâà®¥¨ï ¤ îâ â®«ìª® «¨¥©®¥ à áá«®¥-
¨¥, ¯®à®¦¤ ¥¬®¥  ää¨ë¬ ®à¬ «ìë¬ ¯®«¥¬; íâ® à áá«®¥¨¥ ¨¢ à¨ â® ¯® ®â®è¥¨î ª
®¡é¥© £àã¯¯¥  ää¨ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨©. � áª®«ìª® ¨§¢¥áâ®, ãª § ë¥ ª®áâàãªæ¨¨ ï¢«ïîâ-
áï ¨áâ®à¨ç¥áª¨ ¯¥à¢ë¬¨ áà¥¤¨ ª®áâàãªæ¨©, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¢ à ¬ª å  è¥£® ¯®¤å®¤ . � [34]
®¡®¡é¥  ª®áâàãªæ¨ï �«ïèª¥ ¤«ï «®ª «ì® á¨«ì® ¢ë¯ãª«ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©   á«ãç ©
¯à®¨§¢®«ì®© à §¬¥à®áâ¨.

� ¯. 3.4.2 ã¦¥ ®â¬¥ç¥ áâàãªâãàë© ¯®¤å®¤ �®¬¨¤§ã ¤«ï ¢¢¥¤¥¨ï  ää¨®© ®à¬ «¨. �
à ¡®â¥ ([3], á. 45) ¡ë«  ¬¥ç¥ ¤àã£®© á¯®á®¡ ¢¢¥¤¥¨ï  ää¨®© ®à¬ «¨, ª®â®àë© â ª¦¥ á®®â-
¢¥âáâ¢ãîâ  è¥¬ã ¯®¤å®¤ã: ¨áå®¤ï ¨§ ¯à®¨§¢®«ì®£® (¯¥à¢® ç «ì®£®) âà á¢¥àá «ì®£® ¯®«ï,
 ¢â®àë áâà®ïâ «¨¥©®¥ à áá«®¥¨¥  ää¨ëå ®à¬ «¥© (¨ § â¥¬, ä¨ªá¨àãï ¤¥â¥à¬¨ âãî
ä®à¬ã det ¢ ®¡ê¥¬«îé¥¬ ¯à®áâà áâ¢¥, áâà®ïâ  ää¨®¥ ®à¬ «ì®¥ ¯®«¥). � ¯. 6.10.1(iii) ¡ã¤eâ
à áá¬®âà¥® ¤àã£®¥ ¯®áâà®¥¨¥ íâ®£® «¨¥©®£® à áá«®¥¨ï á ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥¬ ¤àã£¨å ¨¢ à¨-
 â®¢, ª®â®àë¥ â ª¦¥ ï¢«ïîâáï ¥ § ¢¨á¨¬ë¬¨ ®â ª®ªà¥â®© ®à¬ «¨§ æ¨¨.

6.2. �®ä®à¬ë¥ á¢®©áâ¢  ¨ ¨¢ à¨ âë. �« áá ¢á¥å ®à¬ «¨§ æ¨© ¨¤ãæ¨àã¥â ª®ä®à¬-
ë© ª« áá C ¯®«ãà¨¬ ®¢ëå ¬¥âà¨ª. � ¯®¬¨¬, çâ® ¬¥âà¨ª  h ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥  ¢ â¥à¬¨-
 å ¯ àë (x; Y ) ä®à¬ã«®© h(v; w) = �hdY (v); dx(w)i ¡¥§ ¨á¯®«ì§®¢ ¨ï âà á¢¥àá «ì®£® ¯®«ï.
�¢ à¨ â ¬¨ íâ®© ª®ä®à¬®© áâàãªâãàë ï¢«ïîâáï

(i) á¨£ âãà  ¬¥âà¨ª¨ h,
(ii) â¥§®à ª®ä®à¬®© ªà¨¢¨§ë ¢ à §¬¥à®áâ¨ n � 3.

�®à®è® ¨§¢¥áâ®, çâ® ª®ä®à¬ë© ª« áá C á®áâ®¨â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥ëå ¬¥âà¨ª â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  x ï¢«ï¥âáï «®ª «ì® á¨«ì® ¢ë¯ãª«ë¬. � íâ®¬ á«ãç ¥, ¢ë¡¨à ï ¯®¤å®¤ïé¨¬ ®¡à -
§®¬ ®à¨¥â æ¨î ®à¬ «¨§ æ¨¨, ¬®¦® áç¨â âì, çâ® C á®áâ®¨â ¨§ ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ëå
¬¥âà¨ª.

6.2.1. �à®¡«¥¬ . �® á¨å ¯®à ¥  ©¤¥  å à ªâ¥à¨§ æ¨ï ¥¢ëà®¦¤¥ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©,
¨¬¥îé¨å ª®ä®à¬® ¯«®áªãî áâàãªâãàã ¢ ª ç¥áâ¢¥ ª« áá  C. �¢«ï¥âáï ¨§¢¥áâë¬ â®, çâ® £¨¯¥à-
¯®¢¥àå®áâ¨ ¢à é¥¨ï,   â ª¦¥ ¨å ®¡à §ë ¯à¨ ¤¥©áâ¢¨¨ £àã¯¯ë GL(n+1; R), ¨¬¥îâ ª®ä®à¬®
¯«®áª¨© ª« áá ¬¥âà¨ª [35]. �à®¬¥ â®£®, ¨§¢¥áâ®, çâ® § ¬ªãâë¥ æ¥âà® ää¨ë¥ £¨¯¥à¯®¢¥àå-
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®áâ¨ �¥¡ëè¥¢  ï¢«ïîâáï ª®ä®à¬® ¯«®áª¨¬¨ ([33], c«¥¤áâ¢¨¥ 5.1) (á¬. â ª¦¥ ¯¯. 4.4 ¨ 8.6
¤ ®© à ¡®âë).

6.2.2. �®ä®à¬ ï á¯¥ªâà «ì ï £¥®¬¥âà¨ï. �â¥à¥á ª ¨§ãç¥¨î ª®ä®à¬ëå á¢®©áâ¢  ä-
ä¨ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© áâ¨¬ã«¨àã¥â ¨áá«¥¤®¢ ¨ï á¯¥ªâà  â¥§®à  ª®ä®à¬®© ªà¨¢¨§ë
�¥©«ï [19]. �á®¡ë© ¨â¥à¥á ¢ à ¬ª å  è¨å à áá¬®âà¥¨© ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â å à ªâ¥à¨§ æ¨ï ¥ç¥â-
®¬¥à®© ª®ä®à¬® ¯«®áª®© áâàãªâãàë ¢ â¥à¬¨ å á¯¥ªâà  ¥¥ â¥§®à  ª®ä®à¬®© ªà¨¢¨§ë
([19], â¥®à¥¬  2.2).

6.3. �®áâà®¥¨¥ ®â¬¥ç¥®© ¬¥âà¨ª¨. �§ ¯. 5.1 á«¥¤ã¥â, çâ® «î¡ë¥ ¤¢¥ ¬¥âà¨ª¨ h, h] ¢
ª« áá¥ C ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á®®â®è¥¨î

�]�1h] = ��1h =: eh;
á®®â®è¥¨¥ �(c) = 1 ¢«¥ç¥â eh = h(c). �® x ¨ ¯à®¨§¢®«ì®© ª®®à¬ «¨ Y ¬®¦® ¯®áâà®¨âì eh.
�â  ¬¥âà¨ª  ¨£à ¥â ®á®¡ãî à®«ì, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ®á®¡®¥ § ç¥¨¥ ¨¬¥îâ ¢á¥ ¢ãâà¥¨¥ ¨-
¢ à¨ âë ¬¥âà¨ª¨ eh, â ª¨¥ ª ª á¢ï§®áâì �¥¢¨-�¨¢¨â  r(eh) = r(h(c)), ¨¢ à¨ âë, á¢ï§ ë¥
á ªà¨¢¨§®©

R(eh) = R(h(c)); Ric(eh) = Ric(h(c)); {(eh) = {(h(c));

¨ ®à¨¥â¨à®¢  ï ä®à¬  ®¡ê¥¬  !(eh) = !(h(c)). �«ï ®à¬ë ¯à®¨§¢®«ì®£® â¥§®à®£® ¯®«ï B
¯® ®â®è¥¨î ª ¯à®¨§¢®«ì®© ¬¥âà¨ª¥ h, ãª § ®© ¢ ª®â¥ªáâ¥, ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ®¡®§ -
ç¥¨¥ kBk, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ®¡®§ ç¥¨¥ jBj ¡ã¤¥â ®§ ç âì ®à¬ã ¯® ®â®è¥¨î ª ®â¬¥ç¥®©
¬¥âà¨ª¥ eh.

6.4. �®®à¬ «ìë¥ ¯®«ï ¨ ¯à®¥ªâ¨¢ ï áâàãªâãà . �®®à¬ «ì®¥ à áá«®¥¨¥ ï¢«ï¥âáï
«¨¥©ë¬ à áá«®¥¨¥¬, «î¡ë¥ ¤¢  ª®®à¬ «ìë¥ ¯®«ï ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á®®â®è¥¨î ��1Y =
�]�1Y ]. �®áª®«ìªã æ¥âà® ää¨ ï ®¯®à ï äãªæ¨ï ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â®è¥¨î �(c) = 1,
¤«ï «î¡®£® ª®®à¬ «ì®£® ¯®«ï Y ¨¬¥¥¬ eY := ��1Y = Y (c). � ª« áá¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ £¨¯¥à¯®-
¢¥àå®áâ¥© ª®áâàãªæ¨ï eY = �(E)�1Y (E) = �(E)�1 � �  §ë¢ ¥âáï ¯®«ïà®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâìî

£¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x,   ®â®¡à ¦¥¨¥ x 7! eY  §ë¢ ¥âáï ¨¢¥àá¨¥© ®â®á¨â¥«ì® ¥¤¨¨ç®© áä¥-
àë.

�«ï ¯à®¥ªâ¨¢®£® ª« áá  á¢ï§®áâ¥© �¥©«¥¬ ¡ë« ®¯à¥¤¥«¥ â¥§®à ¯à®¥ªâ¨¢®© ªà¨¢¨§ë;
¤«ï ª« áá  P� ª®®à¬ «ìëå á¢ï§®áâ¥© ® ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â®è¥¨î

(n� 1)P �(u; v)w = (n� 1)R�(u; v)w � (Ric�(v; w)u �Ric�(u;w)v);

§ ¯¨á ®¬ã ¢ â¥à¬¨ å «î¡®© ª®®à¬ «ì®© á¢ï§®áâ¨ r�. �®â ä ªâ, çâ® á¢ï§®áâì ï¢«ï¥âáï
¯à®¥ªâ¨¢® ¯«®áª®© íª¢¨¢ «¥â¥ á«¥¤ãîé¨¬ ¤¢ã¬ (§ ¢¨á¨¬ë¬) ãá«®¢¨ï¬ (á¬.,  ¯à., [20], [2]
¨«¨ [10]):

(i) P � = 0   M ,
(ii) (r�;Ric�) | ¯ à  �®¤ ææ¨.

� ¯à®¥ªâ¨¢®¬ ª« áá¥ ¢á¥ á¢ï§®áâ¨ ¨¬¥îâ ®¤¨ ¨ â¥ ¦¥ ¥¯ à ¬¥âà¨§®¢ ë¥ £¥®¤¥§¨ª¨. �
¯. 3.2.1(b) ¡ë«® ®â¬¥ç¥® á«¥¤ãîé¥¥ ¨å £¥®¬¥âà¨ç¥áª®¥ á¢®©áâ¢®: ®¨ ï¢«ïîâáï «¨¨ï¬¨ â¥-
¨. � á®£« á¨¨ á ¨§«®¦¥ë¬ ¢ëè¥ ¯à®¥ªâ¨¢ë© ª« áá P� ï¢«ï¥âáï ¯«®áª¨¬. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨
á ¯. 2.8, ª á îé¨¬áï £ ãáá®¢  ª®®à¬ «ì®£® ®â®¡à ¦¥¨ï,   â ª¦¥ á¨âã æ¨¨ ¤«ï ¥¢ª«¨¤®¢ 
£ ãáá®¢  ®â®¡à ¦¥¨ï, ¤«ï ¥¢ª«¨¤®¢®© ¥¢ëà®¦¤¥®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ ª ª ¨ ¢  ää¨®¬
á«ãç ¥ £ ãáá®¢® ®â®¡à ¦¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¯®£àã¦¥¨¥¬. �®«¥¥ â®£®, ®® á ¬® ï¢«ï¥âáï ¥¢ëà®-
¦¤¥ë¬, ¯®áª®«ìªã ¥¢ª«¨¤®¢ ®¯¥à â®à �¥©£ àâ¥  ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ìë© à £ â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  âà¥âìï äã¤ ¬¥â «ì ï ä®à¬  (ª®â®à ï á â®ç®áâìî ¤® ¯®áâ®ï®£® ¯®«®¦¨â¥«ì-
®£® ¬®¦¨â¥«ï á®¢¯ ¤ ¥â á â¥§®à®¬ �¨çç¨ ª®®à¬ «ì®© á¢ï§®áâ¨) ï¢«ï¥âáï à¨¬ ®¢®© ¬¥-
âà¨ª®©. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥¢ª«¨¤®¢® £ ãáá®¢® ®â®¡à ¦¥¨¥ ¨¤ãæ¨àã¥â áâàãªâãàã ¯à®áâà áâ¢ 
¯®áâ®ï®© ªà¨¢¨§ë   M . �à®¥ªâ¨¢® ¯«®áª ï áâàãªâãà  P� ¥¢ëà®¦¤¥ëå  ää¨ëå £¨-
¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© ï¢«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡®¡é¥¨¥¬ íâ®© áâàãªâãàë ¯®áâ®ï®© ªà¨¢¨§ë, ¨
P� ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡à ®© ®à¬ «¨§ æ¨¨.
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6.5. �âàãªâãàë �¥©«ï. � áá¬®âà¨¬ ª®ä®à¬ë© ª« áá C = fhg ¯®«ãà¨¬ ®¢ëå ¬¥âà¨ª ¨
ª« áá 1-ä®à¬ F := f�[g,  å®¤ïé¨¥áï ¢® ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨, â ª çâ® ª®ä®à¬®¥
¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ h] = q � h á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯à¥®¡à §®¢ ¨î 1-ä®à¬ �[] = �[ � a � d ln q ¤«ï ¥ª®â®-
à®£® ä¨ªá¨à®¢ ®£® ¢¥é¥áâ¢¥®£® ç¨á«  a 2 R. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨áâ¢¥ ï á¢ï§®áâì er,
ª®â®à ï ¢ â¥à¬¨ å «î¡®© ¯ àë (h; �[) ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥  ä®à¬ã«®©

ervw := r(h)vw +
a

2
[�[(v)w + �[(w)v � h(v; w) � �];

£¤¥ � |  áá®æ¨¨à®¢ ®¥ ¢¥ªâ®à®¥ ¯®«¥ ¢ ¥ï¢®¬ ¢¨¤¥, ®¯à¥¤¥«¥®¥ á®®â®è¥¨¥¬ h(v; �) :=
�[(v); ¡®«¥¥ â®£®, ¤«ï «î¡®© ¯ àë (h; �[) ¢ë¯®«ï¥âáï á®®â®è¥¨¥ erh=a��[
h. �à®©ª  ( er;C;F)
 §ë¢ ¥âáï £¥®¬¥âà¨¥© �¥©«ï ¨«¨ áâàãªâãà®© �¥©«ï   M , á¢ï§®áâì er  §ë¢ ¥âáï á¢ï§®-

áâìî �¥©«ï ¯ àë (C;F). �¤®¢à¥¬¥®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¬¥âà¨ª¨ ¨ 1-ä®à¬ë  §ë¢ ¥âáï ª «¨-

¡à®¢®çë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥¬; á¢ï§®áâì er ï¢«ï¥âáï ¨¢ à¨ â®© ®â®á¨â¥«ì® ª «¨¡à®¢®çëå
¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¨ ¯®íâ®¬ã  §ë¢ ¥âáï ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ â®© ([36], [17]). �¡®§ ç¨¬ â¥-
§®à ªà¨¢¨§ë íâ®© á¢ï§®áâ¨ á¨¬¢®«®¬ eR, ¥¥ â¥§®à �¨çç¨ | á¨¬¢®«®¬ gRic; ®¡  íâ¨ â¥§®à 
ï¢«ïîâáï ª «¨¡à®¢®çë¬¨ ¨¢ à¨ â ¬¨.

� áá¬ âà¨¢ ï ¥¢ëà®¦¤¥ãî £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì x ¢ Rn+1, ª®ä®à¬ë© ª« áá ¬¥âà¨ª C ¨
ª« áá ä®à¬ �¥¡ëè¥¢  fT [g, ®¯à¥¤¥«¨¬ £¥®¬¥âà¨î �¥©«ï   M ¤«ï a = 2n

n+2
. � ¬¥  ª®®à-

¬ «¥© ¨¤ãæ¨àã¥â ª «¨¡à®¢®ç®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¨  ®¡®à®â. �® íâ®© ¯à¨ç¨¥ ¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬
â¥à¬¨®«®£¨î £¥®¬¥âà¨¨ �¥©«ï ¨  §ë¢ ¥¬ § ¬¥ã ª®®à¬ «¥© ª «¨¡à®¢®çë¬ ¯à¥®¡à §®¢ -

¨¥¬. �®áª®«ìªã «î¡®© ª« áá â £¥æ¨ «ì® íª¢¨¢ «¥âëå âà á¢¥àá «ìëå ¯®«¥© ¢§ ¨¬®
®¤®§ ç® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â à¥«ïâ¨¢®© ®à¬ «¨§ æ¨¨, ª «¨¡à®¢®ç®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ®¯¨áë¢ -
¥â ¡¨¥ªâ¨¢®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ â ª¨å ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨ ¨ ®â®á¨â¥«ìëå ®à¬ «¨§ æ¨©
á®®â¢¥âáâ¢¥®.

�à¥¤¨ ¢á¥å à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ «¨§ æ¨© £¥®¬¥âà¨ï �«ïèª¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ®å à ªâ¥à¨§®¢   á®-
®â®è¥¨¥¬ T [ = 0. �âáî¤  ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® ¢ëâ¥ª îâ á«¥¤ãîé¨¥ ä ªâë.

6.5.1. �¥¬¬ .

(i) �¢ï§®áâì �¥©«ï er ¨ á¢ï§®áâì �¥¢¨-�¨¢¨â  r(h(e)) ¬¥âà¨ª¨ �«ïèª¥ á®¢¯ ¤ îâ: er =
r(h(e)); â ª¨¬ ®¡à §®¬,r(h(e)) ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®áâà®¥  ¯® «î¡®© ¯ à¥ (h; T [), ª ª ãª § ®
¢ëè¥, ¨ íâ® ¯®áâà®¥¨¥ ¨¢ à¨ â® ®â®á¨â¥«ì® ª «¨¡à®¢®çëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨©, â. ¥.
¥§ ¢¨á¨¬® ®â § ¬¥ë ª®®¬ «ìëå ¯®«¥©.

(ii) � «¨¡à®¢®ç ï ¨¢ à¨ â®áâì á¢ï§®áâ¨ r(h(e)) ¢«¥ç¥â ª «¨¡à®¢®çãî ¨¢ à¨ â-
®áâì á«¥¤ãîé¨å ¢ãâà¥¨å ¨¢ à¨ â®¢ £¥®¬¥âà¨¨ �«ïèª¥:
(a) â¥§®à  ªà¨¢¨§ë ¬¥âà¨ª¨ �«ïèª¥ R(e) = eR;
(b) â¥§®à  �¨çç¨ ¬¥âà¨ª¨ �«ïèª¥ Ric(e) = gRic;
(c) ä®à¬ë ®¡ê¥¬  ¬¥âà¨ª¨ �«ïèª¥ (á â®ç®áâìî ¤® ¥ã«¥¢®© ª®áâ âë) !(h(e)) = e!.

6.5.2. �âàãªâãàë �©èâ¥© {�¥©«ï. �âàãªâãà  �¥©«ï  §ë¢ ¥âáï áâàãªâãà®© �©èâ¥©-

 {�¥©«ï, ¥á«¨ â¥§®à �¨çç¨ gRic á¢ï§®áâ¨ er ï¢«ï¥âáï í«¥¬¥â®¬ ª®ä®à¬®£® ª« áá  gRic =
�h �h ¤«ï «î¡®© ¬¥âà¨ª¨ h 2 C. �§ ¯à¥¤ë¤ãé¥© «¥¬¬ë á«¥¤ã¥â, çâ® áâàãªâãà  �¥©«ï   ¥¢ëà®-
¦¤¥®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ ï¢«ï¥âáï áâàãªâãà®© �©èâ¥© {�¥©«ï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
¬¥âà¨ª  �«ïèª¥ ï¢«ï¥âáï ¬¥âà¨ª®© �©èâ¥© . �â® á¢®©áâ¢® â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ª «¨¡à®¢®ç®-
¨¢ à¨ âë¬ ¢ ¢ëè¥ãª § ®¬ á¬ëá«¥.

6.6. �®¯àï¦¥ë¥ âà®©ª¨. �«¥¤ãîé¨¥ í«¥¬¥â àë¥ à¥§ã«ìâ âë, ª á îé¨¥áï á®¯àï¦¥ëå
âà®¥ª, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå  ¡áâà ªâ®, ¬®¦®  ©â¨ ¢ [21]; [10], x 4.4; [37];   â ª¦¥ ¢ [17].

6.6.1. �¥¬¬ . �«ï ¯®«ãà¨¬ ®¢®© ¬¥âà¨ª¨ h ¨ á¢ï§®áâ¨ ¡¥§ ªàãç¥¨ï r� ¨¬¥îâ ¬¥áâ®
á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï:

(a) ¯ à  (r�; h), ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãà ¢¥¨ï¬ �®¤ ææ¨, ¬®¦¥â ¡ëâì ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬
¯à®¤®«¦¥  ¤® á®¯àï¦¥®© âà®©ª¨ (r; h;r�), ¯à¨ íâ®¬ (r; h) â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ¯ à®©
�®¤ ææ¨ [21];
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(b) á¢ï§®áâì r� ï¢«ï¥âáï à¨çç¨-á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á¢ï§®áâì r
ï¢«ï¥âáï à¨çç¨-á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© (á¬. [10], x 4.4.7).

6.6.2. �¥¬¬ . � áá¬®âà¨¬ ¬¥âà¨ªã h ¨ à¨çç¨-á¨¬¬¥âà¨ç¥áªãî á¢ï§®áâì r� ¡¥§ ªàãç¥¨ï.
�ãáâì q | ¯®«®¦¨â¥«ì ï ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ ï äãªæ¨ï   M . �¥âà¨ª  ¯®à®¦¤ ¥â ª®ä®à¬-
ãî áâàãªâãàã,   á¢ï§®áâì ¯®à®¦¤ ¥â ¯à®¥ªâ¨¢ë© ª« áá à¨çç¨-á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å á¢ï§®áâ¥©
¡¥§ ªàãç¥¨ï. �ãªæ¨ï q ¨¤ãæ¨àã¥â ®¤®¢à¥¬¥®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ®¡¥¨å áâàãªâãà:

(i) ª®ä®à¬®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ h] = q � h,
(ii) ¯à®¥ªâ¨¢®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥

r�]
v w �r�

vw = (d ln q)(v)w + (d ln q)(w)v:

�âáî¤  ¢ëâ¥ª ¥â
�¥¬¬ .

(a) �à¥®¡à §ã¥¬ ¯ àã (r�; h) ®¤®¢à¥¬¥® ¢ ª®ä®à¬®¬ ¨ ¯à®¥ªâ¨¢®¬ ª« áá å á®®â¢¥â-
áâ¢¥®, ª ª ãª § ® ¢ëè¥. T®£¤  (r�; h) ï¢«ï¥âáï ¯ à®© �®¤ ææ¨ ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬
á«ãç ¥, ª®£¤  (r�]; h]) ï¢«ï¥âáï ¯ à®© �®¤ ææ¨ ([38], [10]).

(b) �à¨ ¯à®¥ªâ¨¢®¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¨ á¢ï§®áâìr�] á®¢  ®ª §ë¢ ¥âáï à¨çç¨-á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®©
[38].

(c) �à¨ à áá¬®âà¥ëå ¢ëè¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ïå á®¯àï¦¥ ï âà®©ª , ¯®«ãç¥ ï ¯à®¤®«¦¥-
¨¥¬ (a), ¯à¥®¡à §ã¥âáï ¢ á®¯àï¦¥ãî âà®©ªã [17], [37].

(d) �á«¨ ¨áå®¤¨âì ¨§ ¯ àë �®¤ ææ¨ (r�; h), ¢ëè¥ãª § ë¥ ¯à®¤®«¦¥¨¥ ¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï
¯à¨¢®¤ïâ ª á®¯àï¦¥®© âà®©ª¥ (r]; h];r�]) á à¨çç¨-á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨¬¨ á¢ï§®áâï¬¨ ¡¥§
ªàãç¥¨ï.

6.6.3. �¥à¬¨®«®£¨ï. � [17] ¢ëè¥ãª § ë¥ ®¤®¢à¥¬¥ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¯ à �®¤ ææ¨ ¨
á®¯àï¦¥ëå âà®¥ª  §ë¢ «¨áì ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï¬¨ �®¤ ææ¨. �® ¤àã£®© â¥à¬¨®«®£¨¨ (á¬. [41],
[39] ¨ ¤à.) ¬®£®®¡à §¨¥ M á ¯ à®© �®¤ ææ¨ (r�; h)  §ë¢ ¥âáï áâ â¨áâ¨ç¥áª¨¬ ¬®£®®¡à §¨-

¥¬,   ¢ëè¥ãª § ®¥ ®¤®¢à¥¬¥®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥  §ë¢ ¥âáï ª®ä®à¬®-¯à®¥ªâ¨¢ë¬ ¯à¥-

®¡à §®¢ ¨¥¬; ¢ íâ®© â¥®à¨¨ ¥ª®â®àë¥  ¢â®àë à áá¬ âà¨¢ îâ â ª¦¥ ¡®«¥¥ ®¡é¨¥ ®¤®¢à¥¬¥-
ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï, ¨å ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ®ª § «¨ ¢«¨ï¨¥   à ¡®âã [40]. �®áª®«ìªã ¢  ää¨®©
â¥®à¨¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© ª« áá ª®®à¬ «ìëå á¢ï§®áâ¥© ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªâ¨¢® ¯«®áª¨¬, â¥-
§®à ¯à®¥ªâ¨¢®© ªà¨¢¨§ë ¥®¡å®¤¨¬® ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì, ¨ ®¡é¨¥ ¯à®¥ªâ¨¢®-ª®ä®à¬ë¥
ª®áâàãªæ¨¨ ¨§ [41], [39] ¨ ¤à. á¢®¤ïâáï ª ¢ëè¥¨§«®¦¥®© á¨âã æ¨¨. � ª®¥æ, ¢ [17] ¬ë ¨§ãç -
«¨ á®¯àï¦¥ë¥ âà®©ª¨ ¨ ¨å ®â®è¥¨¥ ª áâàãªâãà ¬ �¥©«ï ¨ ¤®ª § «¨, çâ® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï
�®¤ ææ¨ ¤«ï á®¯àï¦¥ëå âà®¥ª íª¢¨¢ «¥âë ª «¨¡à®¢®çë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï¬ ¢  áá®æ¨¨à®-

¢ ®© £¥®¬¥âà¨¨ �¥©«ï.
�  ää¨®© â¥®à¨¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© á®¯àï¦¥ë¥ âà®©ª¨ ¨ áâàãªâãàë �¥©«ï ¯®ï¢«ïîâáï

¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬. �  ¥¢ëà®¦¤¥®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ «î¡®¥ ª®®à¬ «ì®¥ ¯®«¥ ®¯à¥¤¥-
«ï¥â ¥¤¨áâ¢¥ãî ¯ àã (r�; h), ¨ ª ¦¤ ï â ª ï ¯ à  ¬®¦¥â ¡ëâì ¥¤¨áâ¢¥ë¬ ®¡à §®¬ ¯à®-
¤®«¦¥  ¤® á®¯àï¦¥®© âà®©ª¨ (r; h;r�) (á¬. ¯. 6.6.1). �à¥®¡à §®¢ ¨¥ ª®®à¬ «ì®£® ¯®«ï
¡¨¥ªâ¨¢® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯à¥®¡à §®¢ ¨î ¯ àë (r�; h) ¨ ¨¤ãæ¨àã¥â ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï �®¤ ææ¨
á®¯àï¦¥ëå âà®¥ª ¨ ª «¨¡à®¢®çë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï áâàãªâãàë �¥©«ï; â ª¨¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï
 å®¤ïâáï ¢ ¡¨¥ªâ¨¢®¬ á®®â¢¥âáâ¢¨¨. �«ï ã¨ä¨ª æ¨¨ â¥à¬¨®«®£¨¨ ¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ ¯®ïâ¨¥
ª «¨¡à®¢®ç®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¨§ £¥®¬¥âà¨¨ �¥©«ï â ª¦¥ ¯® ®â®è¥¨î ª ®¤®¢à¥¬¥ë¬ ª®-
ä®à¬®¬ã ¨ ¯à®¥ªâ¨¢®¬ã ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï¬ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å «¥¬¬ å. �®áª®«ìªã â ª¨¥ ¯à¥®¡à -
§®¢ ¨ï ¡¨¥ªâ¨¢® á®®â¢¥âáâ¢ãîâ § ¬¥¥ ª®®à¬ «ì®£® ¯®«ï, ¨á¯®«ì§ã¥¬ íâã â¥à¬¨®«®£¨î
¤«ï § ¬¥ ª®®à¬ «ìëå ¯®«¥©;  ¯®¬¨¬, çâ® ¢ x 3 ¡ë«® ¯®ª § ®, çâ® â ª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥
¯®«ï Y ¡¨¥ªâ¨¢® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯à¥®¡à §®¢ ¨î à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ «¥©, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª § ¬¥ 
¯à®¨§¢®«ìëå âà á¢¥àá «ìëå ¯®«¥© ®¯¨áë¢ ¥âáï ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ª« áá®¢ â £¥æ¨ «ì®© íª¢¨-
¢ «¥â®áâ¨.

6.6.4. �¯¨á®ª ª «¨¡à®¢®çëå ¨¢ à¨ â®¢. �á¥ ª «¨¡à®¢®çë¥ ¨¢ à¨ âë ¨ ª «¨¡à®¢®ç®-
¨¢ à¨ âë¥ á¢®©áâ¢  ¥ § ¢¨áïâ ®â ¢ë¡®à  ®à¬ «¨§ æ¨¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x.
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(i) �á¥ ª®ä®à¬ë¥ ¨¢ à¨ âë ï¢«ïîâáï ª «¨¡à®¢®çë¬¨ ¨¢ à¨ â ¬¨.
(ii) �¥âà¨ª  eh ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ â  ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, (¯®«ã)à¨¬ ®¢  £¥®¬¥âà¨ï íâ®©

¬¥âà¨ª¨ ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ â ;  §®¢¥¬ eh ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ â®© ¬¥âà¨ª®©.
� ¯®¬¨¬, çâ® eh = h(c).

(iii) �®áâàãªæ¨ï eY := ��1Y = Y (c) ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ â , â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨¢¥àá¨ï
®â®á¨â¥«ì® ¥¤¨¨ç®© áä¥àë ï¢«ï¥âáï ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ â®© ª®áâàãªæ¨¥© (á¬.
¯. 6.4).

(iv) �¥§®à ¯à®¥ªâ¨¢®© ªà¨¢¨§ë ï¢«ï¥âáï ã«¥¢ë¬. �®â ä ªâ, çâ® «î¡ ï ¯ à  (r�;Ric�)
ï¢«ï¥âáï ¯ à®© �®¤ ææ¨, ï¢«ï¥âáï ¨¢ à¨ âë¬ ®â®á¨â¥«ì® ª «¨¡à®¢®çëå ¯à¥®¡à -
§®¢ ¨©.

(v) �¢ à¨ âë £¥®¬¥âà¨¨ �¥©«ï, ¯¥à¥ç¨á«¥ë¥ ¢ «¥¬¬¥ 6.5.1 (¨¢ à¨ âë, á¢ï§ ë¥ á
ªà¨¢¨§®© ¨ ä®à¬ë ®¡ê¥¬ ), ï¢«ïîâáï ª «¨¡à®¢®çë¬¨ ¨¢ à¨ â ¬¨. � á«ãç ¥ áâàãª-
âãàë �©èâ¥© {�¥©«ï íâ® á¢®©áâ¢® ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ®à¬ «¨§ æ¨¨.

(vi) �¢®©áâ¢ , ¯¥à¥ç¨á«¥ë¥ ¢ ¯¯. 6.6.1{6.6.2 ¬®£ãâ à áá¬aâà¨¢ âìáï ¢ ª®â¥ªáâ¥ ª «¨¡à®-
¢®ç®© ¨¢ à¨ â®áâ¨.

� [39] ¨ [42] ¨§ãç « áì ¤àã£ ï áâàãªâãà  �¥©«ï ¢  ää¨®© â¥®à¨¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©, ¨¤ã-
æ¨à®¢  ï ª®ä®à¬ë¬ ª« áá®¬ ¬¥âà¨ª ¨ ª« áá®¬ ä®à¬ á¢ï§®áâ¨. �«ï  è¨å æ¥«¥© ¯®¤å®¤¨â
áâàãªâãà  �¥©«ï, à áá¬®âà¥ ï ¢ ¯. 6.5.

6.7. � «¨¡à®¢®ç® ¨¢ à¨ â ï ªã¡¨ç¥áª ï ä®à¬ . � ¯®¬¨¬, ¢ ¯. 4.1 ¡ë« ®â¬¥ç¥ â®â
ä ªâ, çâ® ¤«ï «î¡®£® ª®®à¬ «ì®£® ¯®«ï Y ¨§ á®®â®è¥¨ï C = 0 á«¥¤ã¥â, çâ® £¨¯¥à¯®¢¥àå-
®áâì x ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à¨ª®©, ® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ á®®â®è¥¨¥ C = 0 ¥ å à ªâ¥à¨§ã¥â ª¢ ¤à¨ª¨.
� à ªâ¥à¨§ æ¨ï ª¢ ¤à¨ª ¡ë«  ¤   ¢ [24] ¨ [43]: £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì x ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à¨ª®© â®£¤ 
¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì ¡¥áá«¥¤®¢ ï ç áâì â¥§®à  C. �â®àë¬  ¡«î¤¥¨¥¬,
á¤¥« ë¬ ¢ [15], ï¢«ï¥âáï â®â ä ªâ, çâ® íâ  ¡¥áá«¥¤®¢ ï ç áâì á®¢¯ ¤ ¥â ¤«ï ¢á¥å à¥«ïâ¨¢ëå
®à¬ «¨§ æ¨© (á¬. â ª¦¥ [10], x 7.1 ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¤®¯®«¨â¥«ì®¥ § ¬¥ç ¨¥ ¢ [44]). �â®  -
¡«î¤¥¨¥ ¢¥à® ¤«ï ¢á¥å ¯à®¨§¢®«ìëå ®à¬ «¨§ æ¨©, ¯®áª®«ìªã â¥§®à C ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì,
¨á¯®«ì§ãï â®«ìª® ¯ àã (x; Y ),   ¥ âà®©ªã (x; Y; z).

6.7.1. �à¥¤«®¦¥¨¥. �ãáâì Y | ¯à®¨§¢®«ì®¥ ª®®à¬ «ì®¥ ¯®«¥   ¥¢ëà®¦¤¥®© £¨¯¥à-
¯®¢¥àå®áâ¨. � ª ãáâ ®¢«¥® ¢ ¯. 2.7, ¨áå®¤ï ¨§ Y ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ¬¥âà¨ªã
h ¨ ¯à®¥ªâ¨¢® ¯«®áªãî á¢ï§®áâì r�,   § â¥¬ C ¨ T . �¯à¥¤¥«¨¬ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨© â¥§®à eC â¨¯ 
(1; 2) ª ª ¡¥áá«¥¤®¢ãî ç áâì â¥§®à  C:

eC(v; w) := C(v; w)�
n

n+ 2
(T [(v)w + T [(w)v + h(v; w)T ):

�®£¤ 
(i) eC | ª «¨¡à®¢®çë© ¨¢ à¨ â ;
(ii) eC = C(e);
(iii) ¨á¯®«ì§ãï ª «¨¡à®¢®çë¥ ¨¢ à¨ âë eC ¨ eh, ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨-

 âãî ¡¥áá«¥¤®¢ãî ªã¡¨ç¥áªãî ä®à¬ã eC[ ä®à¬ã«®© eC[(u; v; w) := eh(u; eC(v; w)).
�®ª § â¥«ìáâ¢® ¨á¯®«ì§ã¥â «¥¬¬ã 5.1(iv) ¨ ¯. 3.4.2.

6.8. � «¨¡à®¢®ç® ¨¢ à¨ â ï ä®à¬  �¥¡ëè¥¢ . � ¬¥  ®à¬ «¨§ æ¨¨ ¨¤ãæ¨àã¥â ª -
«¨¡à®¢®ç®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ä®à¬ë �¥¡ëè¥¢  ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á «¥¬¬®© 5.1. �á¯®«ì§ãï ª -
«¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âãî ¬¥âà¨ªã eh ¨§ ¯. 6.3, ®âáî¤  ¯®«ãç ¥¬ ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âãî
1-ä®à¬ã ¨  áá®æ¨¨à®¢ ®¥ á ¥© ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ â®¥ ¯®«¥. �¯à¥¤¥«¨¬ ª «¨¡à®¢®ç®-

¨¢ à¨ âãî ä®à¬ã �¥¡ëè¥¢  ä®à¬ã«®©

eT [ := T [ +
n+ 2
2n

d ln�

¨ (¢ ¥ï¢®¬ ¢¨¤¥) ä®à¬ã eT á®®â®è¥¨¥¬ eh( eT ; v) := eT [(v). � ¯®¬¨¬, çâ® ª ¦¤®¥ ¨§ á®®â-
®è¥¨© T (e) = 0 ¨ �(e) = const å à ªâ¥à¨§ã¥â á®¡áâ¢¥ë¥  ää¨ë¥ áä¥àë; ®âáî¤  ¨ ¨§
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¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¬ë ¬®¦¥¬ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬ ®å à ªâ¥à¨§®¢ âì á®¡áâ¢¥ë¥  ää¨ë¥ áä¥àë
¢ ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âëå â¥à¬¨ å.

6.8.1. � ¡«î¤¥¨¥. � áá¬®âà¨¬ ¥¢ëà®¦¤¥ãî æ¥âà® ää¨ãî £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì x.

(i) eT = 0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  x ï¢«ï¥âáï á®¡áâ¢¥®©  ää¨®© áä¥à®©.
(ii) �¬¥¥â ¬¥áâ® á®®â®è¥¨¥

eT = T (c) =
n+ 2
2n

gradh(c) ln�(e):

(iii) �¬¥îâ ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¨¥ á®®â®è¥¨ï, £¤¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï á®£« è¥¨¥, ª á îé¥¥áï ®¡®-
§ ç¥¨ï ®à¬ ¨§ ¯. 6.3:

j eT j2 = j eT [j2 = kT (c)k2h(c) =
n2

(n+ 2)2
kd ln �(e)k2h(c) =

n2

(n+ 2)2
k gradh(c) �(e)k

2
h(c):

6.9. � «¨¡à®¢®ç ï ¨¢ à¨ â®áâì ¨ æ¥âà® ää¨ ï £¥®¬¥âà¨ï. �á®¢ë¢ ïáì   ¯à¥-
¤ë¤ãé¥¬, ¬®¦® áâà®¨âì ¤ «ì¥©è¨¥ ª «¨¡à®¢®çë¥ ¨¢ à¨ âë ¢ æ¥âà® ää¨®© â¥®à¨¨
£¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©.

6.9.1. �¥¬¬ . �¯à¥¤¥«¨¬ á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨© â¥§®à et â¨¯  (1; 2) ä®à¬ã«®©
et(v; w) := n

(n+ 2)
( eT [(v)w + eT [(w)v + eh(v; w) eT ):

T®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ æ¥âà® ää¨ë¥ ¨¢ à¨ âë ï¢«ïîâáï ª «¨¡à®¢®çë¬¨ ¨¢ à¨ â ¬¨:

(i) C(c)(v; w) = eC(v; w) + et(v; w);
(ii) C[(c)(u; v; w) = h(c)(C(c)(u; v); w) = eh( eC(u; v); w) + eh(u; et(v; w));
(iii) r(c) = r(h(c)) + C(c) = r(eh) + eC + et;
(iv) r�(c) = r(h(c)) � C(c) = r(eh)� eC � et;
(v) æ¥âà® ää¨ë© ®¯¥à â®à �¥¡ëè¥¢  ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ â¥

T(c) := r(h(c))T (c) = r(eh) eT =: eT:
6.9.2. �¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á«¥¤áâ¢¨ï.

(a) �®à®è® ¨§¢¥áâ®, çâ® á¢ï§®áâì r(c) ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªâ¨¢® ¯«®áª®© ¨ ¥¥ ¯à¥¤£¥®¤¥§¨ª¨
®¯¨áë¢ îâ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x(M) á 2-¯«®áª®áâï¬¨, á®¤¥à¦ é¨¬¨  ç «®
ª®®à¤¨ â [2], [24]. � à §¬¥à®áâ¨ n � 3 ¨¤ãæ¨à®¢  ï á¢ï§®áâì r ¤ ®© à¥«ïâ¨¢-
®© ®à¬ «¨§ æ¨¨ ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªâ¨¢® ¯«®áª®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®à¬ «¨§ -
æ¨ï ï¢«ï¥âáï æ¥âà® ää¨®© ([10], ¯. 6.3.5). �§ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï (iii) «¥¬¬ë 6.9.1 á«¥¤ã¥â,
çâ® ¨¤ãæ¨à®¢  ï æ¥âà® ää¨ ï á¢ï§®áâì ¬®¦¥â ¡ëâì ®¯¨á   ¢ ª «¨¡à®¢®ç®-
¨¢ à¨ âëå â¥à¬¨ å.

(b) �¬¥¥âáï ¯à®§à ç ï £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï ¨â¥à¯à¥â æ¨ï ¯à®¥ªâ¨¢®© ¯«®áª®áâ¨ ¨¤ãæ¨à®-
¢ ®© æ¥âà® ää¨®© á¢ï§®áâ¨ ¢ â¥à¬¨ å ¯®¤å®¤ïé¥£® ®â®¡à ¦¥¨ï æ¥âà® ää¨-
®© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ ¢ £¨¯¥à¯«®áª®áâì ¯à®áâà áâ¢  Rn+1 ([21], x 9).

(c) �à¥¤£¥®¤¥§¨ª¨ á¢ï§®áâ¨ r�(c), ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ¯à¥¤£¥®¤¥§¨ª ¬¨ ª« áá  P�, ®¯¨-
áë¢ îâ «¨¨¨ â¥¨ ¯® ®â®è¥¨î ª ¯®¤å®¤ïé¥¬ã ¯ à ««¥«ì®¬ã ¯ãçªã á¢¥â  (á¬.
¯. 6.4). �ãªâ (iv) «¥¬¬ë ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® íâ® á¢®©áâ¢® ¬®¦¥â ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢ ® ¢
ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âëå â¥à¬¨ å.

(d) � à ªâ¥à¨§ æ¨ï á®¡áâ¢¥ëå  ää¨ëå áä¥à ¢ ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âëå â¥à¬¨ å
á®¤¥à¦¨âáï ¢ ¯. 6.8.1.

6.10. � «¨¡à®¢®ç ï ¨¢ à¨ â®áâì ¨ £¥®¬¥âà¨ï �«ïèª¥. �ëà §¨¬ ¨¢ à¨ âë �«ïèª¥
ç¥à¥§ ª «¨¡à®¢®çë¥ ¨¢ à¨ âë ¨ ®¯¨è¥¬ à¥§ã«ìâ âë, ¨§¢¥áâë¥ ¨§ £¥®¬¥âà¨¨ �«ïèª¥, ¢
â¥à¬¨ å ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âëå á¢®©áâ¢

(i) r(h(e)) = er;
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(ii) á«¥¤ãîé¨¥ ª« ááë ä®à¬ ®¡ê¥¬  ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âë:

fc � e! j 0 6= c 2 Rg = fc � !(h(e)) j 0 6= c 2 Rg =

= fc � !�(e) j 0 6= c 2 Rg = fc � !(e) j 0 6= c 2 Rg;

(iii) ª« áá fc � h(e) j 0 6= c 2 Rg ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ â¥;
(iv) C(e) = eC;
(v) r(e) = r(h(e)) + C(e) = er+ eC, r�(e) = r(h(e)) � C(e) = er� eC;
(vi) ª« áá fc � �(e) j 0 6= c 2 Rg ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ â¥;
(vii) ®¯¥à â®à eS := �(e)S(e) ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®áâà®¥ ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âë¬ á¯®á®¡®¬, â -

ª¨¬ ®¡à §®¬, ª« áá fc � S(e) j 0 6= c 2 Rg ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ â¥;
(viii) á«¥¤ãîé¨¥ äãªæ¨¨ ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âë:

e{ := �(e){(e); eH := �(e)H(e); eJ := �(e)J(e);

  «®£¨ç® ¯. (vii)  áá®æ¨¨à®¢ ë¥ ª« ááë fc � {(e) j 0 6= c 2 Rg ¨ â. ¤. ª «¨¡à®¢®ç®-
¨¢ à¨ âë;

(ix) äãªæ¨ï eJ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á®®â®è¥¨î

n(n� 1) eJ = j eCj2 = jCj2 �
3n2

n+ 2
jT j2;

£¤¥ C, T ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ à ¢¥áâ¢  ¬®¦® ¢ëç¨á«¨âì ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¨ ¯à®¨§¢®«ì®©
®à¬ «¨§ æ¨¨, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ®à¬ë ¡¥àãâáï ¯® ®â®è¥¨î ª ¬¥âà¨ª¥ eh. � §®¢¥¬ äãª-
æ¨î eJ ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ â®© äãªæ¨¥© �¨ª .

�®ª § â¥«ìáâ¢a ¯¯. (i){(vi), (ix) ®ç¥¢¨¤ë. �ãªâ (vii) á«¥¤ã¥â ¨§ á®®â®è¥¨ï (iv) ¯à¥¤«®-
¦¥¨ï 5.1.3 ¨§ [10] ¨ à áá¬®âà¥ëå ¢ëè¥ ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âëå ª®áâàãªæ¨© ¢ æ¥âà®-
 ää¨®© £¥®¬¥âà¨¨. �ãªâ (viii) ¤®ª §ë¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

n(n� 1)�(e){(e) = traceehgRic =: n(n� 1)e{;
j eCj2 = �(e)J(e) = eJ:

6.10.1. �¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ á«¥¤áâ¢¨ï.

(i) �¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì x ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à¨ª®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  eC = 0.
(ii) �®ª «ì® á¨«ì® ¢ë¯ãª« ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à¨ª®© â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,

ª®£¤  eJ = 0.
(iii) � «¨¡à®¢®ç® ¨¢ à¨ â ï ª®áâàãªæ¨ï á¢ï§®áâ¨ r(e) = er + eC ®¯à¥¤¥«ï¥â ª «¨¡-

à®¢®ç®-¨¢ à¨ â®¥ âà á¢¥àá «ì®¥ «¨¥©®¥ à áá«®¥¨¥ ¯®áà¥¤áâ¢®¬ à §«®¦¥¨ï ¢
áâàãªâãàëå ãà ¢¥¨ïå � ãáá ; íâ® «¨¥©®¥ à áá«®¥¨¥ ï¢«ï¥âáï ¢ â®ç®áâ¨ «¨¥©ë¬
à áá«®¥¨¥¬, ¯®à®¦¤ ¥¬ë¬  ää¨ë¬¨ ®à¬ «ï¬¨ ¢ £¥®¬¥âà¨¨ �«ïèª¥ (á¬. ¯. 6.1).

(iv) �§ ¯. 6.10(vii) ¯®«ãç ¥¬ ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âãî å à ªâ¥à¨§ æ¨î ¥á®¡áâ¢¥ëå  ä-
ä¨ëå áä¥à.

(iv) �§ ¯. 6.10(vii) á«¥¤ã¥â, çâ® ã¨¬®¤ã«ïà®- ää¨ë¥ ®¬¡¨«¨ª¨ ¬®¦® ®¯¨á âì ¢ ª «¨¡-
à®¢®ç®-¨¢ à¨ âëå â¥à¬¨ å.

6.11. �®«®â . �  ää¨®© â¥®à¨¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© ¨á¯®«ì§ãîâáï à §«¨çë¥ ¯®ïâ¨ï
¯®«®âë [4], [45], [29]. � áá¬®âà¨¬ ¨å á¬ëá« á â®çª¨ §à¥¨ï ª «¨¡à®¢®ç®© ¨¢ à¨ â®áâ¨.

6.11.1. �«®¡ «ìë¥ £à ä¨ª¨. �ãáâì x : Rn ! Rn+1 | ¥¢ëà®¦¤¥ë© £«®¡ «ìë© £à ä¨ª.
�â® á¢®©áâ¢® ¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ®à¬ «¨§ æ¨¨ ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¨¤ãæ¨à®¢ ®© £¥®¬¥-
âà¨¨. � áâ ¤ àâ®© â¥à¬¨®«®£¨¨ íâ® ¯®ïâ¨¥ ¯®«®âë £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x  §ë¢ ¥âáï ¥¢ª«¨-
¤®¢®© ¯®«®â®©.

6.11.2. �®«®â  ¬¥âà¨ª¨ �«ïèª¥. �£à ¨ç¨¬áï à áá¬®âà¥¨¥¬ «®ª «ì® á¨«ì® ¢ë¯ãª«ëå
£¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©. �®«®â  ¬¥âà¨ª¨ �«ïèª¥ íª¢¨¢ «¥â  £¥®¤¥§¨ç¥áª®© ¯®«®â¥ ¥¥ á¢ï§®-
áâ¨ �¥¢¨-�¨¢¨â  ([46], â¥®à¥¬  �®¯ä {�¨®¢ ), ª®â®à ï íª¢¨¢ «¥â  £¥®¤¥§¨ç¥áª®© ¯®«®â¥
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á¢ï§®áâ¨ �¥©«ï er. � ª¨¬ ®¡à §®¬, íâ® á¢®©áâ¢® ï¢«ï¥âáï ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âë¬ ¤«ï
«®ª «ì® á¨«ì® ¢ë¯ãª«ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©.

6.11.3. �®«®â  æ¥âà® ää¨®© ¬¥âà¨ª¨. �®áª®«ìªã æ¥âà® ää¨ ï ¬¥âà¨ª  ¨ ª «¨¡-
à®¢®ç®-¨¢ à¨ â ï ¬¥âà¨ª  á®¢¯ ¤ îâ, h(c) = eh, ¯®«®â  h(c) ï¢«ï¥âáï ª «¨¡à®¢®ç®-
¨¢ à¨ âë¬ á¢®©áâ¢®¬.

6.12. �ã¤ ¬¥â «ì ï â¥®à¥¬  | ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âë© ¢ à¨ â. �ãáâìM | á¢ï§-
®¥ ¬®£®®¡à §¨¥. � áá¬®âà¨¬   M ¤¢¥ áâàãªâãàë: ª®ä®à¬ë© ª« áá C ¯®«ãà¨¬ ®¢ëå ¬¥-
âà¨ª ¨ ¯à®¥ªâ¨¢ë© ª« ááP� à¨çç¨-á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å á¢ï§®áâ¥© ¡¥§ ªàãç¥¨ï. Câàãªâãàã P��C
 §®¢¥¬ áâàãªâãà®© �®¤ ææ¨, ¥á«¨  ©¤¥âáï í«¥¬¥â (r�; h), ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãà ¢¥¨ï¬�®-
¤ ææ¨. �¥£ª® ¤®ª § âì, çâ® íâ® ¢«¥ç¥â ¢§ ¨¬® ®¤®§ ç®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã P� ¨ C â ª®¥,
çâ® «î¡ ï ¡¨¥ªâ¨¢® á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¯ à  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãà ¢¥¨ï¬ �®¤ ææ¨ (á¬.,  ¯à.,
[37]; [5], x 2.6).

6.12.1. �ã¤ ¬¥â «ì ï â¥®à¥¬ . �ãáâìM | á¢ï§®¥, ®¤®á¢ï§®¥ ¨ ®à¨¥â¨àã¥¬®¥ ¬®£®-
®¡à §¨¥. �ãáâì P��C| áâàãªâãà  �®¤ ææ¨  M . �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¥¢ëà®¦¤¥®¥ ¯®£àã¦¥-
¨¥ x : M ! Rn+1 â ª®¥, çâ® C ï¢«ï¥âáï ¨¤ãæ¨àã¥¬ë¬ ª®ä®à¬ë¬ ª« áá®¬ ¯®«ãà¨¬ ®¢ëå
¬¥âà¨ª ¨ P� ï¢«ï¥âáï ¨¤ãæ¨à®¢ ë¬ ª« áá®¬ ª®®à¬ «ìëå á¢ï§®áâ¥© ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬
á«ãç ¥, ª®£¤  ª« áá P� ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªâ¨¢® ¯«®áª¨¬. �®£àã¦¥¨¥ x ¥¤¨áâ¢¥® á â®ç®áâìî
¤®  ää¨®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨.

6.13. �¯¥à â®àë â¨¯  � ¯« á . �«ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ x à áá¬®âà¨¬ ¯ àã (r�; h) 2 P� � C

¨ ¢ â¥à¬¨ å íâ®© ¯ àë á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬ ®¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®à D�. �ãáâì Hess� ®¡®§ ç ¥â
r�-ª®¢ à¨ âë© £¥áá¨ . �«ï ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬®© äãªæ¨¨ f ¯®«®¦¨¬

H�(f) := Hess�(f) +
1

n� 1
Ric� �f:

�¯¥à â®à D� := D(r�; h) := tracehH� ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  â¨¯  � ¯« á .
�«¥¤ãîé¥¥ ¯à®áâ®¥  ¡«î¤¥¨¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨â¥à¥á á â®çª¨ §à¥¨ï ª «¨¡à®¢®ç®© ¨¢ à¨-
 â®áâ¨. �à¨ ¯à®¥ªâ¨¢®¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¨ á äãªæ¨¥© ¯¥à¥å®¤  q ¢ë¯®«ï¥âáï

H�](q � f) = q �H�(f):

� «¨¡à®¢®ç®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¤ ¥â D�](q � f) = D�(f).

6.13.1. �á¨¬¯â®â¨ª¨ ãà ¢¥¨ï â¥¯«®¯à®¢®¤®áâ¨. � [16] ¨§ãç «¨áì  á¨¬¯â®â¨ª¨ ¤«ï ®¯¥-
à â®à  â¨¯  D�; ª®íää¨æ¨¥âë am(D), m 2 N, ¢  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¬ àï¤¥ ï¢«ïîâáï «®ª «ì®
¢ëç¨á«¨¬ë¬¨ á¯¥ªâà «ìë¬¨ ¨¢ à¨ â ¬¨, § ¢¨áïé¨¬¨ ®â ¯ àë (r�; h). � ¬¨ ¡ë«  ¤®ª § -
  â¥®à¥¬  [16], ª®â®à ï ¢ â¥à¬¨®«®£¨¨ ¤ ®© áâ âì¨ ¬®¦¥â ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢   á«¥¤ãîé¨¬
®¡à §®¬:   £¨¯¥à®¢ «®¨¤ å à §¬¥à®áâ¨ n ª®íää¨æ¨¥âë an(D�) ¨¢ à¨ âë ¯à¨ ª «¨¡à®-

¢®çëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨ïå. � «®£¨çë© à¥§ã«ìâ â ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï ª®¬¯ ªâëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®-
áâ¥© ¯à¨ ¯®¤å®¤ïé¨å £à ¨çëå ãá«®¢¨ïå [16].

6.13.2. �¡®¡é¥ë¥ áä¥à¨ç¥áª¨¥ £ à¬®¨ª¨. �à¥¤¨ ¯¥à¢ëå £«®¡ «ìëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¢  ää¨-
®© â¥®à¨¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©, ¯®«ãç¥ëå �«ïèª¥, á«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  å à ªâ¥à¨§ãîâ í««¨¯á®¨-
¤ë:

(i) o¢ «®¨¤, ï¢«ïîé¨©áï  ää¨®© áä¥à®©, ï¢«ï¥âáï í««¨¯á®¨¤®¬,
(ii) o¢ «®¨¤ ¯®áâ®ï®©  ää¨®© áà¥¤¥© ªà¨¢¨§ë H(e) = const ï¢«ï¥âáï í««¨¯á®¨¤®¬.

�¤® ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ �«ïèª¥ [7] ¨á¯®«ì§®¢ «® ¨¤¥î �¨«ì¡¥àâ , ª á îéãîáï ¨§ãç¥¨ï áä¥à¨-
ç¥áª¨å £ à¬®¨ª ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  ¨ ¨å ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨© ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå
¢  ää¨®© â¥®à¨¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©. �.� ©¤¥à [47] ãá¯¥è® à á¯à®áâà ¨« £«®¡ «ìë¥
¨áá«¥¤®¢ ¨ï �«ïèª¥   à¥«ïâ¨¢ãî £¥®¬¥âà¨î; ¥£® à¥§ã«ìâ âë â¥á® á¢ï§ ë á ¨áá«¥¤®¢ -
¨ï¬¨ �.�.�®à¤¥  ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨© ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå ¤«ï à¥«ïâ¨¢ëå
®¯®àëå äãªæ¨© (á¬. ¯. 2.7.2 ¨ [10], x 4.13). �¬¥îâáï ¥¤ ¢¨¥ á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª¨¥ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï
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®¡®¡é¥¨© áä¥à¨ç¥áª¨å £ à¬®¨ª ¯¥à¢®£® ¨ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  ®â ¯à®áâà áâ¢ ¯®áâ®ï®© ªà¨-
¢¨§ë ¤® ¯à®¥ªâ¨¢® ¯«®áª¨å ¯à®áâà áâ¢ ([48], [49]{[51],   â ª¦¥ [5]). �â¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï á«ã¦ â
äã¤ ¬¥â®¬ ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥®© â¥å¨ª¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå
ãà ¢¥¨© ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå â¨¯  ãà ¢¥¨© �®¦ {�¬¯¥à  ¨ �®¤ ææ¨. � ª®â¥ªáâ¥ ª -
«¨¡à®¢®ç®© ¨¢ à¨ â®áâ¨ á«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â ¬®¦¥â á«ã¦¨âì ¯à¨¬¥à®¬; ® § ¢¨á¨â ®â
â®¯®«®£¨¨ ¬®£®®¡à §¨ï M (á¬. [48]).

�¥®à¥¬ . �ãáâì ¬®£®®¡à §¨¥ M ¤¨ää¥®¬®àä® Sn ¨ ¯ãáâì P� | ¯à®¥ªâ¨¢® ¯«®áª¨©
ª« áá à¨çç¨-á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å á¢ï§®áâ¥© ¡¥§ ªàãç¥¨ï.

(i) �«ï r� 2 P� ¢áïª®¥ à¥è¥¨¥ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®£® ãà ¢¥¨ï ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå
¢â®à®£® ¯®àï¤ª  H�(f) = 0 ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ®¡®¡é¥®© áä¥à¨ç¥áª®© £ à¬®¨ª®© ¯¥à¢®£®

¯®àï¤ª  ¯® ®â®è¥¨î ª r�. �®£¤  ¢¥ªâ®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® H� à¥è¥¨© íâ®£® ãà ¢¥¨ï
¨¬¥¥â à §¬¥à®áâì (n+ 1) ¥§ ¢¨á¨¬® ®â ¢ë¡®à  r� 2 P�.

(ii) �ãáâì P� � C | áâàãªâãà  �®¤ ææ¨. �®£¤  f ï¢«ï¥âáï à¥è¥¨¥¬ ãà ¢¥¨ï ¢â®à®£®
¯®àï¤ª  D(r�; h)f = 0 ¤«ï (r�; h) 2 P� � C ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  f 2 H�.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, à §¬¥à®áâì ¯à®áâà áâ¢  à¥è¥¨© ®¯ïâì à ¢  (n+ 1).

7. � «¨¡à®¢®ç® ¨¢ à¨ âë¥ äãªæ¨® «ë

�®£¨¥ ¨§ å®à®è® ¨§¢¥áâëå £«®¡ «ìëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¢  ää¨®© â¥®à¨¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®-
áâ¥© ®á®¢ë¢ îâáï   ¢ à¨ æ¨®ëå § ¤ ç å ¨ ¨å ãà ¢¥¨ïå �©«¥à {� £à ¦ . �à®¢¥à¨¬
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ äãªæ¨® «ë   ª «¨¡à®¢®çãî ¨¢ à¨ â®áâì. � ª ¨ ¯à¥¦¤¥, à áá¬®âà¨¬
¥¢ëà®¦¤¥ë¥ æ¥âà® ää¨ë¥ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨; â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢á¥ à¥«ïâ¨¢ë¥ ®¯®àë¥
äãªæ¨¨ ï¢«ïîâáï ¨£¤¥ ¥ ®¡à é îé¨¬¨áï ¢ ã«ì.

7.1. �à¥ «ìë© äãªæ¨® « ¤«ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© �«ïèª¥. � áá¬®âà¨¬ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì
�«ïèª¥. �à¥ «ìë© äãªæ¨® « ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®©

A(e) :=
Z
D

!(h(e))

¤«ï ®¡« áâ¨ D 2M á ª®¬¯ ªâë¬ ®á¨â¥«¥¬. �® «¥¬¬¥ 6.5.1 ¨¬¥¥¬

e! = !(r(h(e))):

� á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯. 6.10 ª« áá fc � !(h(e)) j 0 6= c 2 Rg ï¢«ï¥âáï ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âë¬.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ëà ¦¥¨¥

A(e) :=
Z
D

e!
ï¢«ï¥âáï ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âë¬ äãªæ¨® «®¬ (á â®ç®áâìî ¤® ¥ã«¥¢®© ª®áâ âë).
�à ¢¥¨¥ �©«¥à {� £à ¦  ¨¬¥¥â ¢¨¤ nH(e) := traceS(e) = 0, íâ® ãà ¢¥¨¥ íª¢¨¢ «¥â-
® ãà ¢¥¨î trace(�(e)S(e)) = 0, ¯®áª®«ìªã �(e) ¨£¤¥ ¥ ®¡à é ¥âáï ¢ ã«ì. � á®®â¢¥â-
áâ¢¨¨ á ¯. 6.10(vii) íâ® ãà ¢¥¨¥ �©«¥à {� £à ¦  ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ëà ¦¥® ¢ ª «¨¡à®¢®ç®-
¨¢ à¨ âëå â¥à¬¨ å.

7.2. �¥âà® ää¨ë©  à¥ «ìë© äãªæ¨® «. �®   «®£¨¨ á ¯à¥¤ë¤ãé¨¬ ¯ãªâ®¬ æ¥âà®-
 ää¨ë©  à¥ «ìë© äãªæ¨® « ¨¬¥¥â ¢¨¤

A(c) :=
Z
D

!(h(c)) =
Z
D

!(eh):
�à ¢¥¨¥ �©«¥à {� £à ¦  ¯®«ãç ¥âáï ¯à¨ ®¡à é¥¨¨ ¢ ã«ì á«¥¤  æ¥âà® ää¨®£® ®¯¥-
à â®à  �¥¡ëè¥¢  [28]:

trace eT = traceT(c) = 0:

�¤¥áì  à¥ «ìë© äãªæ¨® « ¨ ãà ¢¥¨¥ �©«¥à {� £à ¦  ¢ëà ¦¥ë ¢ ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ -
à¨ âëå â¥à¬¨ å.
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7.3. �ãªæ¨® « �¨ª . � à §¬¥à®áâ¨ n = 2 äãªæ¨® « �¨ª  ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬
®¡à §®¬ ([7], áá. 174, 248):

J(e) :=
Z
D

J(e) � !(h(e)):

�®¦® «¨ ¢ëà §¨âì íâ®â äãªæ¨® « ¢ ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âëå â¥à¬¨ å? �¡áã¤¨¬ ¤¢¥
¢®§¬®¦®áâ¨:

(i) J(e) � !(h(e)) = (�(e))�1 eJ � e!,
çâ® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯. 6.10(vi) ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ â®¥ ¢ëà ¦¥¨¥ (á
â®ç®áâìî ¤® ¥ã«¥¢®© ª®áâ âë);

(ii) J(e)!(e) = (�(e))�1 eJ � (�(e))n2 � !(h(c)) = (�(e))
n�2
2 � eJ � !(eh);

íâ® ¢ëà ¦¥¨¥ â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âë¬ (á â®ç®áâìî ¤® ¥ã«¥¢®© ª®-
áâ âë).

� ª®© à¥§ã«ìâ â ã¦¥ ¡ë« ¤®ª §   ¬¨ ¢ ([16], x 6.5), £¤¥ ¨á¯®«ì§®¢ «¨áì  á¨¬¯â®â¨ª¨ ãà ¢-
¥¨ï â¥¯«®¯à®¢®¤®áâ¨ (á¬. ¯. 6.13 ¢ëè¥) ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ª «¨¡à®¢®ç®© ¨¢ à¨ â®áâ¨
äãªæ¨® «  �¨ª  ¢ à §¬¥à®áâ¨ ¤¢ .

� à §¬¥à®áâ¨ n=2 ãà ¢¥¨¥ �©«¥à -� £à ¦  ¤«ï äãªæ¨® «  J(e) ¨¬¥¥â ¢¨¤
3�(e)H(e) + 4(H(e)2 � det(S(e))) = 0. �ç¥¢¨¤®,  ää¨ë¥ áä¥àë ï¢«ïîâáï à¥è¥¨ï¬¨ ãà ¢-
¥¨ï �©«¥à {� £à ¦ . �à¥¤ë¤ãé¨¥  ¡«î¤¥¨ï ¢ (i) ¨ (ii)  ¢®¤ïâ   ¬ëá«ì à áá¬®âà¥âì
ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âë© äãªæ¨® « Z

D

eJ!(eh)
¨ ¯à¥¤áâ ¢¨âì ãà ¢¥¨¥ �©«¥à -� £à ¦  ¢ â¥à¬¨ å æ¥âà® ää¨®© £¥®¬¥âà¨¨. � à ¡®â¥
[52] ¨§ãç «áï ¯à®¥ªâ¨¢ë©  à¥ «ìë© äãªæ¨® «Z

D

J(e)
n
2 !(h(e));

ª®â®àë© á®¢¯ ¤ ¥â á ª« áá¨ç¥áª¨¬ äãªæ¨® «®¬ �¨ª  ¢ à §¬¥à®áâ¨ n = 2.

8. �« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¨ à¥§ã«ìâ âë ® ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨
¢ â¥à¬¨ å ª «¨¡à®¢®ç®© ¨¢ à¨ â®áâ¨

� ª ç¥áâ¢¥ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® â¥áâ   è¥£® ¯®¤å®¤  ®¡áã¤¨¬ ¢ ª®â¥ªáâ¥ ª «¨¡à®¢®ç®© ¨¢ -
à¨ â®áâ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï, ¯®ï¢«ïîé¨¥áï ¢ å®à®è® ¨§¢¥áâëå ª« áá¨ä¨ª æ¨ïå ¨ à¥§ã«ìâ â å
® ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨. �®ª ¦¥¬, çâ® ¢á¥ à¥§ã«ìâ âë, ¯¥à¥ç¨á«ï¥¬ë¥ ¨¦¥, á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ãª § -
®¬ã ª®â¥ªáâã.

8.1. �«®¡ «ì ï ª« áá¨ä¨ª æ¨ï  ää¨ëå áä¥à. �«®¡ «ì ï ª« áá¨ä¨ª æ¨ï ¯®«ëå «®ª «ì-
® á¨«ì® ¢ë¯ãª«ëå  ää¨ëå áä¥à ¬®¦¥â ¡ëâì  ©¤¥  ¢ ¬®®£à ä¨¨ ([4], £«. 2). � á®-
®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯. 6.11 ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï ¯®«®âë ¢ íâ®© ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ëà ¦¥ë ¢
ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âëå â¥à¬¨ å. � ¯. 6.8.1 ¨¬¥¥âáï ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ â ï å à ªâ¥-
à¨§ æ¨ï á®¡áâ¢¥ëå  ää¨ëå áä¥à, ¢ ¯. 6.10.1 | ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ â ï å à ªâ¥à¨§ -
æ¨ï ¥á®¡áâ¢¥ëå  ää¨ëå áä¥à.

8.2. �ää¨ë¥ áä¥àë á ¬¥âà¨ª®© �«ïèª¥ ¯®áâ®ï®© ªà¨¢¨§ë. �®ª «ì ï ª« áá¨ä¨ª -
æ¨ï «®ª «ì® á¨«ì® ¢ë¯ãª«ëå  ää¨ëå áä¥à á ¬¥âà¨ª®© �«ïèª¥ ¯®áâ®ï®© ªà¨¢¨§ë ¬®-
¦¥â ¡ëâì  ©¤¥  ¢ ([4], £«. 2). � á«ãç ¥ ¥®¯à¥¤¥«¥ëå ¬¥âà¨ª �.�à ª¥ ¯®«ãç¨« ®â¢¥â
  ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ � ¤¦¨¤ -� ©   [25]. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á «¥¬¬®© 6.5.1 â¥§®à ªà¨¢¨§ë ¬¥-
âà¨ª¨ �«ïèª¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ëà ¦¥ ¢ ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âëå â¥à¬¨ å. � à ªâ¥à¨§ æ¨î
 ää¨ëå áä¥à ¢ ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âëå â¥à¬¨ å á¬. ¢ ¯. 8.1.
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8.3. �¨¬®¤ã«ïà®- ää¨ë¥ ¯à®¡«¥¬ë �¥àèâ¥© . � â¥ç¥¨¥ ¤¥áïâ¨«¥â¨© ®áâ ¢ «¨áì ®â-
ªàëâë¬¨ ¤¢¥ § ¬¥¨âëå  ää¨ëå £¨¯®â¥§ë �¥àèâ¥© , áä®à¬ã«¨à®¢ ë¥ � « ¡¨ ¨ �¥à-
®¬ á®®â¢¥âáâ¢¥®: «®ª «ì® á¨«ì® ¢ë¯ãª« ï  ää¨ ï ¬ ªá¨¬ «ì ï ¯®¢¥àå®áâì, ã¤®¢«¥-

â¢®àïîé ï á®®â¢¥âáâ¢¥® ®¤®¬ã ¨§ ãá«®¢¨© ¯®«®âë ¯. 6:11:1 ¨«¨ ¯. 6:11:2, ï¢«ï¥âáï í«-

«¨¯â¨ç¥áª¨¬ ¯ à ¡®«®¨¤®¬. �¥¤ ¢® ®â¢¥âë   íâ¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï ¯®«ãç¥ë ¢ [53], [54]. �¡ 
ãá«®¢¨ï ¯®«®âë, â ª¦¥ ª ª ¨ ã¨¬®¤ã«ïà®¥ ãà ¢¥¨¥ �©«¥à {� £à ¦  ¤«ï ¬ ªá¨¬ «ìëå
¯®¢¥àå®áâ¥© ¢ ¯. 4.3.1, á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ª®â¥ªáâã ª «¨¡à®¢®ç®© ¨¢ à¨ â®áâ¨.

8.4. �¥âà® ää¨ë¥ ¯à®¡«¥¬ë �¥àèâ¥© . � [29] ¨áá«¥¤ã¥âáï ¯à®¡«¥¬  �¥àèâ¥©  ¤«ï
«®ª «ì® á¨«ì® ¢ë¯ãª«ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© ¢ æ¥âà® ää¨®© â¥®à¨¨. �®£« á® ¯. 7.2 æ¥-
âà® ää¨®¥ ãà ¢¥¨¥ �©«¥à {� £à ¦  ¤«ï æ¥âà® ää¨ëå íªáâà¥¬ «ìëå £¨¯¥à¯®¢¥àå-
®áâ¥© ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ëà ¦¥® ¢ ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âëå â¥à¬¨ å. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯. 6.11.1
¨ ¯. 6.11.3 íâ® ¦¥ ¢¥à® ¤«ï ¤¢ãå ãá«®¢¨© ¯®«®âë, ª®â®àë¥ ¯à¥¤¯®« £ îâáï ¢ ¨áá«¥¤®¢ ¨ïå
à ¡®âë [29]. � ®â«¨ç¨¥ ®â ¥¢ª«¨¤®¢  ¨ ã¨¬®¤ã«ïà®£® á«ãç ¥¢, ¨¬¥îâáï ¡®«ìè¨¥ á¥¬¥©áâ¢ 
¯®«ëå «®ª «ì® á¨«ì® ¢ë¯ãª«ëå æ¥âà® ää¨ëå íªáâà¥¬ «ìëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©. �¢-
â®àë à ¡®âë [29] ¤ îâ ç áâ¨çë¥ ¯®¤ª« áá¨ä¨ª æ¨¨, ¨á¯®«ì§ãï ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï, ª á îé¨¥áï
¢ãâà¥¥© ªà¨¢¨§ë æ¥âà® ää¨ëå ¬¥âà¨ª ¨ ®à¬ë æ¥âà® ää¨®© ä®à¬ë �¥¡ëè¥¢ .
�®£« á® ¯¯. 6.3 ¨ 6.8.1(ii) ¢á¥ â ª¨¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ëà ¦¥ë ¢ ª «¨¡à®¢®ç®-
¨¢ à¨ âëå â¥à¬¨ å. � ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  ¯à¨¢¥¤¥¬ â¨¯¨çë© à¥§ã«ìâ â ¨§ [29].

�¥®à¥¬ . �ãáâì x : M ! R3 | ¯®« ï ¥ª®¬¯ ªâ ï £¨¯¥à¡®«¨ç¥áª ï æ¥âà® ää¨ ï
íªáâà¥¬ «ì ï ¯®¢¥àå®áâì. �á«¨ ¢ãâà¥ïï £ ãáá®¢  ªà¨¢¨§  { æ¥âà® ää¨®© ¬¥âà¨ª¨ ¨
¤«¨  jT (c)j ¢¥ªâ®à®£® ¯®«ï �¥¡ëè¥¢  ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á®®â®è¥¨ï¬

(i) { � 0,
(ii) jT (c)j <1,

â® x æ¥âà® ää¨® íª¢¨¢ «¥â  ®¤®© ¨§ á«¥¤ãîé¨å ¯®¢¥àå®áâ¥©:

x�11 x�22 x�33 = 1; xi > 0; �i > 0:

8.5. �âàãªâãàë �©èâ¥© -�¥©«ï ¨ ª®ä®à¬® ¯«®áª¨¥ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨. � [55] ¤®ª -
§  á«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â: £¨¯¥à®¢ «®¨¤ á íª¢¨ ää¨®© ¬¥âà¨ª®© �©èâ¥©  ï¢«ï¥âáï £¨-

¯¥àí««¨¯á®¨¤®¬. �®£« á® ¯. 6.5.2 ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï ï¢«ïîâáï ª «¨¡à®¢®ç®-
¨¢ à¨ âë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨: £¨¯¥à®¢ «®¨¤ á  ää¨®© áâàãªâãà®© �©èâ¥© {�¥©«ï ï¢«ï¥âáï
£¨¯¥àí««¨¯á®¨¤®¬. �¥¤ ¢®  ¢â®àë à ¡®âë [56] ¨áá«¥¤®¢ «¨ ¡®«¥¥ ®¡éãî ¯à®¡«¥¬ã ¨ ¤®ª § -
«¨ á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥: £¨¯¥à®¢ «®¨¤ á ª®ä®à¬® ¯«®áª¨¬ ª« áá®¬ ¬¥âà¨ª ¨ ¬¥âà¨ª®©

�«ïèª¥ ¯®áâ®ï®© áª «ïà®© ªà¨¢¨§ë ï¢«ï¥âáï £¨¯¥àí««¨¯á®¨¤®¬. �§ ¯. 6.10(iii) á«¥¤ã¥â, çâ®
¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥ ® ¯®áâ®ïáâ¢¥ áª «ïà®© ªà¨¢¨§ë ï¢«ï¥âáï ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âë¬ ãá«®-
¢¨¥¬.

8.6. �®ä®à¬ ï ª« áá¨ä¨ª æ¨ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© �¥¡ëè¥¢ . �«¥¤áâ¢¨¥¬ â¥®à¥¬ë ¯. 4.4.1
ï¢«ï¥âáï ¢®§¬®¦®áâì ¤ âì ª®ä®à¬ãî ª« áá¨ä¨ª æ¨î ¯®«ëå æ¥âà® ää¨ëå £¨¯¥à¯®-
¢¥àå®áâ¥© �¥¡ëè¥¢  ( [33], â¥®à¥¬a 4.6). � ç áâ®áâ¨, á«¥¤áâ¢¨¥¬ íâ®© ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ï¢«ï-
¥âáï â®, çâ® § ¬ªãâë¥ æ¥âà® ää¨ë¥ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¨ �¥¡ëè¥¢  ï¢«ïîâáï ª®ä®à¬®
¯«®áª¨¬¨. �®¢  ¢á¥ ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¤ ë ¢ ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âëå â¥à¬¨ å.

8.7. �®£àãíâ®áâì ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâì ¤«ï £¨¯¥à®¢ «®¨¤®¢. �.� ©¤¥à [47] ¤®ª § « á¥à¨î
ãâ¢¥à¦¤¥¨© á«¥¤ãîé¥£® â¨¯ . � áá¬®âà¨¬ ¤¢  æ¥âà® ää¨ëå £¨¯¥à®¢ «®¨¤  á ®¤®© ¨ â®©

¦¥ æ¥âà® ää¨®© ¬¥âà¨ª®© ¨ á ®¤®© ¨ â®© ¦¥ æ¥âà® ää¨®© ä®à¬®© �¥¡ëè¥¢ . T®£¤ 

íâ¨ £¨¯¥à®¢ «®¨¤ë æ¥âà® ää¨® íª¢¨¢ «¥âë. �§ ¯¯. 6.3, 6.8 á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ï
¢ â¥®à¥¬¥ � ©¤¥à  ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ëà ¦¥ë ¢ ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âëå â¥à¬¨ å.

8.8. �ää¨ ï ¯à®¡«¥¬  �¨ª®¢áª®£®. � [26] ¯®áâ ¢«¥  § ¤ ç  ¨áá«¥¤®¢ ¨ï  ää¨®© ¯à®-
¡«¥¬ë �¨ª®¢áª®£®. �â  ¯à®¡«¥¬  áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ¨ ¥¤¨áâ¢¥®áâ¨ ¡ë«  à¥è¥  ¢ [57] (á¬.
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â ª¦¥ [5], x 7.7). � ª «¨¡à®¢®ç®-¨¢ à¨ âëå â¥à¬¨ å ¬®¦¥¬ ¯¥à¥ä®à¬ã«¨à®¢ âì íâ®â à¥-
§ã«ìâ â á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �ãáâì M ¤¨ää¥®¬®àä® Sn ¨ ¯ãáâì P� | ¯à®¥ªâ¨¢® ¯«®áª¨©

ª« áá à¨çç¨-á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å á¢ï§®áâ¥© ¡¥§ ªàãç¥¨ï   M . �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â £¨¯¥à®¢ «®¨¤

¢  ää¨®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ Rn+1 â ª®©, çâ® P� ¨¤ãæ¨àã¥âáï ª®®à¬ «ìë¬ «¨¥©ë¬ à á-

á«®¥¨¥¬, ¨ íâ®â £¨¯¥à®¢ «®¨¤ ¥¤¨áâ¢¥¥ á â®ç®áâìî ¤®  ää¨®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨.

9. � ª«îç¥¨¥

� áá¬®âà¨¬ ¥¢ëà®¦¤¥ãî æ¥âà® ää¨ãî £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâì x :M ! Rn+1 ¢ ¢¥é¥áâ¢¥-
®¬  ää¨®¬ ¯à®áâà áâ¢¥. �®¤¢¥¤¥¬ ¨â®£  è¨¬ ¨áá«¥¤®¢ ¨ï¬ ª «¨¡à®¢®çëå ¨¢ à¨ â®¢
®â®á¨â¥«ì® £àã¯¯ë  ää¨ëå ¯à¥®¡à §®¢ ¨©.

9.1. �®à¬ «¨§ æ¨¨.

(i) �¡à é ¥¬áï ª x 3 ¨ ®¡áã¦¤¥¨î £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å áâàãªâãà, ¨¤ãæ¨à®¢ ëå ¯à®¨§¢®«ì-
®© ®à¬ «¨§ æ¨¥©, ¢ ç áâ®áâ¨  ¯®¬¨ ¥¬ ¯. 3.2.

(ii) � ª« áá¥ ¢á¥å ®à¬ «¨§ æ¨© à¥«ïâ¨¢ë¥ ®à¬ «¨§ æ¨¨ ï¢«ïîâáï ®â¬¥ç¥ë¬¨. �®
áâàãªâãà®© â®çª¨ §à¥¨ï ¨¬¥¥âáï ¥áª®«ìª® å à ªâ¥à¨§ æ¨©. �áå®¤ï ¨§ ¯¥à¢® ç «ì-
®© ®à¬ «¨§ æ¨¨, ¬ë ¬®¦¥¬ ¯®áâà®¨âì  áá®æ¨¨à®¢ ãî à¥«ïâ¨¢ãî ®à¬ «¨§ æ¨î
¢ ¯à¥¤¥« å ª« áá  â £¥æ¨ «ì®© íª¢¨¢ «¥â®áâ¨. �à®áâë¥  ¡«î¤¥¨ï ¯®ª §ë¢ îâ,
çâ® ¥áâ¥áâ¢¥® ®£à ¨ç¨âì ¨â¥à¥á ¨§ãç¥¨¥¬ à¥«ïâ¨¢ëå ®à¬ «¨§ æ¨©.

(iii) �à¥¨¬ãé¥áâ¢®¬ ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ à¥«ïâ¨¢®© £¥®¬¥âà¨¨ ï¢«ï¥âáï ã¨ä¨ª æ¨ï â®ç¥ª §à¥¨ï
¨ ¬¥â®¤®¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ . �® ¯à¨  ää¨®© â®çª¥ §à¥¨ï, ¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨áª«îç ï
¥¢ª«¨¤®¢ã £¥®¬¥âà¨î, ¨§ãç îâáï â®«ìª® ¤¢¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ à¥«ïâ¨¢ë¥ ®à¬ «¨§ -
æ¨¨ ¤«ï ¥¢ëà®¦¤¥ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©: æ¥âà® ää¨ ï ®à¬ «¨§ æ¨ï ¨ ®à¬ -
«¨§ æ¨ï �«ïèª¥. �áå®¤ï ¨§ ¯à®¨§¢®«ì®© ®à¬ «¨§ æ¨¨, ¬®¦® ¯®áâà®¨âì ®à¬ «¨§ -
æ¨î �«ïèª¥. � ª ãáâ ®¢«¥® ¢ ¯¯. 6.9, 6.10, ¢á¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¨¢ à¨ âë ®¡¥¨å
£¥®¬¥âà¨© ï¢«ïîâáï ª «¨¡à®¢®çë¬¨ ¨¢ à¨ â ¬¨ (¥ª®â®àë¥ ¨§ ¨å á â®ç®áâìî ¤®
¥ã«¥¢®© ª®áâ âë).

(iv) �¥¤ ¢® ®¡ àã¦¨«®áì ¨â¥à¥á®¥ ¢«¨ï¨¥ á® áâ®à®ë à¥«ïâ¨¢®© £¥®¬¥âà¨¨   ¨áá«¥-
¤®¢ ¨¥ ¥¢ëà®¦¤¥ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ëå ä®à¬ å. �à¨¢¥¤¥¬ ¤¢ 
¯à¨¬¥à :
(a) «î¡ ï à¥«ïâ¨¢ ï ®à¬ «¨§ æ¨ï ¨¤ãæ¨àã¥â á®¯àï¦¥ãî âà®©ªã,   «®£¨ç ï

á¨âã æ¨ï ¢®§¨ª ¥â   ¥¢ëà®¦¤¥ëå £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâïå ¯à¨ à áá¬®âà¥¨¨ á®-
¯àï¦¥®© âà®©ª¨ (r(I); II;r(III)), £¤¥ I, II, III ®§ ç îâ âà¨ äã¤ ¬¥â «ìë¥
ä®à¬ë ¯®¤®¡® á«ãç î ¥¢ª«¨¤®¢®© â¥®à¨¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©, ¨ ä®à¬  II ¨á¯®«ì-
§ã¥âáï ª ª ¯®«ãà¨¬ ®¢  ¬¥âà¨ª  (á¬.,  ¯à., [58], [59]);

(b) ¨§ãç¥¨¥ ¡¥áá«¥¤®¢ëå ªã¡¨ç¥áª¨å ä®à¬ ¢ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© £¥®¬¥âà¨¨ £¨¯¥à¯®-
¢¥àå®áâ¥© (á¬.,  ¯à., [60]).

9.2. �âàãªâãàë. � ª¨¥ áâàãªâãàë, ª ª ª®ä®à¬ ï, ¯à®¥ªâ¨¢ ï, áâàãªâãà  �¥©«ï ¨ ¤àã£¨¥
¨¬¥îâ ¢ ¦®¥ § ç¥¨¥ ¢ ¤¨ää¥à¥æ¨ «ì®© £¥®¬¥âà¨¨. �ää¨ ï â¥®à¨ï £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©
ï¢«ï¥âáï â ª¨¬ à §¤¥«®¬ £¥®¬¥âà¨¨, £¤¥ ¬®¦® ¨§ãç âì ãª § ë¥ áâàãªâãàë ¢ á¯¥æ¨ «ìëå
á¨âã æ¨ïå ¨ ¢§ ¨¬®®â®è¥¨ïå. �§ãç¥¨¥ ª «¨¡à®¢®ç®© ¨¢ à¨ â®áâ¨ ¢  ää¨®© â¥®à¨¨
£¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥© ¯à¨¢¥«® ¯à¨  ¡áâà ªâ®© â®çª¥ §à¥¨ï ª ¨§ãç¥¨î â ª¨å â¥¬, ª ª ª®ä®à¬-
 ï á¯¥ªâà «ì ï £¥®¬¥âà¨ï (¯. 6.2.2) ¨  á¨¬¯â®â¨ª¨ ãà ¢¥¨ï â¥¯«®¯à®¢®¤®áâ¨ ¥ª®â®àëå
®¯¥à â®à®¢ â¨¯  � ¯« á  (¯. 6.13).

9.3. �¨ää¥à¥æ¨ «ìë¥ ãà ¢¥¨ï ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå ¢  ää¨®© £¥®¬¥âà¨¨. �¨ää¥-
à¥æ¨ «ìë¥ ãà ¢¥¨ï ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå ¯®ï¢«ïîâáï ¢  ää¨®© £¥®¬¥âà¨¨ ª ª ¬¥â®¤ë
¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨ ¯à¨ à¥è¥¨¨ á¯¥æ¨ä¨ç¥áª¨å £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å § ¤ ç.

9.3.1. �¥å¨ª  ¯à¥®¡à §®¢ ¨© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨© ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå. �¨-
áâ¥¬ â¨ç¥áª®¥ ¨§ãç¥¨¥ áâàãªâãà �®¤ ææ¨ ¯à¨¢¥«® ª ¯®ï¢«¥¨î ®¢®© â¥å¨ª¨ ¯à¥®¡à §®¢ -
¨© ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨© ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå â¨¯  �®¤ ææ¨ ¨ �®¦ {�¬¯¥à ;
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¢  è¥¬ ª®â¥ªáâ¥ â ª¨¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï íª¢¨¢ «¥âë ª «¨¡à®¢®çë¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï¬. �
ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à®¢ ¯à¨¢¥¤¥¬ áä®à¬ã«¨à®¢ ãî � « ¡¨  ää¨ãî ¯à®¡«¥¬ã �¨ª®¢áª®£® ¢
¯¯. 8.8 ¨ 6.13.2, ª á îéãîáï áä¥à¨ç¥áª¨å £ à¬®¨ª.

9.3.2. � à¨ æ¨®ë¥ § ¤ ç¨. �§ãç¥¨¥ ¬®£¨å £«®¡ «ìëå ¯à®¡«¥¬ ¢  ää¨®© ¤¨ää¥à¥-
æ¨ «ì®© £¥®¬¥âà¨¨ á¢ï§ ® á ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìë¬¨ ãà ¢¥¨ï¬¨ ¢ ç áâëå ¯à®¨§¢®¤ëå ¢ëá-
è¥£® ¯®àï¤ª ; ¨§¢¥áâë¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨ ï¢«ïîâáï ãà ¢¥¨ï �©«¥à -� £à ¦ , ¯¥à¥ç¨á«¥ë¥
¢ ¯¯. 7.1, 7.2. � ª ã¦¥ ãª § ® ¢ ¯¯. 8.3{8.4, ¢á¥ â ª¨¥ ¯à®¡«¥¬ë ¬®£ãâ ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢ ë ¢
ª®â¥ªáâ¥ ª «¨¡à®¢®ç®© ¨¢ à¨ â®áâ¨.

� ®¥ § ª«îç¥¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â ¢ ¦®áâì ª «¨¡à®¢®ç®© ¨¢ à¨ â®áâ¨ ¢  ää¨®© â¥®-
à¨¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨ ¨§ãç¥¨¨ ®¢ëå áâàãªâãà ¨ ¨¢ à¨ â®¢ ª «¨¡à®-
¢®ç ï ¨¢ à¨ â®áâì ¬®¦¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ª ª â¥áâ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© § ç¨¬®áâ¨ íâ¨å ¨¢ à¨-
 â®¢. �¡à é ïáì ª ¨áâ®à¨¨ à §¢¨â¨ï  ää¨®© â¥®à¨¨ £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâ¥©, ¬®¦® ãâ¢¥à¦¤ âì,
çâ® áãé¥áâ¢¥ë© ¢ª« ¤ ¢ íâã â¥®à¨î ¢¥á �.�.�®à¤¥, ¯à®«®¦¨¢è¨© ¯ãâì ¤«ï à §¢¨â¨ï ¨  -
è¥£® ¯®¤å®¤ .
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