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� áâ âì¥ ¨§ãç ¥âáï ã­¨¢¥àá «ì­ ï £à ¤ã¨à®¢ ­­ ï  «£¥¡à  �¨ �.�.� ­â®à  [2], ª®â®àãî
¬ë ®¡®§­ ç ¥¬ ç¥à¥§ R ¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ª ª ¯®«­®¥ ª àâ ­®¢áª®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ á¢®¡®¤­®©  «-
£¥¡àë �¨ L = L(X), ¯®à®¦¤¥­­®© ¯à®áâà ­áâ¢®¬ X, dimX = r. �®áâà®¥­ £®¬®¬®àä¨§¬  «£¥¡àë
ªãáâ®¢ (á¬. [5]) ­  ¯®«®¦¨â¥«ì­ãî ç áâì £à ¤ã¨à®¢ª¨ R, çâ® ¤ ¥â ¢®§¬®¦­®áâì à¥ «¨§®¢ âì ¯à®-
¨§¢®«ì­ãî £à ¤ã¨à®¢ ­­ãî âà ­§¨â¨¢­ãî  «£¥¡àã �¨ ª ª ä ªâ®à- «£¥¡àã ªãáâ®¢. �à¨¢¥¤¥­ 
¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ª« áá¨ä¨ª æ¨ï  «£¥¡à �¨ L(r; q) = L=Lq+1,ª®â®àë¥ ¨¬¥îâ ­¥âà¨¢¨ «ì­®¥
ª àâ ­®¢áª®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥. �á­®¢­®¥ ¯®«¥ k ¯à®¨§¢®«ì­®.

1. �¯¥à æ¨ï \�". �ãáâì X | r-¬¥à­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ ¯®«¥¬ k. �  â¥­§®à­®©
 «£¥¡à¥ T = T (X) ®¯à¥¤¥«¨¬ ¡¨«¨­¥©­ãî ®¯¥à æ¨î ¯¥à¥¬¥è¨¢ ­¨ï \�" (á¬. [1]) ä®à¬ã«®©

x1 � � � xm � y1 � � � yn =
X

�2Smn

�(x1; : : : ; xm; y1; : : : ; yn);

£¤¥ x�; y� 2 X;Smn ®¡®§­ ç ¥â ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¢§ ¨¬­ëå ¯à®­¨ª­®¢¥­¨© ¤¢ãå ã¯®àï¤®ç¥­­ëå
­ ¡®à®¢ (¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ x1; : : : ; xm ¨ y1; : : : ; yn), â. ¥. ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å â ª¨å ¯®¤áâ ­®¢®ª � 2 Si+j
áâ¥¯¥­¨m+n, ¤¥©áâ¢ãîé¨å ­  ®¡ê¥¤¨­¥­¨¨ ­ ¡®à®¢ fx1; : : : ; xm; y1; : : : ; yng, ª®â®àë¥ á®åà ­ïîâ
¯®àï¤®ª ¢ ª ¦¤®¬ ®â¤¥«ì­®¬ ­ ¡®à¥ (®ç¥¢¨¤­®, çâ® cardSmn =

�
m+n
m

�
),   �(x1; : : : ; xm; y1; : : : ; yn)

®¡®§­ ç ¥â â¥­§®à­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ãª § ­­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¢ ¯®àï¤ª¥, ®¯à¥¤¥«¥­­®¬ ¤ ­­ë¬ � 2
Smn. �¤¨­¨æ   «£¥¡àë T ¨£à ¥â à®«ì ¥¤¨­¨æë â ª¦¥ ¨ ¤«ï ®¯¥à æ¨¨ \�".

�¯¥à æ¨ï \�" ï¢«ï¥âáï ª®¬¬ãâ â¨¢­®©,  áá®æ¨ â¨¢­®© ¨ á¢ï§ ­  á â¥­§®à­ë¬ ã¬­®¦¥­¨¥¬
à ¢¥­áâ¢®¬

x1 � � � xm � y1 � � � yn = x1(x2 � � � xm � y1 � � � yn) + y1(x1 � � � xm � y2 � � � yn): (1)

�«£¥¡à  T ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨¨ � ¤®¯ãáª ¥â à §¤¥«¥­­ë¥ áâ¥¯¥­¨ ¨ ¨§®¬®àä­  O(P ), £¤¥
P | ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® S(X) á¨¬¬¥âà¨ç¥áª¨å
â¥­§®à®¢ ¢ T ¥áâì ¯®¤ «£¥¡à  ®â­®á¨â¥«ì­® �, ¨§®¬®àä­ ï O(X). � ¤ ­­®© áâ âì¥ íâ® § ¬¥ç ­¨¥
­¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¨ ¯à¨¢¥¤¥­® ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ®â¬¥â¨âì ®¯à¥¤¥«¥­­ãî ¡«¨§®áâì  «£¥¡àë R á
®¡é¥©  «£¥¡à®© ª àâ ­®¢áª®£® â¨¯ .

2. �¯¥à æ¨ï \�". �ãáâì F = F (X) = T 0(X)
X�, £¤¥ T 0 | ¬ ªá¨¬ «ì­ë© ¨¤¥ « ¢ T , â. ¥.

T 0 =
1

�
i=1
Ti; Ti | i-ï â¥­§®à­ ï áâ¥¯¥­ì X. �¯¥à æ¨ï \�" ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ­  F ä®à¬ã«®© (k; l � 1)

x1 � � � xk� � y1 � � � yl� =
lX

i=1

�(yi)(x1 � � � xk�1 � y1 � � � yi�1)xkyi+1 � � � yl�; (2)

£¤¥ x�; y� 2 X, �; � 2 X�. �¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® (2) ¯®§¢®«ï¥â ¢¢¥áâ¨ ­  F £à ¤ã¨à®¢ªã F =
1

�
i=0
Ri,

£¤¥ Ri = Ti+1(X)
X�. �¯à¥¤¥«¨¬ â ª¦¥ ¤¥©áâ¢¨¥ í«¥¬¥­â®¢ f ¨§ F ­  X�, ¯®« £ ï

� � x1 � � � xm� = �(x1)x2 � � � xm� ¨ f � � = 0; (3)
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£¤¥ xi 2 X, �; � 2 X� ¨ f 2 F . �à®¬¥ â®£®, ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì F ª ª
«¥¢ë© T -¬®¤ã«ì. � á¨«ã (1) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ä®à¬ã« 

x1 � � � xk� � y1 � � � yl� = x1(x2 � � � xk� � y1 � � � yl�) + y1(x1 � � � xk� � y2 � � � yl�): (4)

�¥âàã¤­® ã¡¥¤¨âìáï ¢ á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ á«¥¤ãîé¨å ¤¢ãå «¥¬¬.

�¥¬¬  1. �ãáâì (f1; : : : ; fn)| ­¥ª®â®à®¥ \�"-á«®¢® á ¡ãª¢ ¬¨ fi, ª®â®àë¥ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâáï
¢ ¢¨¤¥ fi = xif

0

i ,á «î¡®©, ¨¬¥îé¥© á¬ëá«, à ááâ ­®¢ª®© áª®¡®ª. �®£¤ 

(f1; : : : ; fn) =
nX

i=1

xi(f1; : : : ; f
0

i ; : : : ; fn); (5)

£¤¥ ª ¦¤®¥ (f1; : : : ; f 0i ; : : : ; fn), ¥áâì \�"-á«®¢® á ¡ãª¢ ¬¨ f1; : : : ; f
0

i ; : : : ; fn ¨ á â®© ¦¥ à ááâ ­®¢-

ª®© áª®¡®ª, çâ® ¨ ¢ (f1; : : : ; fn).

�¥¬¬  2. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå � 2 X�, f; g 2 F ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

� � (f � g) = (� � f) � g + f � (� � g): (6)

�ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ A(f; g; h) = f � (g � h)� (f � g) � h  áá®æ¨ â®à ®â­®á¨â¥«ì­® \�".

�¥¬¬  3. �«ï «î¡ëå f; g; h ¨§ F ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®¦¤¥áâ¢®

A(f; g; h) �A(g; f; h) = 0: (7)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®ª ¦¥¬ (7) ¤«ï ®¤­®à®¤­ëå í«¥¬¥­â®¢ f 2 Ri, g 2 Rj , h 2 Rk ¨­¤ãªæ¨¥©
¯® m = i + j + k. �­ ç «  § ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ áâ¥¯¥­ì ®¤­®£® ¨§ í«¥¬¥­â®¢ f , g, h à ¢­  -1 ¤«ï
R�1 = X�,â® (7) á¯à ¢¥¤«¨¢®. �á«¨ k = �1 (i; j � 0), â. ¥. h 2 X�, â® (7) á«¥¤ã¥â ¨§ ¢â®à®£®
à ¢¥­áâ¢  (3). �á«¨ j = �1 (i; k � 0), â® (7) á®¢¯ ¤ ¥â á (6). �«ãç © i = �1 ­¥ ®â«¨ç ¥âáï ®â
j = �1, â. ª. (7) ª®á®á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨â¥«ì­® f ¨ g. �à®¬¥ â®£®, ª ª á«¥¤ã¥â ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®
¨§ (2), A(f; g; h) = 0 ¤«ï «î¡ëå f; g ¨§ F , ¥á«¨ h 2 R0. �®íâ®¬ã (7) á¯à ¢¥¤«¨¢® ¯à¨ i = j = k = 0.
�â® ¤ ¥â ¡ §¨á ¨­¤ãªæ¨¨. � áá¬®âà¨¬ â¥¯¥àì m > 0. �®áâ â®ç­® ¢§ïâì í«¥¬¥­âë ¢¨¤  f = xf1,
g = yg1, h = zh1, £¤¥ x; y; z 2 X,   f1 2 Ri�1, g1 2 Rj�1, h1 2 Rk�1, i; j; k � 1. � á¨«ã «¥¬¬ë 1
¨¬¥¥¬ A(f; g; h)�A(g; f; h) = x[A(f1; g; h)�A(g; f1; h)] + y[A(f; g1; h)�A(g1; f; h)] + z[A(f; g; h1)�
A(g; f; h1)] = 0 ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �«£¥¡à  F ï¢«ï¥âáï «¨¥¢®© ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨¨

[f; g] = f � g � g � f(f; g 2 F ): (8)

3. � àâ ­®¢áª®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥. � ¯®¬­¨¬ ¯®­ïâ¨¥ ª àâ ­®¢áª®£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï. �ãáâì

G =
1

�
i=�q

Gi | £à ¤ã¨à®¢ ­­ ï âà ­§¨â¨¢­ ï (â. ¥. [x;Gi] 6= 0 8x 6= 0, x 2 G�1 8i � 0)  «£¥¡à 

�¨. � ªá¨¬ «ì­ ï £à ¤ã¨à®¢ ­­ ï âà ­§¨â¨¢­ ï  «£¥¡à  �¨ R =
1

�
i=�q

Ri â ª ï, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â

®¤­®à®¤­ë© £®¬®¬®àä¨§¬  «£¥¡à �¨ � : G! R â ª®©, çâ® ®£à ­¨ç¥­¨¥ � : Gi ! Ri ¥áâì «¨­¥©-
­ë© ¨§®¬®àä¨§¬, ª®£¤  i � m, ¨ ¬®­®¬®àä¨§¬, ª®£¤  i > m, ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«­ë¬ ª àâ ­®¢áª¨¬
¯à®¤®«¦¥­¨¥¬  «£¥¡àë G (¯®á«¥ áâ¥¯¥­¨ m = �1; 0). �à¨ íâ®¬ ¤«ï  «£¥¡àë G ¨ ¥¥ ¯®¤ «£¥¡àë

E =
m

�
i=�q

Gi ª àâ ­®¢áª®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥, ®ç¥¢¨¤­®, ®¤­® ¨ â® ¦¥. �«ï  «£¥¡àë E ª àâ ­®¢áª®¥

¯à®¤®«¦¥­¨¥ áâà®¨âáï ¨­¤ãªâ¨¢­® á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: Ri = Gi, ª®£¤  i � m, ¨ Ri ¥áâì ¬­®-

¦¥áâ¢® ¢á¥å ®¤­®à®¤­ëå áâ¥¯¥­¨ i ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨§ E ¢ R(i�1) =
i�1
�

j=�q
Rj , ª®£¤ 

i > m. �¨¥¢  ®¯¥à æ¨ï ¬¥¦¤ã ¯®«®¦¨â¥«ì­®© ¨ ®âà¨æ â¥«ì­®© ç áâï¬¨ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¤¨ää¥-
à¥­æ¨ «ì­ë¬ ¤¥©áâ¢¨¥¬ Ri ­  E (i � 0) (á¯à ¢ ),   ¢ ¯®«®¦¨â¥«ì­®© ç áâ¨ R ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
â ª¦¥ ¨­¤ãªâ¨¢­® (¯® i+ j) ä®à¬ã«®©

x[f; g] = [xf; g] + [f; xg]; x 2 E; f 2 Ri; g 2 Rj : (9)
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�ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¯à®¤®«¦¥­¨ï â®«ìª® ¯®á«¥ áâ¥¯¥­¨ m = �1.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì L = L(X�) =
1

�
i=1
Li | á¢®¡®¤­ ï  «£¥¡à  �¨, ¯®à®¦¤¥­­ ï ¯à®áâà ­-

áâ¢®¬ X�, á ®¡ëç­®© £à ¤ã¨à®¢ª®© ¯® ¤«¨­¥ á«®¢. �¯à¥¤¥«¨¬ ¤¥©áâ¢¨¥ í«¥¬¥­â  f ¨§ F ­ 

L, ª ª ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®£® ®¯¥à â®à  L ! L � F , ¯à®¤®«¦ îé¥£® (3). �®£¤  R =
1

�
i=�1

Ri, £¤¥

�1
�

i=�1
Ri = L (Ri = L�i) ¨

1

�
i=0
Ri = F , ª ª  «£¥¡à  �¨ (á ®¯¥à æ¨¥© (8) ¢ F ) ¥áâì ¯®«­®¥ ª àâ -

­®¢áª®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥  «£¥¡àë L ¨ ¨§®¬®àä­  ã­¨¢¥àá «ì­®© £à ¤ã¨à®¢ ­­®©  «£¥¡à¥ � ­â®à 

[2].

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ~R =
1

�
i=�1

~Ri | ¯®«­®¥ ª àâ ­®¢áª®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥  «£¥¡àë L,

~Ri = L�i ¤«ï i < 0. �®áª®«ìªã L | á¢®¡®¤­ ï  «£¥¡à  �¨, â® ª ¦¤ë© ®¤­®à®¤­ë© ¤¨ää¥-
à¥­æ¨ «ì­ë© ®¯¥à â®à L ¢ ~R(i�1), i = 1; 2; : : : ; ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨¬ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ­ 
R�1 = X�, â. ¥. «¨­¥©­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ X� ! ~Ri�1. � ª ª ª Hom(X�; Ri�1) �= X 
Ri�1, â® ®âáî¤ 
á«¥¤ã¥â «¨­¥©­ë© ¨§®¬®àä¨§¬ ~Ri

�= Ri,   §­ ç¨â, ~R �= R.
�¥©áâ¢¨¥ í«¥¬¥­â  f 2 Ri

�= Hom(X�; Ri�1) �= X 
 Ri�1 ­  X� á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à ¢ë¬ \�"-
ã¬­®¦¥­¨¥¬ (á¬. (3)). � á¨«ã (6) ¨¬¥¥¬ � � [f; g] = [� � f; g] + [f; � � g]. �â® á®¢¯ ¤ ¥â á ®¯à¥¤¥-
«ïîé¥© «¨¥¢ã ®¯¥à æ¨î ­  ~R ä®à¬ã«®© (9). �®íâ®¬ã «¨­¥©­ë© ¨§®¬®àä¨§¬ ~R �= R ï¢«ï¥âáï
¨§®¬®àä¨§¬®¬  «£¥¡à.

�§®¬®àä­®áâì  «£¥¡àë R á ã­¨¢¥àá «ì­®© £à ¤ã¨à®¢ ­­®©  «£¥¡à®© � ­â®à  ­¥âàã¤­® ãáâ -
­®¢¨âì, á®¯®áâ ¢«ïï à §¬¥à­®áâ¨ ®¤­®à®¤­ëå ª®¬¯®­¥­â (dimRi = ri+2 ¯à¨ i � 0) ¨ á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨¥ áâàãªâãà­ë¥ ä®à¬ã«ë. �®¦­® â ª¦¥ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï â¥®à¥¬®© 2 [2], ¨«¨, ­ ª®­¥æ,
 «£¥¡àã � ­â®à , ª ª ®¤­®à®¤­®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ L, ¬®¦­® ¢«®¦¨âì ¢ R ¢ á¨«ã ¬ ªá¨¬ «ì­®áâ¨
¯®á«¥¤­¥©.

�­¨¢¥àá «ì­ãî £à ¤ã¨à®¢ ­­ãî  «£¥¡àã R ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ¨ ª ª ã­¨¢¥àá «ì­®¥ ª à-
â ­®¢áª®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ ¢ á¬ëá«¥ á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬ë.

�¥¬¬  4. �ãáâì E =
�1
�

i=�q
Gi | £à ¤ã¨à®¢ ­­ ï  «£¥¡à  �¨ â ª ï, çâ® Gi�1 = [Gi; G�1],

i = �1;�2; : : : ; ¨ G�1
�= X�, ¯ãáâì � : L(X�) ! E | £®¬®¬®àä¨§¬  «£¥¡à, ¯à®¤®«¦ îé¨©

íâ®â «¨­¥©­ë© ¨§®¬®àä¨§¬ ¨ I = Ker�; à áá¬ âà¨¢ ¥¬ I ª ª ¯®¤ «£¥¡àã ¢ R. �á«¨ Q |

­®à¬ «¨§ â®à I ¢ R, â® Q=I ¥áâì ¯®«­®¥ ª àâ ­®¢áª®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥  «£¥¡àë E.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ G =
1

�
i=�q

Gi | âà ­§¨â¨¢­ ï £à ¤ã¨à®¢ ­­ ï  «£¥¡à  �¨, ã ª®â®à®©

®âà¨æ â¥«ì­ ï ç áâì E = E(G) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë,â® áãé¥áâ¢ãîâ ¤¢  ®¤­®à®¤­ëå

£®¬®¬®àä¨§¬   «£¥¡à �¨: í¯¨¬®àä¨§¬ � : L(X�)! E ¨ ¬®­®¬®àä¨§¬ � : F (G) =
1

�
i=0
Gi ! F (R),

£¤¥ � ¯à®¤®«¦ ¥â á®®â¢¥âáâ¢¨¥ G�1
�= X�,   � | ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ¢«®¦¥­¨¥, ¯®áª®«ìªã ª ¦¤ë©

í«¥¬¥­â ¨§ Gi (i � 0) ®¯à¥¤¥«ï¥â ®¯¥à â®à ¨§ Hom(X�; Gi�1) ¯ãâ¥¬ ¯à ¢®£® ã¬­®¦¥­¨ï. �á«¨
I = Ker�, â® Im� «¥¦¨â ¢ ­®à¬ «¨§ â®à¥ I ¢ R. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ª ¦¤ë© í«¥¬¥­â F (R) ¬®¦­®
à áá¬ âà¨¢ âì ª ª ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë© ®¯¥à â®à ­  E(R) ¨ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ®­ ¡ë« ®¯à¥¤¥«¥­
­  ä ªâ®à¥ E(R)=I, ­¥®¡å®¤¨¬®, çâ®¡ë ®­ ¯¥à¥¢®¤¨« I ¢ á¥¡ï. �âáî¤  á«¥¤ã¥â ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥
«¥¬¬ë ¢¢¨¤ã ¬ ªá¨¬ «ì­®áâ¨ ª àâ ­®¢áª®£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï.

�®§¬®¦­  â ª¦¥ ®¡à â­ ï ¯®áâ ­®¢ª  ¢®¯à®á  (á¬.  ­ «®£¨ç­ë© ¯®¤å®¤ ¢ [2]). �ãáâì I |
¯à®¨§¢®«ì­ë© ®¤­®à®¤­ë© ¨¤¥ « ¢ L(X�) ¨ Q | ¥£® ­®à¬ «¨§ â®à ¢ R, â®£¤  Q=I ¥áâì ¯®«­®¥
ª àâ ­®¢áª®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥  «£¥¡àë L=I. �¯à è¨¢ ¥âáï, ¬®¦­® «¨ ®¯¨á âì ®¤­®à®¤­ë¥ ¨¤¥ «ë
¢ L (å®âï ¡ë á à §ã¬­ë¬¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨), ª®â®àë¬ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ­¥âà¨¢¨ «ì­®¥
¯®«­®¥ ª àâ ­®¢áª®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ á Q \R1 6= 0 ?

24



4. �à¨¬¥à. �à¨¢¥¤¥¬ ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®¯¨á ­¨¥ ¯®«­ëå ª àâ ­®¢áª¨å ¯à®¤®«¦¥­¨©  «-

£¥¡à L(r; q) =
�1
�

i=�q
L�i, £¤¥ L =

1

�
i=1
Li | á¢®¡®¤­ ï  «£¥¡à  �¨ ­ ¤ ¯®«¥¬ k, ¯®à®¦¤¥­­ ï ¯à®-

áâà ­áâ¢®¬ X, r = dimX, Lq+1 =
1

�
i=q+1

Li. �®åà ­¨¬ ®¡®§­ ç¥­¨ï L, Li ¨ Ri §   «£¥¡à®© L(r; q),
¥¥ ª®¬¯®­¥­â ¬¨ ¨ ª®¬¯®­¥­â ¬¨ ¥¥ ª àâ ­®¢áª®£® ¯à®¤®«¦¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì L = L(r; q) ¨ p | å à ªâ¥à¨áâ¨ª  ®á­®¢­®£® ¯®«ï k; R(L) =
1

�
i=�q

Ri(L)

| ¯®«­®¥ ª àâ ­®¢áª®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥. �® ¢á¥å á«¥¤ãîé¨å á«ãç ïå, ª®£¤ 

10. r � 3, q � 3, p ¯à®¨§¢®«ì­®,
20. r = 2, q � 5, p ¯à®¨§¢®«ì­®,
30. r = 2, q = 4, p 6= 5,

¨¬¥¥¬ R1(L) = 0 (  §­ ç¨â, ¨ Ri = 0 ¯à¨ i � 1). � ®áâ «ì­ëå á«ãç ïå R1(L) 6= 0.

�®à®âª® ®áâ ­®¢¨¬áï ­  á«ãç ïå, ª®£¤  R1(L) 6= 0. � áâ¨ç­® ®­¨ à áá¬®âà¥­ë ¢ [2]. �®¤-
ç¥àª­¥¬, çâ® ¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬ â®«ìª® ¯®«­ë¥ ¯à®¤®«¦¥­¨ï.

1) �à¨ q = 1 ¨ ¯à®¨§¢®«ì­ëå r ¨ p R(L) =
1

�
i=�1

RW
i
�=W1

r (¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ ï ®¡é ï  «£¥¡à 

ª àâ ­®¢áª®£® â¨¯ , ®¤­®à®¤­ë© ¨§®¬®àä¨§¬).
2) �à¨ q = 2, r � 3, ¯à®¨§¢®«ì­®¬ p, ­® ¯à¨ r = 3, p 6= 3, R3(L) = 0 ¨ R(L) = R�2 � R�1 �

R0 � R1 � R2; ¥á«¨ p 6= 2, â® íâ® ¯à®áâ ï ª« áá¨ç¥áª ï  «£¥¡à  �¨ â¨¯  Br; ¥á«¨ p = 2, â®
dimR2 =

�
r+1
2

�
(¢¬¥áâ®

�
r

2

�
¯à¨ p 6= 2).

3) �à¨ q = 2, r = 3 ¨ p = 3 ª àâ ­®¢áª®¥ ¯à®¤®«¦¥­¨¥ R(L) ¡¥áª®­¥ç­®. �â   «£¥¡à  ¨§ãç¥­ 
áà¥¤¨ ¤àã£¨å á p = 3 �.�. �ªàï¡¨­ë¬ ¢ [4].

4) �à¨ q = 2, r = 2 ¨ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ p ¨¬¥¥¬ R(L) =
1

�
i=�2

RK
i
�= K1

1 (ª®­â ªâ­ ï ¡¥áª®­¥ç­®-

¬¥à­ ï  «£¥¡à  �¨ ª àâ ­®¢áª®£® â¨¯ ).
5) �à¨ q = 3, r = 2 ¨ p > 5 ¨¬¥¥¬ R(L) = R�3 � � � � � R3 (à §¬¥à­®áâ¨ 2, 1, 2, 4, 2, 1, 2); íâ®

¯à®áâ ï  «£¥¡à  �¨ â¨¯  G2. �á«¨ p = 5, â® R(L) | ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ ï  «£¥¡à  �¨ �¥«¨ªï­ 
á £à ¤ã¨à®¢ª®©, á ª®â®à®© ®­  à áá¬®âà¥­  ¢ à ¡®â¥ �.�.�ã§­¥æ®¢  [3]. �á«¨ p = 3, â® ¨¬¥¥¬
¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ãî  «£¥¡àã �¨ á ¯¥à¨®¤¨ç¥áª®© £à ¤ã¨à®¢ª®© ¯¥à¨®¤  2. � ª®­¥æ, ¥á«¨ p = 2,
â® R(L) ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ .

6) �à¨ q = 4, r = 2 ¨ p = 5 ¨¬¥¥¬ R1 6= 0, ­® R2 = 0; R(L) = R�4 � � � � � R1 (à §¬¥à­®áâ¨: 3,
2, 1, 2, 4, 2) á R�4 �R�3 �R�2 ¢ ª ç¥áâ¢¥ à ¤¨ª « .

5. �«£¥¡à  ªãáâ®¢. �à¨¢¥¤¥¬ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ á¢¥¤¥­¨ï ¨§ [5]. �ãáâì � | ­¥ª®â®à®¥ ¬­®¦¥-
áâ¢®, ªãáâ®¬ (á ¤ ­­ë¬ �) ¬ë ­ §ë¢ ¥¬ ª« áá ¨§®¬®àä­®áâ¨ ª®à­¥¢ëå ¤¥à¥¢ì¥¢ u ¢¬¥áâ¥ á
®â®¡à ¦¥­¨¥¬ � : V (u) ! �, £¤¥ V (u) | ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥àè¨­ u. �¬¥îâáï ¢ ¢¨¤ã ¨§®¬®àä¨§¬ë
£à ä®¢-ª®à­¥¢ëå ¤¥à¥¢ì¥¢, ¯¥à¥áâ ­®¢®ç­ëå á �. �¨¦¥ ç áâ® ¡ã¤¥¬ ¯®¤ ªãáâ®¬ ¯®­¨¬ âì ¯à®áâ®
¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï ª« áá . � ¬¥â¨¬ ¥é¥, çâ® ª®à­¥¢ë¥ ¤¥à¥¢ìï ¯à¥¤¯®« £ ¥¬ ®¤­®§­ ç­® ®à¨¥­â¨-
à®¢ ­­ë¬¨ â ª, çâ® ç¨á«® ¨áå®¤ïé¨å ¤ã£ out(a) � 1 ¤«ï ¢áïª®© ¢¥àè¨­ë a, ¨ â®«ìª® ¤«ï ª®à­ï
out(a0) = 0. �ãáâì K = K(�) | «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, ¯®à®¦¤¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¢á¥å ªãáâ®¢ á
¤ ­­ë¬ � ­ ¤ ¯®«¥¬ k. �ãáâì u ¨ v | ¤¢  ªãáâ , ç¥à¥§ u(b)v ®¡®§­ ç¨¬ ªãáâ, ª®â®àë© ¯®«ãç ¥â-
áï á®¥¤¨­¥­¨¥¬ ª®à­ï a0 ªãáâ  u á ¢¥àè¨­®© b ªãáâ  v ¤ã£®© (a0; b); ®¯à¥¤¥«¨¬ ­  K ¡¨«¨­¥©­ãî
®¯¥à æ¨î ã¬­®¦¥­¨ï

u � v =
X

b

u(b)v;

£¤¥ áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¯à®¢¥¤¥­® ¯® ¢á¥¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã V (v).
� [5] ¤®ª § ­®, çâ® \�"- «£¥¡à  K ®¡« ¤ ¥â â®¦¤¥áâ¢®¬

A(u; v; w) �A(v; u; w) = 0 (10)

¤«ï «î¡ëå u; v; w 2 K, £¤¥ A |  áá®æ¨ â®à, ¯®à®¦¤ ¥âáï ªãáâ ¬¨ ¯®àï¤ª  1 (¯®àï¤®ª | ç¨á«®
¢¥àè¨­ ªãáâ , ª®â®àë¥ ¬ë ®â®¦¤¥áâ¢«ï¥¬ á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ ¨§ � á ¯®¬®éìî �)
¨ ï¢«ï¥âáï á¢®¡®¤­®© ª ª  «£¥¡à  ¯®à®¦¤¥­­ ï � ®â­®á¨â¥«ì­® â®¦¤¥áâ¢  (10).
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�á«¨ E | ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ k ¨ � = feig | ¡ §¨á E, â® K(�) ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª  «-
£¥¡àã, ¯®à®¦¤¥­­ãî E (â. ¥.  ¡á®«îâ­® á¢®¡®¤­ãî  «£¥¡àã, ¯®à®¦¤¥­­ãî E), ä ªâ®à¨§®¢ ­­ãî
¯® ¬¨­¨¬ «ì­®¬ã ¨¤¥ «ã, ®¯à¥¤¥«ïîé¥¬ã (10). �ã¤¥¬ ¯¨á âì ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ K(�) = K(E).

� á¨«ã «¥¬¬ë 3 áãé¥áâ¢ã¥â £®¬®¬®àä¨§¬ ' : K(R1) ! F 0(X) =
1

�
i=1
Ri. � è  ¤ «ì­¥©è ï

æ¥«ì | ­ ©â¨ N = Ker', â. ¥. ®á­®¢­ë¥ á®®â­®è¥­¨ï, ª®â®àë¥ ¢ë¯®«­ïîâáï ¢ F , ªà®¬¥ â®¦¤¥-
áâ¢  (7).

�ãáâì u | ªãáâ á ª®à­¥¬ a0, ç¨á«® i(u) = into(a0) (ç¨á«® ¢å®¤ïé¨å ¢ a0 ¤ã£) ­ §®-
¢¥¬ áâ¥¯¥­ìî à §¢¥â¢«¥­­®áâ¨ u,   ªãáâë u1; : : : ; uk ­ §®¢¥¬ ¢¥â¢ï¬¨ u ¯à¨ i(u) = k, ¥á«¨
u = u1(a0)u2 � � � (a0)uk(a0)a0; â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ ¢á¥ ¤ã£¨ (aj ; a0) ¢å®¤ïé¨¥ ¢ a0, ã¤ «¨âì, â®
u à á¯ ¤¥âáï ­  ªãáâë u1; : : : ; uk á ª®à­ï¬¨ a1; : : : ; ak á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¨ ªãáâ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª  a0.

�¥¬¬  5. �ãáâì u | ªãáâ á i(u) = 2, a | ¥£® ª®à¥­ì, u1, u2 | ¥£® ¢¥â¢¨. �®£¤ 

u = u1 � (u2 � a)� (u1 � u2) � a: (11)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ®¯¥à æ¨¨ \�" ¢ K ¨¬¥¥¬

u1 � (u2 � a) =
X

c

u1(c)(u2 � a) + u1(a)u2(a)a+ u;

(u1 � u2) � a =
X

c

u1(c)(u2 � a) =
X

c

u1(c)u2(a)a;

£¤¥ ¢á¥ áã¬¬ë ¡¥àãâáï ¯® ¬­®¦¥áâ¢ã ¢¥àè¨­ c 2 V (u2) ªãáâ  u2. �âáî¤  á«¥¤ã¥â (11).

�¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨¥ ¤«ï á«¥¤ãîé¥£® ¢ëà ¦¥­¨ï:

C(a1; a2; a3; a4) = a1 � (a2 � (a3 � a4)) + ((a1 � a2) � a3) � a4 + ((a1 � a3) � a2) � a4 �

� a1 � ((a2 � a3) � a4)� (a1 � a2) � (a3 � a4)� (a1 � a3) � (a2 � a4):

� ª ¦¥, ª ª ¨ ¯à¥¤ë¤ãé ï «¥¬¬ , ¤®ª §ë¢ ¥âáï

�¥¬¬  6. �ãáâì u { ªãáâ á i(u) = 3, a { ¥£® ª®à¥­ì ¨ ui { ¥£® ¢¥â¢¨, i = 1; 2; 3. �®£¤ 
u = C(u1; u2; u3; a). �

�¥¯ì á ¢¥àè¨­ ¬¨ a1; : : : ; an, áà¥¤¨ ª®â®àëå an | ª®à¥­ì, ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ (a1; : : : ; an).
�¤¥áì (ai; ai+1); i = 1; : : : ; n� 1, { ¢á¥ ¤ã£¨ æ¥¯¨. � ¬¥â¨¬, çâ®

(a1; : : : ; an) = (� � � (a1 � a2) � � � � an�1) � an: (12)

�ãáâì u ¨ v | ªãáâë, ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® v | ¯®¤ªãáâ u, ¥á«¨ v ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¨§ u
ã¤ «¥­¨¥¬ ç áâ¨ ¢¥àè¨­. �®¤ªãáâ v ­ §®¢¥¬ ª®à­¥¢ë¬, ¥á«¨ u ¨ v ¨¬¥îâ ®¡é¨© ª®à¥­ì. �¨¦¥
­ ¬ ¯®­ ¤®¡¨âáï á«¥¤ãîé ï

�¥¬¬  7. �ãáâì N | ¨¤¥ « ¢  «£¥¡à¥ K, v | ­¥ª®â®àë© ªãáâ. �á«¨ ¢á¥ ªãáâë u, ¤«ï
ª®â®àëå v | ª®à­¥¢®© ¯®¤ªãáâ â ª®©, çâ® i(u) = i(v), «¥¦ â ¢ N , â® ¢ N «¥¦ â ¢á¥ ªãáâë,

á®¤¥à¦ é¥¥ ¯®¤ªãáâ v.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �­¤ãªæ¨ï ¯® ¯®àï¤ªã ¨ áâ¥¯¥­¨ à §¢¥â¢«¥­­®áâ¨ ªãáâ®¢. �ãáâì u| ªãáâ,
á®¤¥à¦ é¨© v á¢®¨¬ ¯®¤ªãáâ®¬. �á«¨ ¯®àï¤®ª u à ¢¥­ ¯®àï¤ªã v, â® u = v ¨ «¥¦¨â ¢ N ¯®
ãá«®¢¨î. �á«¨ ®¤­  ¨§ ¢¥â¢¥© u1 ªãáâ  u á®¤¥à¦¨â ¯®¤ªãáâ v, â®, ®âà¥§ ï íâã ¢¥â¢ì, ¯®«ãç¨¬ ¤¢ 
ªãáâ  u1 ¨ u2 (ª®à¥­ì u ®áâ ­¥âáï ª®à­¥¬ u2), ¯¥à¢ë© ¨§ ª®â®àëå ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨
«¥¦¨â ¢ N . �¬¥¥¬

u1 � u2 =
X

b

u1(b)u2 + u; (13)

£¤¥ áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¡¥à¥âáï ¯® ¢á¥¬ ¢¥àè¨­ ¬ b ªãáâ  u2 ªà®¬¥ ª®à­ï. � ª ª ª i(u1(b)u2) = i(u2) =
i(u)� 1, â® ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¢â®à®© ¨­¤ãªæ¨¨ ¢á¥ ªãáâë ¯®¤ §­ ª®¬ áã¬¬ë ¢ (13) «¥¦ â ¢ N .
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¨ u 2 N .
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�á«¨ ­¨ ®¤­  ¨§ ¢¥â¢¥© ªãáâ  u ­¥ á®¤¥à¦¨â ¯®¤ªãáâ v, â® v ª®à­¥¢®©. �á«¨, ªà®¬¥ â®£®, i(u) =
i(v), â® u 2 N ¯® ãá«®¢¨î. �á«¨ ¦¥ i(u) > i(v), â® ­ ©¤¥âáï ¢¥â¢ì u1, ¯®á«¥ ã¤ «¥­¨ï ª®â®à®©
®áâ ­¥âáï ªãáâ u2, á®¤¥à¦ é¨© v ª®à­¥¢ë¬ ¯®¤ªãáâ®¬ ¨ ¯®â®¬ã «¥¦ é¨© ¢N ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î
¯¥à¢®© ¨­¤ãªæ¨¨ . �¯ïâì ¨§ à ¢¥­áâ¢  (13) ¨¬¥¥¬ u 2 N .

6. �®®â­®è¥­¨ï ¢ F .

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �«ï «î¡ëå f1; f2; f3 2 F ¨ f4 2 R1 (¨«¨ f4 2 R0) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®

C(f1; f2; f3; f4) = 0: (14)

�ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì B(f; g; h) = A(f; g; h) �A(f; g; h).

�¥¬¬  8. �á«¨ ¢  «£¥¡à¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® B(f; g; h) = 0 ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥­â®¢ f , g, h, â®
¢ëà ¦¥­¨¥ C(f1; f2; f3; f4) á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨â¥«ì­® f1, f2, f3.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¨¬¥¥¬

C(f1; f2; f3; f4)� C(f2; f1; f3; f4) =

= B(f1; f2; f3 � f4)�B(f1 � f3; f2; f4) +B(f2; f1; f3) � f4 �B(f1; f2 � f3; f4) = 0;

C(f1; f2; f3; f4)� C(f1; f3; f2; f4) = f1 � B(f2; f3; f4) = 0:

�®­¥ç­®, ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ íâ®© «¥¬¬ë ¥áâì  «£¥¡à ¨ç¥áª ï ª®­áâ â æ¨ï ®ç¥¢¨¤­®£® á¢®©áâ¢  ªã-
áâ®¢ | à ¢­®¯à ¢¨¥ ¢¥â¢¥© (á¬. «¥¬¬ã 6).

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1. 1) � ¢¥­áâ¢® (14) á¯à ¢¥¤«¨¢® ¤«ï «î¡ëå f1; f2; f3 2 F
¨ f4 = h 2 R0. �ãáâì f 0i = fi � h, i = 2; 3. � ª ª ª

A(f; g; h) = 0 ¤«ï f; g 2 F ¨ h 2 R0; (15)

â®

C(f1; f2; f3; h) = f1 � (f2 � f
0

3) + (f1 � f2) � f
0

3 + (f1 � f3) � f
0

2 �

� f1 � (f2 � f
0

3)� (f1 � f2) � f
0

3 � (f1 � f3) � f
0

2 = 0

¢ á¨«ã (7).
2) �«ï «î¡ëå f1; f2 2 F , f3 = � 2 X� = R�1 ¨ f4 2 R1 à ¢¥­áâ¢® (14) á¯à ¢¥¤«¨¢®. �¥©áâ¢¨-

â¥«ì­®, â. ª. f � � = 0 ¤«ï f 2 F , â®

C(f1; f2; �; f4) = f1 � (f2 � f
0

4)� (f1 � f2) � f
0

4 = 0

¢ á¨«ã (15), ¯®áª®«ìªã f 04 = � � f4 2 R0.
3) �á«¨ fi = hi 2 R0, i = 1; 2; 3, ¨ f4 2 R1, â® (14) á¯à ¢¥¤«¨¢®. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì

f = C(h1; h2; h3; f4); â®£¤  deg f = 1. � áá¬®âà¨¬ � � f ¤«ï «î¡®£® � 2 X�. �¬¥¥¬ � � f =
C(h01; h2; h3; f4)+C(h1; h

0

2; h3; f4)+C(h1; h2; h
0

3; f4)+C(h1; h2; h3; f
0

4), £¤¥ h
0

i = ��hi, i = 1; 2; 3, ¨ f 04 =
��f4 ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 2. �âáî¤  ��f = 0, â. ª. C(h01; h2; h3; f4) = C(h1; h02; h3; f4) = C(h1; h2; h03; f4) = 0
¢ á¨«ã «¥¬¬ë 8 ¨ ¯. 1,   C(h1; h2; h3; f 04) = 0 ¢ á¨«ã ¯. 1. �®áª®«ìªã f 2 R1 ¨ � � f = 0 ¤«ï «î¡®£®
� 2 X�, â® f = 0.

4) � ¢¥àè¥­¨¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ . �ãáâì ni = deg fi; ¨­¤ãªæ¨ï ¯® n = n1 + n2 + n3, ni � 0,
i = 1; 2; 3. � ç «® ¨­¤ãªæ¨¨ ¤ ¥â ¯. 3. �ãáâì n � 1 ¨ f = C(f1; f2; f3; f4). �«ï � 2 X� ¨¬¥¥¬
��f = C(f 01; f2; f3; f4)+C(f1; f

0

2; f3; f4)+C(f1; f2; f
0

3; f4)+C(f1; f2; f3; f
0

4), £¤¥ f
0

i = ��fi, i = 1; 2; 3; 4.
�âáî¤  ��f = 0, â. ª. âà¨ ¯¥à¢ëå á« £ ¥¬ëå à ¢­ë ­ã«î «¨¡® ¯® ¨­¤ãªâ¨¢­®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î
(ª®£¤  ¢á¥ deg fi > 0), «¨¡® ¢ á¨«ã ¯. 2 ¨ «¥¬¬ë 8 (¥á«¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ f 0i 2 X�),   ¯®á«¥¤­¥¥
á« £ ¥¬®¥ à ¢­® ­ã«î ¢ á¨«ã ¯. 1. �®íâ®¬ã, ª ª ¨ ¢ ¯. 3, f = 0.
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�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �ãáâì f = x1 � � � xk� = x1uxk�, g = y1 � � � yl� = y1vyl�, h = z1z2�. �«ï
k + l � 1 (k; l � 0) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ä®à¬ã« 

A(f; g; h) = �(z1)�(z2)(x1uxk � y1v)yl� + �(z2)�(z1)(x1u � y1vyl)xk�; (16)

£¤¥ xi; yi; zi 2 X; �; �; � 2 X�.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �­¤ãªæ¨ï ¯® k+ l. �­ ç «  à áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤  ®¤­® ¨§ k, l à ¢­®
0,   ¤àã£®¥ � 1. �à¨ k = 0, l � 1 ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 2 ¨ (3) ¨¬¥¥¬ A(�; g; h) = � � (g � h)� (� � g) � h =
�(y1)vyl � h+ �(z1)g � z2� � �(y1)vyl� � h = �(z1)�(z2)y1vyl�. �â® á®¢¯ ¤ ¥â á (16) ¯à¨ k = 0, l � 1.

�à¨ k � 1, l = 0  ­ «®£¨ç­® ¨¬¥¥¬ A(f; �; h) = f � (� �h)� (f ��) �h = �(z1)�(z2)�; íâ® ®¯ïâì
á®¢¯ ¤ ¥â á (16) ¯à¨ k � 1, l = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, (16), ¢ ç áâ­®áâ¨, ¢¥à­® ¤«ï k + l = 1.

�ãáâì â¥¯¥àì k + l > 1 ¨ k; l � 1. � á¨«ã «¥¬¬ë 1 ¨¬¥¥¬ A(f; g; h) = x1A(uxk�; g; h) +
y1A(f; vyl�; h) + z1A(f; g; z2�). � ª ª ª z2� 2 R0, â® A(f; g; z2�) = 0. �®íâ®¬ã, ¨á¯®«ì§ãï ¯à¥¤¯®-
«®¦¥­¨¥ ¨­¤ãªæ¨¨, ¨¬¥¥¬

A(f; g; h) = x1[�(z1)�(z2)(uxk � y1v)yl� + �(z2)�(z1)(u � y1vyl)xk�] +

+y1[�(z1)�(z2)(x1uxk � v)yl� + �(z2)�(z1)(x1u � vyl)xk�] =

= �(z1)�(z2)(x1(uxk � y1v) + yl(x1uxk � v))yl� +

+�(z2)�(z1)(x1(u � y1vyl) + y1(x1u � vyl))xk�:

�âáî¤  ¢¢¨¤ã (1) á«¥¤ã¥â (16).

7. �¯¨á ­¨¥ ¨¤¥ «  N . �«ãç © r � 2. � íâ®¬ à §¤¥«¥ K = K(R1) |  «£¥¡à  ªãáâ®¢,

¯®à®¦¤¥­­ ï ¯à®áâà ­áâ¢®¬ R1  «£¥¡àë F 0 =
1

�
i=1
Ri. �®­ªà¥â¨§¨àã¥¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ '. �ë¡¥à¥¬

¢ X ­¥ª®â®àë© ¡ §¨á x1; : : : ; xr ¨ á®¯àï¦¥­­ë© ¡ §¨á �1; : : : ; �r ¢ X�. �®£¤  ¬­®¦¥áâ¢® í«¥¬¥­â®¢
fxixj�k; i; j; k = 1; : : : ; rg á®áâ ¢«ï¥â ¡ §¨á R1 ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì ¢§ïâ® §  ®¡à §ãîéãî á¨áâ¥¬ã �.
�¤­ ª® ã¤®¡­® ¯®«®¦¨âì K = K(�), £¤¥ � = f(i; j; k); i; j; k = 1; : : : ; rg. �¥àè¨­ë ªãáâ®¢ ¨§
K ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ (i; j; k), ¤ã£¨ | ç¥à¥§ (ijk; stl) (á ­ ç «®¬ ¢ (ijk) ¨ ª®­æ®¬ ¢ (stl)),
æ¥¯¨ | ç¥à¥§ (i1j1k1; : : : ; imjmkm). �®¤ ' ¯®­¨¬ ¥¬ £®¬®¬®àä¨§¬ (\�"- «£¥¡à) ' : K ! F ,
¯à®¤®«¦ îé¨© á®®â¢¥âáâ¢¨¥ (ijk) 7! xixj�k, i; j; k = 1; : : : ; r.

�¥¬¬  9. �à¨ r � 2 ª ¦¤ë© ¡ §¨á­ë© í«¥¬¥­â xi1 � � � xim�k ¨§ Rm�1 ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤-

áâ ¢«¥­ ¢ ¢¨¤¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï

xi1 � � � xim�k = ((� � � (xi1xi2�t1 � xt1xi3�t2) � xt2xi4�t3) � � � � ) � xtm�2xim�k;

£¤¥ t� | ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ¨§ f1; : : : ; rg, ­® t� 6= i�+2, � = 1; : : : ;m� 2:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® ä®à¬ã«¥ (2) ¨¬¥¥¬

xi1 � � � xim�1�t � xsxim�k = �stxi1 � � � xim�1xim�k + �tim

m�1X

�=1

(xi1 � � � xim�2 � xs)xim�1�k: (17)

�âáî¤  xi1 � � � xim�1�t � xtxim�k = xi1 � � � xim�k, ¥á«¨ t 6= im. �â® ¯®§¢®«ï¥â ¯à¨¬¥­¨âì ¨­¤ãªæ¨î
¯® m.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �¬¥¥¬ Rm = Rm�1 � R1;m = 2; 3; : : : ; ¨ ' ¥áâì í¯¨¬®àä¨§¬.

�«¥¤áâ¢¨¥ 3. �áïª ï æ¥¯ì ¢¨¤ 

(i1i2t1; t1i3t2; : : : ; tm�3im�1tm�2; tm�2imk); (18)

£¤¥ t� 2 f1; : : : ; rg, ­® t� 6= i�+2 (� = 1; : : : ;m � 2), ®â®¡à ¦ ¥âáï £®¬®¬®àä¨§¬®¬ ' ¢ ¡ §¨á­ë©
í«¥¬¥­â xi1 � � � xim�k ¢ Rm�1 (¢¢¨¤ã (12)).
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�¥¯ì ¢¨¤  (18) á ãá«®¢¨ï¬¨ á«¥¤áâ¢¨ï 3 ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¡ §¨á­®© ¨ ¢¥áì ª« áá ¡ §¨á-
­ëå æ¥¯¥©, ¯¥à¥å®¤ïé¨å ¯®¤ ¤¥©áâ¢¨¥¬ ' ¢ ®¤¨­ í«¥¬¥­â xi1 � � � xim�k, ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§
(i1; i2; : : : ; im; k). �­®£¤  â ª ¦¥ ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ¨ ®â¤¥«ì­ëå ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© íâ®£® ª« áá , ª®-
â®àë¥ ®â«¨ç îâáï ¤àã£ ®â ¤àã£  ­ ¡®à®¬ ¨­¤¥ªá®¢ t1; : : : ; tm�2, á ãá«®¢¨¥¬ t� 6= i�+2. �à¨ r = 2
ª« áá á®¤¥à¦¨â ®¤¨­ í«¥¬¥­â.

�«¥¤áâ¢¨¥ 4. �« ááë ¡ §¨á­ëå æ¥¯¥© (i1; i2; : : : ; im; k) ®¡à §ãîâ ¡ §¨á ä ªâ®à- «£¥¡àë
K=N .

�¥¬¬  10. �à¨ r � 2 ¢ K ¨¬¥¥¬

(ijk; stl) � �ks(ijt1; t1tl) + �kt(sit2; t2jl) + �kt(ist3; t3jl) (mod N); (19)

£¤¥ ¢á¥ ¨­¤¥ªáë ¨§ f1; : : : ; rg, ­® t1 6= t, t2 6= j, t3 6= j. � ç áâ­®áâ¨,

(ijk; stl) � 0 (mod N); ¥á«¨ k 6= s; t:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ®¯¥à æ¨¨ ¢K : (ijk; stl) = (ijk)�(stl).�®íâ®¬ã '(ijk; stl) =
xixj�k � xsxt�l = �ksxixjxt�l + �kt(xsxixj�l + xixsxj�l) ¯® (17). � á¨«ã «¥¬¬ë 9 ®âáî¤  á«¥¤ã¥â
(19).

�¥¬¬  11. �à¨ r � 2 ¨¬¥¥¬

(i1; : : : ; im; k) � (stl) � �ks(i1; : : : ; im; t; l) + �kt

mX

�=1

(i1; : : : ; i��1; s; i�; : : : ; im; l) (mod N);

£¤¥ (j1; : : : ; jn; k) | «î¡ ï ¡ §¨á­ ï æ¥¯ì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ª« áá , (stl) | ªãáâ ¯®àï¤ª  1.

�®ª § â¥«ìáâ¢® á«¥¤ã¥â ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¨§ (17) ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 9.

�¥¬¬  12. �áïª¨© ªãáâ á ª®à­¥¬ (ijk) áà ¢­¨¬ á «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥© ¡ §¨á­ëå æ¥¯¥©,

ª ¦¤ ï ¨§ ª®â®àëå ¨¬¥¥â ª®à¥­ì ¢¨¤  (stk) ¯® ¬®¤ã«î N .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¦¤ë© ªãáâ ¥áâì «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï á«®¢, ¡ãª¢ ¬¨ ª®â®àëå á«ã-
¦ â ¢¥àè¨­ë íâ®£® ªãáâ  ¨ ¯®á«¥¤­ïï ¡ãª¢  á®¢¯ ¤ ¥â á ª®à­¥¬. �®íâ®¬ã ¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì
ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ «¥¬¬ë ¤«ï á«®¢ á ¯®á«¥¤­¥© ¡ãª¢®© (ijk). �ãáâì u | á«®¢® ¢ K (á ®¡à §ãîé¨¬¨
¢ ª ç¥áâ¢¥ ¡ãª¢) á ¯®á«¥¤­¥© ¡ãª¢®© (ijk) ¨ ¯ãáâì u = '(u); â®£¤  u | á«®¢® ¢ F (á ¡ãª¢ ¬¨
| ¡ §¨á­ë¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ R1), ¯®á«¥¤­ïï ¡ãª¢  ª®â®à®£® ¥áâì '(ijk) = xixj�k. �®à¬ã«  (2)
¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® u =

�P
�i1;:::;imxi1 � � � xim

�
�k, �i1;:::;im 2 k. �®íâ®¬ã u �

P
�i1;:::;im(i1; : : : ; im; k)

(mod N).

�«¥¤áâ¢¨¥ 5. �ãáâì u | ªãáâ ¢ K á i(u) = 1, á®¤¥à¦ é¨© ¢ ª ç¥áâ¢¥ ª®à¥­­®£® ¯®¤ªãáâ 
¤ã£ã (ijk; stl), £¤¥ k 6= s; t. �®£¤  u 2 N .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«®¢¨ï á«¥¤áâ¢¨ï à ¢­®á¨«ì­ë â®¬ã, çâ® u = u1 � (stl), £¤¥ u1 | ¯à®¨§-
¢®«ì­ë© ªãáâ á ª®à­¥¬ (ijk). �¥¬¬  12 á¢®¤¨â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï á«¥¤áâ¢¨ï ª á«ãç î,
ª®£¤  u1 | æ¥¯ì á ª®à­¥¬ (i0j0k). �á«¨ ¦¥ u1 | æ¥¯ì, â® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 11.

�ãáâì P | «¨­¥©­ ï ®¡®«®çª  ­ ¤ k, ¯®à®¦¤¥­­ ï ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¢á¥å ª« áá®¢ (i1; : : : ; im; k)
¡ §¨á­ëå æ¥¯¥© ¢ K. �¯à¥¤¥«¨¬ «¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥  : F ! P , ¯®« £ ï  (xi1 � � � xim�k) =
(i1; : : : ; im; k). �ç¥¢¨¤­®, çâ® ' = 1 ­  F ¢ á¨«ã á«¥¤áâ¢¨ï 3.

�¥®à¥¬  3. �¤¥ « N ¯®à®¦¤ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ í«¥¬¥­â®¢:
10: ªãáâë, á®¤¥à¦ é¨¥ å®âï ¡ë ®¤­ã ¢¥àè¨­ã b á into(b) � 3;
20: ªãáâë, á®¤¥à¦ é¨¥ å®âï ¡ë ®¤­ã ¤ã£ã (ijk; stl), ¢ ª®â®à®© k 6= s; t;
30: à §­®áâ¨ ¡ §¨á­ëå æ¥¯¥© ®¤­®£® ª« áá ;

40: «¨­¥©­ë¥ ª®¬¡¨­ æ¨¨ ªãáâ®¢ ¢¨¤ 

u� �si�tj ((xi1 � � � xik � xj1 � � � xjl�1)xjl�m)� �sj�ti ((xi1 � � � xik�1 � xj1 � � � xjl)xik�m);
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£¤¥ u | ªãáâ á i(u) = 2, ª®à­¥¬ (ijm) ¨ ¢¥â¢ï¬¨, ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ¡ §¨á­ë¬¨ æ¥¯ï¬¨ ¨§

ª« áá®¢ (i1; : : : ; ik; s) ¨ (j1; : : : ; jl; t);
50: «¨­¥©­ë¥ ª®¬¡¨­ æ¨¨ ªãáâ®¢ ¢¨¤ 

(i1; : : : ; im; k) � (stl)� �ks(i1; : : : ; im; t; l)� �kt

mX

�=1

(i1; : : : ; i��1; s; i�; : : : ; im; l):

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì ~N | ¨¤¥ « ¢ K, ¯®à®¦¤¥­­ë© ¢á¥¬¨ í«¥¬¥­â ¬¨ 10{50.
1) ~N � N . �«¥¬¥­âë ¬­®¦¥áâ¢  10 «¥¦ â ¢ N ¢ á¨«ã «¥¬¬ 6, 7 ¨ ¯à¥¤«®¦¥­¨ï 1. �«¥¬¥­âë

20 «¥¦ â ¢ N ¯® «¥¬¬¥ 7 ¨ á«¥¤áâ¢¨î 5. �«¥¬¥­âë 30 | ¯® á«¥¤áâ¢¨î 3. �® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 2
¨¬¥¥¬

f � (g � h)� (f � g) � h =

= �si�tj(xi1 � � � xik � xj1 � � � xjl�1)xjl�m + �sj�ti ((xi1 � � � xik�1 � xj1 � � � xjl)xik�m);

£¤¥ f = xi1 � � � xik�s, g = xj1 � � � xjl�t ¨ h = xixj�m. �á«¨ u | ªãáâ ¨§ 40, â® ¯® «¥¬¬¥ 5 '(u)
á®¢¯ ¤ ¥â á «¥¢®© ç áâìî íâ®£® à ¢¥­áâ¢ . �®íâ®¬ã ¯à¨¬¥­¥­¨¥ ' ª «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ ¨§ 40

¤ ¥â 0 ¯® ¬®¤ã«î N (â. ª. ' = 1), â. ¥. ¬­®¦¥áâ¢® 40 â®¦¥ «¥¦¨â ¢ N . � ª®­¥æ, 50 «¥¦¨â ¢ N
¯® «¥¬¬¥ 11. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ~N � N .

2) �áïª¨© ªãáâ u ¨§ K áà ¢­¨¬ á «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥© ¡ §¨á­ëå æ¥¯¥© ¯® ¬®¤ã«î ~N .
�ãáâì á­ ç «  u| æ¥¯ì á ª®à­¥¬ (ijk). �®ª ¦¥¬ ¤«ï ­¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® ¤«¨­¥.

�á«¨ u | ¡ §¨á­ ï æ¥¯ì, â® ­¥ç¥£® ¤®ª §ë¢ âì. � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¥¥ ¢ ¢¨¤¥ u =
v � (ijk), £¤¥ v | â®¦¥ æ¥¯ì, ­® ¬¥­ìè¥© ¤«¨­ë. �® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨ v ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï
¢ ¢¨¤¥ «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ ¡ §¨á­ëå æ¥¯¥©, çâ® á¢®¤¨â ¤¥«® ª á« £ ¥¬ë¬ íâ®© ª®¬¡¨­ æ¨¨.
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âì á«ãç ©, ª®£¤  v | ¡ §¨á­ ï æ¥¯ì. �® ¢ íâ®¬ á«ãç ¥
ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® ¢ ~N «¥¦¨â ¬­®¦¥áâ¢® 50.

�ãáâì â¥¯¥àì u | ¯à®¨§¢®«ì­ë© ªãáâ ¨ (ijk) | ¥£® ª®à¥­ì. �¯ïâì ¯à¨¬¥­¨¬ ¨­¤ãªæ¨î ¯®
ç¨á«ã ¢¥àè¨­. �á«¨ i(u) = 1, â® u = v � (ijk). � ª ª ª v ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨ ¢ëà ¦ -
¥âáï «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥© ¡ §¨á­ëå æ¥¯¥© ¯® ¬®¤ã«î ~N , â® ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¨ u ¨¬¥¥â
â ª®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¢ á¨«ã ã¦¥ ¤®ª § ­­®£®. �ãáâì i(u) = 2. �®£¤ 

u = u1 � (u2 � (ijk)) � (u1 � u2) � (ijk); (20)

£¤¥ (ijk) | ª®à¥­ì u,   u1, u2 | ¥£® ¢¥â¢¨ (á¬. «¥¬¬ã 5). �«¥¬¥­âë u1, u2 � (ijk) ¨ u1 � u2 ¨¬¥-
îâ ¯®àï¤ª¨ ¬¥­ìè¨¥, ç¥¬ u, ¯®íâ®¬ã ¨å ¬®¦­® ¯® ¨­¤ãªâ¨¢­®¬ã ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¯à¥¤áâ ¢¨âì
«¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥© ¡ §¨á­ëå æ¥¯¥© ¯® ~N . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ á¨«ã (20) (¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¯¥-
à æ¨¨ \�" ¢ K) u ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥© ªãáâ®¢, ª ¦¤ë© ¨§ ª®â®àëå «¨¡® æ¥¯ì
(¨ ¯®â®¬ã ¨¬¥¥â ­ã¦­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¯® ¤®ª § ­­®¬ã ¢ëè¥), «¨¡® ªãáâ, ã ª®â®à®£® ¨¬¥¥âáï
â®«ìª® ®¤­  ¢¥àè¨­  b á into(b) = 2, ¯à¨ç¥¬ á ¡ §¨á­ë¬¨ æ¥¯ï¬¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¢¥â¢¥©. �á«¨ b
| ­¥ ª®à¥­ì (¨, §­ ç¨â, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ªãáâ u0 ¨¬¥¥â i(u0) = 1), â® u0 â®¦¥ ¨¬¥¥â ­ã¦­®¥
à §«®¦¥­¨¥ ¯® ã¦¥ ¤®ª § ­­®¬ã; ¥á«¨ ¦¥ b | ª®à¥­ì, â® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ªãáâ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
ãá«®¢¨ï¬ ¬­®¦¥áâ¢  40,   ¯®â®¬ã â ª¦¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­ ­ã¦­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥©.

� ª ª ª ¯à¨ i(u) � 3 ªãáâ u «¥¦¨â ¢ 10, â. ¥. u � 0 (mod ~N), â® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª § ­®.
3) N � ~N . �ãáâì u 2 N , â. ¥. '(u) = 0. �® ¤®ª § ­­®¬ã u � u0 (mod ~N), £¤¥ u0 | «¨­¥©­ ï

ª®¬¡¨­ æ¨ï ¡ §¨á­ëå æ¥¯¥©. �®íâ®¬ã ¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì, çâ® ¥á«¨ '(u0) = 0, â® u0 2 ~N .
� ª ª ª ' ®¤­®à®¤­®, â® ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® ¢á¥ æ¥¯¨, ¢å®¤ïé¨¥ ¢ ¢ëà ¦¥­¨¥ u0, ¨¬¥îâ ®¤¨­
¨ â®â ¦¥ ¯®àï¤®ª,   â. ª. ¢á¥ ¡ §¨á­ë¥ æ¥¯¨, ¢å®¤ïé¨¥ ¢ ª« áá (i1; : : : ; im; k), (¨ â®«ìª® ®­¨)
¯¥à¥å®¤ïâ ¢ ®¤¨­ ¡ §¨á­ë© í«¥¬¥­â xi1 � � � xim�k  «£¥¡àë F , â® ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® ¢á¥ æ¥¯¨ ¨§
u0 ¯à¨­ ¤«¥¦ â ®¤­®¬ã ª« ááã. �â ª, ¯ãáâì u0 =

P
�iui, £¤¥ �i 2 k,   ¢á¥ ui 2 (i1; : : : ; im; k).

�®£¤  '(u0) =
�P

�i
�
xi1 � � � xim�k = 0, â. ¥.

P
�i = 0. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® u0 =

P
�i(ui�ui�1) «¥¦¨â

¢ 30 (�i 2 k), â. ¥. u0 2 ~N .
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8. �«ãç © r = 1. � íâ®¬ á«ãç ¥ F =
1

�
i=0
Ri, £¤¥ Ri = hfi = xi+11 �1i, X = hx1i, X� = h�1i

(�1(x1) = 1), fi � fj =
�
i+j+1

j

�
fi+j .

�ãáâì K |  «£¥¡à  ªãáâ®¢ á ®¤­¨¬ ®¡à §ãîé¨¬ í«¥¬¥­â®¬ a (â. ¥.  «£¥¡à  ª®à­¥¢ëå ¤¥-
à¥¢ì¥¢, ã ª®â®àëå ¢á¥ ¢¥àè¨­ë ¯®¬¥ç¥­ë ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ í«¥¬¥­â®¬). �á«¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ª  p
®á­®¢­®£® ¯®«ï k ®â«¨ç­  ®â ­ã«ï, â® ¯à¨ r = 1  «£¥¡à  F ­¥ ¯®à®¦¤ ¥âáï R1, ¨ ¯®â®¬ã £®¬®-
¬®àä¨§¬, ¯à®¤®«¦ îé¨© á®®â¢¥âáâ¢¨¥ a 7! f1, ­¥ ï¢«ï¥âáï í¯¨¬®àä¨§¬®¬. �® ¢ K áãé¥áâ¢ã¥â
¨¤¥ «, ä ªâ®à- «£¥¡à  ¯® ª®â®à®¬ã ¨§®¬®àä­  F (¯à¨ p 6= 2).

�¥¬¬  13. �«ï â®£® çâ®¡ë ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® N ¡ë«® ¤¢ãáâ®à®­­¨¬ ¨¤¥ «®¬ ¢ K, ­¥®¡å®-

¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç­®, çâ®¡ë ¤«ï ¢áïª®£® u 2 N ¢ë¯®«­ï«¨áì ãá«®¢¨ï:

u � a 2 N; v � u 2 N;

£¤¥ a | ®¡à §ãîé¨© í«¥¬¥­â (ªãáâ ¯®àï¤ª  1),   v | ¯à®¨§¢®«ì­ë© ªãáâ.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì ãá«®¢¨ï ®ç¥¢¨¤­ , «¥¢ ï ¤®áâ â®ç­®áâì â®¦¥. �à ¢ ï ¤®-
ª §ë¢ ¥âáï ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® ¯®àï¤ªã ¯à ¢®£® ¬­®¦¨â¥«ï: ¯ãáâì v | ­¥ª®â®à®¥ á«®¢® ¢ K ¯®àï¤ª 
> 1, â®£¤  v = v1 � v2, £¤¥ ¯®àï¤ª¨ á«®¢ v1 ¨ v2, ¥áâ¥áâ¢¥­­®, ­¨¦¥ ¯®àï¤ª  v. � á¨«ã ®á­®¢­®£®
â®¦¤¥áâ¢  ¢ K ¨¬¥¥¬ ¤«ï ¢áïª®£® u 2 N

u � v = u � (v1 � v2) = (u � v1) � v2 + v1 � (u � v2)� (v1 � u) � v2 2 N;

â. ª. u � v1, u � v2 ¨ v1 � u «¥¦ â ¢ N ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨.

�¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨ï: ¯ãáâì u| ªãáâ ¨§K, n(u) | ¥£® ¯®àï¤®ª,m(u) = maxfinto(c)jc 2 V (u)g,
k(u) | ç¨á«® ¢¥àè¨­ b á into(b) = 2, l(u) | ç¨á«® ¢¥àè¨­ b á into(b) = 0. �á«¨ m(u) � 2, â®
l(u) = k(u) + 1. �¥à¥§ vi ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì æ¥¯ì ¯®àï¤ª  i.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3. �ãáâì å à ªâ¥à¨áâ¨ª  ¯®«ï k ­¥ à ¢­  2. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ N ¯®¤¯à®-

áâà ­áâ¢® ¢ K (r = 1), ¯®à®¦¤¥­­®¥ í«¥¬¥­â ¬¨

10: ªãáâ ¬¨ u á m(u) � 3,
20: vi � 2ku, £¤¥ u | ªãáâ ¯®àï¤ª  i á m(u) � 2 ¨ k = k(u).

�®£¤ 

1) N ¥áâì ¨¤¥ « ¢ K,

2) K=N =
1

�
i=1
kvi, £¤¥ vi | ª« áá á¬¥¦­®áâ¨ vi ¯® N ,

3) vi � vj =
j+1
2
vi+j, i; j = 1; 2; : : : .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì u, v| ¤¢  ªãáâ  ¨§K ¨ b| ¢¥àè¨­  ¢ v. �ç¥¢¨¤­®, çâ®m(u(b)v) �
maxfm(u);m(v)g. �®íâ®¬ã, ¥á«¨ u| ªãáâ á m(u) � 3, â® f �u ¨ u�f ¯à¨­ ¤«¥¦ â N ¤«ï «î¡®£®
f 2 K. � â¥¬ ¨¬¥¥¬ (vj � 2ku) � a = vj+1 � 2ku0 2 N , â. ª. u0 = u � a | ªãáâ, ¤«ï ª®â®à®£®
n(u0) = n(u) + 1 = j + 1, m(u0) = m(u) � 2 ¨ k(u0) = k(u) = k ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î \�" ¤«ï K.

�ãáâì u, v | ¤¢  ªãáâ , ¤«ï ª®â®àëå n(v) = i, n(u) = j; m(v);m(u) � 2 ¨ k(v) = k1, k(u) = k.
�®ª ¦¥¬, çâ®

v � u �
j + 1
2k1+k+1

vi+j (mod N): (21)

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¤«ï c 2 V (u) ¨¬¥¥¬ k(v(c)u) = k1+k, ¥á«¨ into(c) = 0, k(v(c)u) = k1+k+1, ¥á«¨
into(c) = 1. �®íâ®¬ã v(c)u � 1

2k1+k
vi+j (mod N), ¥á«¨ into(c) = 0, v(c)u � 1

2k1+k+1
vi+j (mod N),

¥á«¨ into(c) = 1 ¨ v(c)u � 0 (mod N), ¥á«¨ into(c) = 2. �âáî¤  v � u =
P
c

v(c)u � j+1
2k1+k+1

vi+j

(mod N), £¤¥ áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¯® ¢á¥¬ c 2 V (u), l = l(u) = k + 1. � ç áâ­®áâ¨, v � vj �
j+1
2k1+1

vi+j
(mod N). �âáî¤  ¨ (21) ¨¬¥¥¬ v � (vj � 2ku) � 0 (mod N). � á¨«ã «¥¬¬ë 13 N | ¨¤¥ «. �¥à¢®¥
ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª § ­®. �â®à®¥ ®ç¥¢¨¤­®,   âà¥âì¥ á«¥¤ã¥â ¨§ (21).
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