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� áá¬ âà¨¢ îâáï ª®­¥ç­®¬¥à­ë¥ «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨¥ ¢ à¨ æ¨®­­ë¥ ­¥à ¢¥­áâ¢  ¨ ¢ ¦­ë¥
¢ ¯à¨ª« ¤­®¬ ®â­®è¥­¨¨ «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨¥ § ¤ ç¨ ® á¥¤«®¢®© â®çª¥, ¢®§­¨ª îé¨¥ ¢ â¥®à¨¨
¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨ ¤«ï ­¥á®¡áâ¢¥­­ëå § ¤ ç «¨­¥©­®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï. �«ï ¨å à¥è¥­¨ï à §¢¨-
¢ ¥âáï ¥¤¨­ë© ¯®¤å®¤, ¢ ®á­®¢¥ ª®â®à®£® «¥¦ â ¨¤¥¨ ¬¥â®¤  áª «ïà¨§ æ¨¨ ¢¥ªâ®à­®£® ªà¨â¥à¨ï
¢ ª« áá¨ç¥áª®© § ¤ ç¥ «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨.

1. �®áâ ­®¢ª  § ¤ ç¨

�ãáâì X | ­¥¯ãáâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¯à®áâà ­áâ¢  Rn, T : X ! 2R
n

| ­¥ª®â®à®¥ â®ç¥ç­®-
¬­®¦¥áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥, (�; �) | áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢. �¥è¥­¨¥¬ ¢ à¨ æ¨®­-
­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  V I(X;T ) ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à x� 2 X â ª®©, çâ® ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ t� 2 T (x�)
¢ë¯®«­ïîâáï ­¥à ¢¥­áâ¢ 

(t�; x� � x) � 0 8x 2 X:

�ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì ¬­®¦¥áâ¢® X ¢ë¯ãª«ë¬ ¨ § ¬ª­ãâë¬,   ®â®¡à ¦¥­¨¥ T | ¬®­®â®­­ë¬
­  X, â. ¥.

(t0 � t00; x0 � x00) � 0 8x0; x00 2 X; t0 2 T (x0); t00 2 T (x00):

�®­®â®­­ë¥ ¢ à¨ æ¨®­­ë¥ ­¥à ¢¥­áâ¢  ï¢«ïîâáï ã¤®¡­ë¬ ¨­áâàã¬¥­â®¬ ¤«ï ¥¤¨­®®¡à §-
­®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ ¨ à §à ¡®âª¨ ã­¨ä¨æ¨à®¢ ­­ëå ¬¥â®¤®¢ à §à¥è¥­¨ï æ¥«®£® àï¤  ¢®¯à®á®¢,
á¢ï§ ­­ëå á § ¤ ç ¬¨ ¢ë¯ãª«®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, c § ¤ ç ¬¨ «¨­¥©­®£® ¨ ¢ë¯ãª«®£®
¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï, ®âëáª ­¨ï á¥¤«®¢ëå â®ç¥ª ¢ë¯ãª«®-¢®£­ãâëå äã­ªæ¨©, c § ¤ ç ¬¨ ¯®¨áª 
à ¢­®¢¥á¨ï ¨ â¥®à¨¨ ¨£à [1]{[3].

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï § ¤ ç  à¥è¥­¨ï «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª®£® (¬­®£®íâ ¯­®£®) ¢ -
à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  ¢ á«¥¤ãîé¥© ¯®áâ ­®¢ª¥. �ãáâì ¨¬¥¥âáï ª®­¥ç­ë© ­ ¡®à â®ç¥ç­®-
¬­®¦¥áâ¢¥­­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© T0; T1; : : : ; Tm, § ¤ ­­ëå ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ X. �à¥¡ã¥âáï ­ ©â¨ í«¥-
¬¥­â ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  Xm, ¯®á«¥¤­¥£® ¢ á«¥¤ãîé¥¬ à¥ªãàá¨¢­®¬ àï¤ã ¬­®¦¥áâ¢

Xi = Arg V I(Xi�1; Ti); i = 0; 1; : : : ;m; (1)

§¤¥áì Arg V I(�; �) | ¬­®¦¥áâ¢® à¥è¥­¨© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢ ,
X�1 = X.

�¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨¥ ¢ à¨ æ¨®­­ë¥ ­¥à ¢¥­áâ¢  ¢®§­¨ª îâ ª ª ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ®¡®¡é¥­¨¥
ª« áá¨ç¥áª¨å § ¤ ç «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª®© (¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®©) ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ [4], [5],   â ª¦¥ ª ª
®¡®¡é¥­¨¥  ¯¯ à â , à §¢¨â®£® à §­ë¬¨  ¢â®à ¬¨ ¯à¨  ­ «¨§¥ ®¡ëç­ëå ®¯â¨¬¨§ æ¨®­­ëå § -
¤ ç á ®£à ­¨ç¥­¨ï¬¨ ¢ ä®à¬¥ ¢ à¨ æ¨®­­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢ [6], ¢ § ¤ ç å ¯®¨áª   ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­-
­ëå ª®à­¥© ¬®­®â®­­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© [7], ¢ § ¤ ç å ®¯â¨¬ «ì­®© ª®àà¥ªæ¨¨ ­¥à §à¥è¨¬ëå (­¥-
á®¡áâ¢¥­­ëå) ¬¨­¨¬ ªá­ëå § ¤ ç [8] ¨ àï¤¥ ¤àã£¨å. � ª á ¬®áâ®ïâ¥«ì­ë© ®¡ê¥ªâ, ¤¢ãåíâ ¯­®¥
¢ à¨ æ¨®­­®¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® à áá¬ âà¨¢ «®áì ¢ [9]. �¥à¢ë¥ ®¡®¡é¥­¨ï ­  á«ãç © ¯à®¨§¢®«ì­®£®
ç¨á«  ®â®¡à ¦¥­¨© á®¤¥à¦ âáï, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¢ [10], [11], ¯à¨ç¥¬ ¢ ¯®á«¥¤­¥© à ¡®â¥ ¬®¦­®

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©
(ª®¤ë ¯à®¥ªâ®¢ 96-01-00116 ¨ 96-15-96247).
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­ ©â¨ ¨  «ìâ¥à­ â¨¢­ë¥ ¯®¤å®¤ë ª ®¡é¥¬ã ®¯à¥¤¥«¥­¨î à¥è¥­¨ï ¢¥ªâ®à­®£® ¢ à¨ æ¨®­­®£®
­¥à ¢¥­áâ¢  (­ ¯à¨¬¥à, ¢ ¤ãå¥ ¯ à¥â®¢áª®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨).

2. �¢¥àâª  ®â®¡à ¦¥­¨© ¨ â¥®à¥¬ë ® áå®¤¨¬®áâ¨

� áá¬®âà¨¬ ¢®¯à®áë á¢¥¤¥­¨ï § ¤ ç¨ à¥è¥­¨ï «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª®£® ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à -
¢¥­áâ¢  ª à¥è¥­¨î ®¡ëç­®£® ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  á ®â®¡à ¦¥­¨¥¬, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¬ ¯ãâ¥¬
á¢¥àâª¨ ®â®¡à ¦¥­¨© T0; T1; : : : ; Tm. �ãáâì � = [�1; �2; : : : ; �m] | ­ ¡®à ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ¢¥á®¢ëå
ª®íää¨æ¨¥­â®¢. �¯à¥¤¥«¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ T � : X ! 2R

n

¯® ¯à ¢¨«ã

T �(x) = T0(x) +
mX
i=1

�i Ti(x): (2)

�¢¥¤¥¬ ãá«®¢¨ï

A1. �­®¦¥áâ¢® X ­¥ ¯ãáâ®, ¢ë¯ãª«® ¨ § ¬ª­ãâ®.
A2. �â®¡à ¦¥­¨ï T0; T1; : : : ; Tm ¬®­®â®­­ë ¨ ®£à ­¨ç¥­ë ­  «î¡®¬ ª®¬¯ ªâ¥ ¨§ X.

�à¥¤¯®«®¦¨¬ ¤ «¥¥, çâ® §­ ç¥­¨ï ¢¥á®¢ëå ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ¢ (2) § ¢¨áïâ ®â ­¥ª®â®à®£® ­ -
âãà «ì­®£® ¯ à ¬¥âà  k. �ë¯¨è¥¬ ãá«®¢¨ï

A3. �ki > 0, lim
k!1

�ki = 0 (i = 1; : : : ;m).

A4. lim
k!1

�ki+1=�
k
i = 0 (i = 1; : : : ;m� 1).

�¢¥¤¥¬ â ª¦¥ ãá«®¢¨¥ à¥£ã«ïà­®áâ¨ ¤«ï ¯à®¬¥¦ãâ®ç­ëå ¯®¤§ ¤ ç

A5. �(x;Xi) � Ci(t; x� Pi(x)) ¯à¨ ¢á¥å i < m, t 2 Ti(x) ¨ x 2 Xi�1.

�¤¥áì Pi(x) | ¯à®¥ªæ¨ï â®çª¨ x ­  ¬­®¦¥áâ¢® Xi, Ci > 0 | ­¥ª®â®àë¥ ª®­áâ ­âë.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï A1{A5 ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì xk, á®áâ ¢«¥­­ ï ¨§

à¥è¥­¨© § ¤ ç V I(X;T �k ), ®£à ­¨ç¥­ . �®£¤  ¥¥ í«¥¬¥­âë ¯à¨ ¢á¥å ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å k
¡ã¤ãâ à¥è¥­¨¥¬ § ¤ ç¨ (1).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �­ ç «¥ ¯®ª ¦¥¬, çâ® xk 2 X0 ¯à¨ ¢á¥å ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å k. �¥©áâ¢¨-
â¥«ì­®, ¯® á¯®á®¡ã ®¯à¥¤¥«¥­¨ï â®ç¥ª xk ¤«ï ­¥ª®â®àëå tki 2 Ti(xk), i = 0; : : : ;m; ¨¬¥¥¬

�
tk0 +

mX
i=1

�ki t
k
i ; x

k � x

�
� 0 8k 8x 2 X: (3)

�âáî¤  ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï A5 á«¥¤ã¥â

�(xk;X0) � C0(tk0 ; x
k � P0(xk)) � C0

mX
i=1

�ki (t
k
i ; P0(xk)� xk) � C0

mX
i=1

max
i
f�ki gkt

k
i k�(x

k;X0) 8k:

�®íâ®¬ã

(1� �
(1)
k )�(xk;X0) � 0; £¤¥ �

(1)
k = C0max

i
f�ki g

mX
i=1

ktki k ! 0 ¯à¨ k !1:

�à¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å k ¨¬¥¥¬ �
(1)
k < 1, â. ¥. �(xk;X0) = 0.

� «¥¥, ¯® ¨­¤ãªæ¨¨, ¯à¥¤¯®« £ ï ãáâ ­®¢«¥­­ë¬ ¢ª«îç¥­¨¥ xk 2 Xi ¯à¨ ¢á¥å ¤®áâ â®ç­®
¡®«ìè¨å k, ¤«ï i = 0; 1; : : : ; n� 1 < m, ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¯à¨ ¡®«ìè¨å k íâ® ¢ª«îç¥­¨¥ ¢¥à­® â ª¦¥
¨ ¤«ï i = n.

� áá¬®âà¨¬ ¤¢  á«ãç ï.
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1) �ãáâì n < m. � á¨«ã ä®à¬ã« (3) ¨ ãá«®¢¨ï A4 ¨ ¢¢¨¤ã ¬®­®â®­­®áâ¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå
®â®¡à ¦¥­¨© ¨¬¥¥¬

�kn�(x
k;Xn) � �knCn(tkn; x

k � Pn(xk)) �

� Cn

�
(tk0 ; Pn(x

k)� xk) +
n�1X
i=1

�ki (t
k
i ; Pn(x

k)� xk) +
mX

i=n+1

�ki (t
k
i ; Pn(x

k)� xk)
�
�

� Cn

�
(bt k0 ; Pn(xk)� xk) +

n�1X
i=1

�ki (bt ki ; Pn(xk)� xk) +
mX

i=n+1

�ki (t
k
i ; Pn(x

k)� xk)
�
�

� Cn

mX
i=n+1

max
i>n

f�ki g kt
k
i k �(x

k;Xn);

£¤¥ bt ki 2 Ti(Pn(xk)) ¢ë¡à ­ë â ª, çâ® (bt ki ; Pn(xk)�xk) � 0 (íâ®â ¢ë¡®à ¢®§¬®¦¥­ ¢ á¨«ã ¢ª«îç¥­¨©
Pn(xk) 2 Arg V I(Xi�1; Ti) ¯à¨ ¢á¥å i = 0; 1; : : : ; n). �§ ¯®«ãç¥­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  á«¥¤ã¥â

(1� �
(n)
k )�(xk;Xn) � 0; £¤¥ �

(n)
k = Cnmax

i>n
f�ki =�

k
ng

mX
i=n+1

ktki k ! 0 ¯à¨ k !1:

�®íâ®¬ã ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å k ¨¬¥¥¬ �
(n)
k < 1, â. ¥. �(xk;Xn) = 0.

2) �ãáâì n = m. � ª ¨ ¢ëè¥, ¨§ ä®à¬ã« (3) ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å k á«¥¤ã¥â

�km(t
k
m; x

k � x) � (tk0 ; x� xk) +
m�1X
i=1

�ki (t
k
i ; x� xk) �

� (bt0; x� xk) +
m�1X
i=1

�ki (bti; x� xk) � 0 8x 2 Xm�1;

§¤¥áì bti 2 Ti(x) ¢ë¡à ­ë â ª, çâ® (bti; x� xk) � 0 (á­®¢  ãçâ¥­  ¬®­®â®­­®áâì ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨©
¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­ ï ¢«®¦¥­­®áâì ¬­®¦¥áâ¢ Xi ¤àã£ ¢ ¤àã£ ).

�à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à ¯à®áâëå ãá«®¢¨©, ¯à¨ ª®â®àëå à¥è¥­¨ï § ¤ ç V I(X;T �) áãé¥áâ¢ãîâ ¨
®£à ­¨ç¥­ë ¯à¨ ¬ «ëå � ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨,

A6. �â®¡à ¦¥­¨ï T0; T1; : : : ; Tm ®¤­®§­ ç­ë ¨ ­¥¯à¥àë¢­ë ­  X.
A7. �ãé¥áâ¢ã¥â â®çª  x0 2 X ¨ ®ªàã¦ îé¨© 1 ¥¥ ª®¬¯ ªâ D â ª¨¥, çâ® ¯à¨ ¢á¥å x 2 D \X

¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢® (T0(x); x� x0) > 0.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï A1, A2 ¨ A6, A7. �®£¤  ¯à¨ ¢á¥å ¤®áâ â®ç­® ¬ «ëå

(¯® ­®à¬¥) � > 0 § ¤ ç¨ V I(X;T �) à §à¥è¨¬ë ¨ ¨å à¥è¥­¨ï ®£à ­¨ç¥­ë ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï ®¡®á­®¢ ­¨ï à §à¥è¨¬®áâ¨ § ¤ ç¨ V I(X;T �) ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¤«ï ¢á¥å
¤®áâ â®ç­® ¬ «ëå � áãé¥áâ¢ã¥â ®£à ­¨ç¥­­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® M(�), ®¡« ¤ îé¥¥ á¢®©áâ¢®¬: ¤«ï
«î¡®© â®çª¨ x 2 X nM(�) ­ ©¤¥âáï â®çª  y 2 M(�) á® á¢®©áâ¢®¬ (T �(x); x � y) > 0 (á¬. [12],
¤®áâ â®ç­ë¥ ãá«®¢¨ï áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï à¥è¥­¨ï ¬®­®â®­­®£® ¢ à¨ æ¨®­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢  á ­¥¯ã-
áâë¬ ¢ë¯ãª«ë¬ § ¬ª­ãâë¬ ¨áå®¤­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢®¬ X ¨ á ­¥¯à¥àë¢­ë¬ ®¯¥à â®à®¬, ª ª®¢ë¬
¯à¨ á¤¥« ­­ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå ï¢«ï¥âáï T �).

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¬ë ¬®¦¥¬ ¢§ïâì M(�) = M = convD ¨ y = x0. �ë¯®«­¨¬®áâì ­¥à ¢¥­áâ¢ 
(T �(x); x�x0) > 0 ¤«ï ¢á¥å x 2 XnM á«¥¤ã¥â ¨§ ¬®­®â®­­®áâ¨ T � ¨ â®£®, çâ® íâ® ­¥à ¢¥­áâ¢® ¯à¨
¤®áâ â®ç­® ¬ «ëå � > 0 ¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï «î¡®© â®çª¨ ¨§D, ¢ â®¬ ç¨á«¥ â®çª¨, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¥©

1�­®¦¥áâ¢® D ®ªàã¦ ¥â â®çªã x0, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® l áãé¥áâ¢ã¥â � = �(l) > 0 â ª®¥, çâ® x0 + �l 2 D

(¯à®áâ¥©è¨¬ ¯à¨¬¥à®¬ ®ªàã¦ îé¥£® ¬­®¦¥áâ¢  ï¢«ï¥âáï áä¥à  fx : kx�x0k = rg á æ¥­âà®¬ ¢ â®çª¥ x0

¨ à ¤¨ãá®¬ r > 0).
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®âà¥§ªã, á®¥¤¨­ïîé¥¬ã x0 ¨ x. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì z | â ª ï â®çª . �®£¤  ¯à¨ ­¥ª®â®àëå
�1 > 0, �2 > 0 ¨¬¥¥¬ x� x0 = �1(x� z) = �2(z � x0), ¨ ¯®â®¬ã

(T �(x); x � x0) = �1(T �(x); x� z) � �1(T �(z); x� z) = �2(T �(z); z � x0) > 0:

�£à ­¨ç¥­­®áâì ¬­®¦¥áâ¢ à¥è¥­¨© ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ â®£®, çâ® ¢á¥ ®­¨ «¥¦ â ¢ M ,   M ¢ ­ è¥¬
á«ãç ¥ ­¥ § ¢¨á¨â ®â �.

� ¬¥ç ­¨¥. � [9] ¯à¨  ­ «¨§¥ ¤¢ãåãà®¢­¥¢ëå ¢ à¨ æ¨®­­ëå ­¥à ¢¥­áâ¢ ®¡®á­®¢ ­¨¥ à §-
à¥è¨¬®áâ¨ ¨ á®¢®ªã¯­®© ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ à¥è¥­¨© V I(X;T0 + �T1) ¯à¨ ¬ «ëå � ®¯¨à «®áì ­ 
¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ â®çª¨ x0 2 X â ª®©, çâ® T0x0 2 int(O+X). �â® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥
¢«¥ç¥â ¨á¯®«ì§ã¥¬®¥ ­ ¬¨ ãá«®¢¨¥ A7. �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ª ª ¯®ª § ­® ¢ [9], ¯à¨ ¥£® ¢ë¯®«­¥­¨¨
¬­®¦¥áâ¢® G0 = fx 2 X : (T0(x0); x�x0) � 0g ®£à ­¨ç¥­® ¨ (T0(x); x�x0) > 0 ¯à¨ ¢á¥å x 2 XnG0.
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ ãá«®¢¨¨ A7 ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¨áª®¬®£® ª®¬¯ ªâ  D, ®ªàã¦ îé¥£® â®çªã x0, ¬®¦­®
¢§ïâì áä¥àã S = fx : kx � x0k = rg ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè®£® à ¤¨ãá  á â¥¬, çâ®¡ë G0 ®ª § «®áì
«¥¦ é¨¬ ¢ conv S.

3. �®¯à®áë ¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨ ¤«ï ­¥á®¡áâ¢¥­­ëå § ¤ ç ��

3.1. �¥á®¡áâ¢¥­­ë¥ § ¤ ç¨ �� ¨ áå¥¬ë �à¥¬¨­ 

� ª ç¥áâ¢¥ ¢ ¦­®£® â¥®à¥â¨ç¥áª®£® ¯à¨«®¦¥­¨ï à §¢¨¢ ¥¬®£® ¯®¤å®¤  ®áâ ­®¢¨¬áï ­  ¢ëïá-
­¥­¨¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ëå á¢®©áâ¢ ­®¢ëå áå¥¬ ä®à¬¨à®¢ ­¨ï ¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨ ¤«ï ­¥á®¡áâ¢¥­-
­ëå (­¥à §à¥è¨¬ëå ¢ ®¡ëç­®¬ á¬ëá«¥ ¨§-§  ¯à®â¨¢®à¥ç¨¢®áâ¨ á¢®¨å á¨áâ¥¬ ®£à ­¨ç¥­¨©) § ¤ ç
«¨­¥©­®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï (��), ¯à¥¤«®¦¥­­ëå �.�.�à¥¬¨­ë¬ ¢ à ¡®â å [13], [14] ¨ ¤àã£¨å.
� ¨¬¥­­®, ¢ë¯¨è¥¬ ª« áá¨ç¥áªãî ¯ àã ¤¢®©áâ¢¥­­ëå § ¤ ç ��

max f (c; x) : Ax � b; x � 0 g; (4)

minf (b; y) : A>y � c; y � 0 g: (5)

�®£« á­® ­®¢ë¬ áå¥¬ ¬ ä®à¬¨à®¢ ­¨ï ¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨ íâ¨¬ § ¤ ç ¬ áâ ¢ïâáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥
á«¥¤ãîé¨¥ § ¤ ç¨ ¢ë¯ãª«®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï (��):

max
�
(c; x)�

mX
j=1

Rjk(Ajx� bj)+kj : kxik�m+i � ri (i = 1; : : : ; n); A0x � b0; x � 0
�
; (6)

min
�
(b; y) +

nX
i=1

rik(ci �B>
i y)

+km+i : kyjk�j � Rj (j = 1; : : : ;m); B>
0 y � c0; y � 0

�
: (7)

�¤¥áì A = [B0B1 : : : Bn] = [A>0 A
>
1 : : : A

>
m]
> | ¯à®¨§¢®«ì­®¥ à §¡¨¥­¨¥ ¬ âà¨æë A á®®â¢¥â-

áâ¢¥­­® ­  ¢¥àâ¨ª «ì­ë¥ ¨ £®à¨§®­â «ì­ë¥ ¯®«®áë (­¥ª®â®àë¥ ¨§ ­¨å ¬®£ãâ ¡ëâì ¯ãáâë¬¨),
c> = [c>0 c

>
1 : : : c

>
n ], b

> = [b>0 b
>
1 : : : b

>
m], x

> = [x>0 x
>
1 : : : x

>
n ], y

> = [y>0 y
>
1 : : : y

>
m] | ¨­¤ãæ¨à®¢ ­­®¥

¯à¥¤ë¤ãé¨¬ à §¡¨¥­¨¥¬ 1 à §¡¨¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ c, b, x ¨ y ­  ¯®¤¢¥ªâ®àë ¬¥­ìè¥© à §¬¥à­®áâ¨,
Rj > 0 ¨ ri > 0 | ç¨á«®¢ë¥ ¯ à ¬¥âàë (i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n), k � kk, k � k�k | ¯à®¨§-
¢®«ì­ë¥ ¢§ ¨¬®á®¯àï¦¥­­ë¥ ¬®­®â®­­ë¥ ¢¥ªâ®à­ë¥ ­®à¬ë ¢ ¯à®áâà ­áâ¢ å á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©
à §¬¥à­®áâ¨ (k = 1; : : : ;m+ n), ( � )+ | ®¯¥à â®à ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ­  ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë© ®àâ ­â.

�à¨ ¢¥áì¬  á« ¡ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå ([14], á. 51, â¥®à¥¬  6.2) íâ¨ § ¤ ç¨ (¢­¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨
®â à §à¥è¨¬®áâ¨ ¨«¨ ­¥à §à¥è¨¬®áâ¨ ¨áå®¤­ëå § ¤ ç) ­ å®¤ïâáï ¢ ®â­®è¥­¨¨ á®¢¥àè¥­­®©

1�®áª®«ìªã à §¬¥à­®áâ¨ ¯®«®á ¨ ¯®¤¢¥ªâ®à®¢ ­¨£¤¥ ­¨¦¥ ­¥ ¨£à îâ á ¬®áâ®ïâ¥«ì­®© à®«¨, ¬ë ­¥
¢¢®¤¨¬ ¤«ï ­¨å á¯¥æ¨ «ì­ëå ®¡®§­ ç¥­¨©, ®£®¢ à¨¢ ï «¨èì ¨å á®£« á®¢ ­­®áâì ¤«ï ¢ë¯®«­¨¬®áâ¨ ¢á¥å
¢¥ªâ®à­®-¬ âà¨ç­ëå ®¯¥à æ¨© ¢ ª®­áâàãªæ¨ïå (6), (7).
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¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨,   ¨¬¥­­®, ®­¨ ®¤­®¢à¥¬¥­­® à §à¥è¨¬ë ¨ ¨å ®¯â¨¬ «ì­ë¥ §­ ç¥­¨ï á®¢¯ ¤ îâ.
�å ®¯â¨¬ «ì­ë¥ ¢¥ªâ®àë ex ¨ ey ï¢«ïîâáï à¥è¥­¨ï¬¨ § ¤ ç ([14], á. 71, â¥®à¥¬  9.1)

max
�
(c0; x0) +

nX
i=1

(ci � pi; xi) : Ajx � bj + qj (j = 1; : : : ;m); A0x � b0; x � 0
�
; (8)

min
�
(b0; y0) +

mX
j=1

(bj + qj ; yj) : B
>
i y � ci � pi (i = 1; : : : ; n); B>

0 y � c0; y � 0
�
; (9)

¯®«ãç ¥¬ëå ¨§ ¨áå®¤­ëå ¯ãâ¥¬ á¨¬¬¥âà¨ç­®© ª®àà¥ªæ¨¨ ¨å ®£à ­¨ç¥­¨© ¨ æ¥«¥¢ëå äã­ªæ¨©,
¥á«¨ ¯®«®¦¨âì

pi = epi = (ci �B>
i ey)+; qj = eqj = (Aj ex� bj)

+: (10)

�®á«¥¤­¨¥ ¨£à îâ à®«ì  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å ¯®áâ ­®¢®ª ¤«ï ¨áå®¤­®© ¯ àë § ¤ ç (4), (5).
�®«ìè®¥ §­ ç¥­¨¥ ¨¬¥¥â ®¡®á­®¢ ­¨¥ ¬¨­¨¬ «ì­®áâ¨ ¢ â®¬ ¨«¨ ¨­®¬ á¬ëá«¥ ­ ©¤¥­­ëå

§­ ç¥­¨© ¯ à ¬¥âà®¢ ª®àà¥ªæ¨¨ ep = [ep1; : : : ; epn] ¨ eq = [eq1; : : : ; eqm]. � ç áâ­®áâ¨, ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ
¨­â¥à¥á ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå íâ¨ ¢¥ªâ®àë ¤ îâ â®ç­®¥ ¨«¨  á¨¬¯â®â¨ç¥áª®¥ à¥è¥­¨¥ á«¥¤ãî-
é¨å «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª¨å ®¯â¨¬¨§ æ¨®­­ëå § ¤ ç:

1) ­ ©â¨ í«¥¬¥­â ep ¬­®¦¥áâ¢  Pn, £¤¥ Pi = Arg min
p2Pi�1

kpikm+i, i = 1; : : : ; n;

2) ­ ©â¨ í«¥¬¥­â eq ¬­®¦¥áâ¢  Qm, £¤¥ Qj = Arg min
q2Qj�1

kqjkj , j = 1; : : : ;m;

§¤¥áì

P0 = fp = [p1; : : : ; pn] � 0 : ®£à ­¨ç¥­¨ï ¢ (9) á®¢¬¥áâ­ëg;

Q0 = fq = [q1; : : : ; qm] � 0 : ®£à ­¨ç¥­¨ï ¢ (8) á®¢¬¥áâ­ëg:

� á®¤¥à¦ â¥«ì­®© áâ®à®­ë § ¤ ç¨ 1), 2) ®¯¨áë¢ îâ á«¥¤ãîé¨© á¯®á®¡ à §¢ï§ª¨ \ã§ª¨å"
¬¥áâ ¢ á¨áâ¥¬ å ®£à ­¨ç¥­¨© (4), (5). �¥à ¢¥­áâ¢  ®¡¥¨å á¨áâ¥¬ à §¡¨¢ îâáï ­  ¤¨à¥ªâ¨¢­ë¥
(®¡ï§ â¥«ì­ë¥ ¤«ï ¢ë¯®«­¥­¨ï) ¨ ä ªã«ìâ â¨¢­ë¥ (¯à ¢ë¥ ç áâ¨ ª®â®àëå à §à¥è ¥âáï ª®àà¥ª-
â¨à®¢ âì). � ­ è¥¬ à §¡¨¥­¨¨ ¬ âà¨æë A ­  ¢¥àâ¨ª «ì­ë¥ ¨ £®à¨§®­â «ì­ë¥ ¯®«®áë ¤¨à¥ª-
â¨¢­ë¬ ®£à ­¨ç¥­¨ï¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¯®¤¬ âà¨æë A0, B0,   ä ªã«ìâ â¨¢­ë¬ | ¢á¥ ®áâ «ì­ë¥.
�®á«¥¤­¨¥ ¤¥«ïâáï ­  £àã¯¯ë ¯® áâ¥¯¥­¨ ¢ ¦­®áâ¨ (¢ ¦­®áâì ¯ ¤ ¥â á à®áâ®¬ ­®¬¥à  á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¥© ¯®¤¬ âà¨æë). � ¯à®æ¥áá¥ à §¢ï§ª¨ \ã§ª¨å" ¬¥áâ ¬ë áâà¥¬¨¬áï ¢ ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì
¬¨­¨¬¨§¨à®¢ âì ¨§¬¥­¥­¨ï, ¢­®á¨¬ë¥ ¢ ­ ¨¡®«¥¥ ¢ ¦­ë¥ ¨§ ä ªã«ìâ â¨¢­ëå ®£à ­¨ç¥­¨©, ¨
«¨èì § â¥¬ ¯¥à¥å®¤¨âì ª ª®àà¥ªâ¨à®¢ª¥ ¬¥­¥¥ ¢ ¦­ëå ®£à ­¨ç¥­¨©.

� à ¡®â å [13], [14] ã¯®¬ï­ãâë¥ ¢ëè¥ ãá«®¢¨ï (¯à¨ ª®â®àëå ep ¨ eq ¤ îâ â®ç­®¥ à¥è¥­¨¥
§ ¤ ç 1), 2) ) ¯®«ãç¥­ë ¤«ï ­¥á®¡áâ¢¥­­ëå § ¤ ç �� 1-£® à®¤ . 1 � ã¦¥ ã¯®¬¨­ ¢è¥©áï à ¡®â¥
[8] ¯à¨ m = n = 1 ¨áá«¥¤®¢ ­ á«ãç © ­¥á®¡áâ¢¥­­®áâ¨ 3-£® à®¤ . �¨¦¥ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£®
à®¤  ­¥á®¡áâ¢¥­­®áâ¨ ¨ ¯à®¨§¢®«ì­ëå m;n � 1 ¡ã¤¥â ¯®ª § ­® ¤«ï ªãá®ç­®-«¨­¥©­ëå ­®à¬,
çâ® ¢¥ªâ®àë ep ¨ eq ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å ¨ á¯¥æ¨ «ì­ë¬ ®¡à §®¬ ¢ë¡à ­­ëå ¢¥á å Rj > 0,
ri > 0 ï¢«ïîâáï â®ç­ë¬¨ à¥è¥­¨ï¬¨ § ¤ ç 1), 2). �®«¥¥ â®£®, ¯à¨¢¥¤¥­­®¬ã ä ªâã ¡ã¤¥â ¤ ­®
áãé¥áâ¢¥­­®¥ ãâ®ç­¥­¨¥.

1� ¤ ç  �� ­ §ë¢ ¥âáï ­¥á®¡áâ¢¥­­®© 1-£® à®¤ , ¥á«¨ ­¥á®¢¬¥áâ­  ¥¥ á¨áâ¥¬  ®£à ­¨ç¥­¨©, ­¥á®¡-
áâ¢¥­­®© 2-£® à®¤ , ¥á«¨ ­¥á®¢¬¥áâ­  á¨áâ¥¬  ®£à ­¨ç¥­¨© ¤¢®©áâ¢¥­­®© § ¤ ç¨, ¨ ­¥á®¡áâ¢¥­­®© 3-£®
à®¤ , ¥á«¨ ­¥á®¢¬¥áâ­ë ®¡¥ íâ¨ á¨áâ¥¬ë ®¤­®¢à¥¬¥­­®.
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3.2. �à¥¤¢ à¨â¥«ì­ë¥ à¥§ã«ìâ âë

�áâ ­®¢¨¬áï ¢­ ç «¥ ­  á¢ï§¨ § ¤ ç 1) ¨ 2) á® á«¥¤ãîé¨¬¨ ¤¢ã¬ï ®¤­®íâ ¯­ë¬¨ § ¤ ç ¬¨
¬¨­¨¬¨§ æ¨¨ ¢§¢¥è¥­­®£® ªà¨â¥à¨ï

min
� nX

i=1

r0i kpikm+i : p = [p1; : : : ; pn] 2 P0

�
(= E1); (11)

min
� mX

j=1

R0j kqjkj : q = [q1; : : : ; qm] 2 Q0

�
(= E2): (12)

�¢¥¤¥¬ ãá«®¢¨ï

B1. �­®¦¥áâ¢  P0, Q0 ­¥ ¯ãáâë.
B2. �á¥ ­®à¬ë k�ki ¬®­®â®­­ë ¨ ªãá®ç­®-«¨­¥©­ë, â. ¥. kaki = max

j2Ji
(eji; a), £¤¥ fejig

j2Ji
i=1;:::;m+n |

­¥ª®â®àë© ª®­¥ç­ë© ­ ¡®à ¢¥ªâ®à®¢, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å «¨­¥©­ë¥ äã­ªæ¨¨ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢ å
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© à §¬¥à­®áâ¨.

�¥®à¥¬  3. �ãáâì ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï B1, B2. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ §­ ç¥­¨ï ¯ à ¬¥-

âà®¢ r0i > 0 (i = 1; : : : ; n) ¨ R0j > 0 (j = 1; : : : ;m), ¯à¨ ª®â®àëå § ¤ ç¨ (11), (12) íª¢¨¢ «¥­â­ë
á®®â¢¥âáâ¢¥­­® § ¤ ç ¬ 1), 2).

�¥å­®«®£¨¨ ¢ë¡®à  ¯®¤å®¤ïé¨å r0i > 0, R0j > 0, ®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¨å íª¢¨¢ «¥­â­®áâì § ¤ ç (11),
(12) § ¤ ç ¬ 1), 2), å®à®è® ¨§¢¥áâ­ë (­ ¯à., [4], [5]). �¯¨è¥¬ ®¤­ã ¨§ ­¨å ¯à¨¬¥­¨â¥«ì­® ª ¯ à¥
§ ¤ ç 1) ¨ (11). �«¥¤ãï [4], ¢¢¥¤¥¬ äã­ªæ¨¨

fi+1(p;�1; : : : ; �i) = kpi+1km+i+1 + �ifi(p;�1; : : : ; �i�1) (i = 1; : : : ; n);

¯®« £ ï f1(p) = kp1km+1. � ¯¨è¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì § ¤ ç

( efi =)minf fi(p;�1; : : : ; �i�1) : p = [p1; : : : ; pn] 2 P0 g; i = 1; : : : ; n: (13)

�¨á«  r0i ¨ �i á¢ï¦¥¬ á®®â­®è¥­¨ï¬¨ r0i = �n�1�n�2 : : : �i (i = 1; : : : ; n). �®£¤  § ¤ ç  (11) íª¢¨-
¢ «¥­â­  § ¤ ç¥ (13) ¯à¨ i = n.

�ë¯®«­¨¬ ¨­¤ãªâ¨¢­® è £¨
1) �á«¨ �1 > 
01 � 0, £¤¥ 
01 | ¤¢®©áâ¢¥­­ ï ®æ¥­ª  ­¥à ¢¥­áâ¢  f1(p) � ef1 ¢ § ¤ ç¥

minf kp2km+2 : p 2 P0; f1(p) � ef1 g;
â® Argmin

p2P0
f2(p) = P2.

2) �á«¨ ¢ë¡®à �i > 0 (i = 1; : : : ; t� 2) ã¦¥ ®¡¥á¯¥ç¨« à ¢¥­áâ¢®

Argmin
p2P0

fs(p;�1; : : : ; �s�1) = Ps

¯à¨ ¢á¥å s = 1; : : : ; t � 1 < n, â® ¯à¨ �t�1 > 
0t � 0, £¤¥ 
0t | ¤¢®©áâ¢¥­­ ï ®æ¥­ª  ­¥à ¢¥­áâ¢ 
ft�1(p;�1; : : : ; �t�2) � eft�1 ¢ § ¤ ç¥

minf kptkm+t : p 2 P0; ft�1(p;�1; : : : ; �t�2) � eft�1 g;
¨¬¥¥¬ Argmin

p2P0
ft(p;�1; : : : ; �t�1) = Pt.

�ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ­¥®¡å®¤¨¬ëå ¤¢®©áâ¢¥­­ëå ®æ¥­®ª ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ à §à¥è¨¬®áâ¨ à áá¬ âà¨¢ -
¥¬ëå § ¤ ç, ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¨ ªãá®ç­®© «¨­¥©­®áâ¨ ¢á¥å ¢å®¤ïé¨å ¢ ­¨å äã­ªæ¨©.

�¥à­¥¬áï ª § ¤ ç ¬ (6), (7). �¢¥¤¥¬ ãá«®¢¨¥

B3. �®¢¬¥áâ­ë á¨áâ¥¬ë ­¥à ¢¥­áâ¢

A0x � b0; kxik
�
m+i � ri (i = 1; : : : ; n); x � 0;

B>
0 y � c0; kyjk

�
j � Rj (j = 1; : : : ;m); y � 0:
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�«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¯®¬®£ãâ á¢ï§ âì íâ¨ § ¤ ç¨ á § ¤ ç ¬¨ (11), (12),   â¥¬ á ¬ë¬
¨ á § ¤ ç ¬¨ 1), 2).

�¥¬¬ . �ãáâì ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï B2, B3. �®£¤  § ¤ ç¨ (6), (7) à §à¥è¨¬ë, ¯à¨ç¥¬ ¨å

à¥è¥­¨ï (ex; ey) ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¨¬ ¯ à  (ep; eq) ¨§ á®®â­®è¥­¨© (10) ä®à¬¨àãîâ á¥¤«®¢ãî

â®çªã äã­ªæ¨¨

F (x; q; y; p) = (c; x)� (y; Ax� b)�
nX
i=1

((pi; xi)� rikpikm+i) +
mX
j=1

((qj ; yj)�Rjkqjkj)

®â­®á¨â¥«ì­® ¯àï¬®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ®àâ ­â®¢ ¯à®áâà ­áâ¢ á¢®¨å ¯¥à¥¬¥­-

­ëå, â. ¥.

F (x; q; ey; ep) � F (ex; eq; ey; ep) � F (ex; eq; y; p) 8[x; y; p; q] � 0:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¨ á¤¥« ­­ëå ­ ¬¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå § ¤ ç¨ (6), (7) à §à¥è¨¬ë (á¬.
[13], [14]). � á¨«ã ¬®­®â®­­®áâ¨ ­®à¬ ®­¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¯¥à¥¯¨á ­ë ¢ ¢¨¤¥

max
�
(c; x)�

mX
j=1

Rjkqjkj : A0x � b0; Ajx � bj + qj (j = 1; : : : ;m);

kxik
�
m+i � ri (i = 1; : : : ; n); [x; q] � 0

�
; (14)

min
�
(b; y) +

nX
i=1

rikpikm+i : B
>
0 y � c0; B

>
i y � ci � pi (i = 1; : : : ; n);

kyjk
�
j � Rj (j = 1; : : : ;m); [y; p] � 0

�
: (15)

� á¢®î ®ç¥à¥¤ì ¯¥à¢ãî ¨§ íâ¨å § ¤ ç ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ª ª § ¤ çã ¬ ªá¨¬¨§ æ¨¨ ¯® [x; q] � 0
äã­ªæ¨¨

min
[y;p]�0

F (x; q; y; p) =

8>>>>><
>>>>>:

(c; x)�
mX
j=1

Rjkqjkj ; ¥á«¨ A0x � b0;

Ajx � bj + qj (j = 1; : : : ;m);

kxik
�
m+i � ri (i = 1; : : : ; n);

�1 ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥,

¨ ¢â®àãî | ª ª § ¤ çã ¬¨­¨¬¨§ æ¨¨ ¯® [y; p] � 0 äã­ªæ¨¨

max
[x;q]�0

F (x; q; y; p) =

8>>>>><
>>>>>:

(b; y)�
nX
i=1

rikpikm+i; ¥á«¨ B>
0 y � c0;

B>
i y � ci � pi (i = 1; : : : ; n);

kyjk
�
j � Rj (j = 1; : : : ;m);

+1 ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥.

�â ­¤ àâ­ ï â¥å­¨ª  ¯®¤®¡­ëå ¯¥à¥å®¤®¢ å®à®è® ¨§¢¥áâ­ . �®§ì¬¥¬, ­ ¯à¨¬¥à, ¯¥à¢®¥ ¨§ ¢ë-
¯¨á ­­ëå á®®â­®è¥­¨©. �á«¨ x ¨ q ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¢á¥¬ ®£à ­¨ç¥­¨ï¬ § ¤ ç¨ (14) ¨ y � 0, p � 0,

â® �(y; Ax� b) +
mP
j=1

(qj ; yj) � 0 ¨

rikpikm+i � (pi; xi) � rikpikm+i � kpikm+ikxik
�
m+i � kpikm+i(ri � kxik

�
m+i) � 0;

â ª çâ®

F (x; q; y; p) � (c; x)�
mX
j=1

Rjkqjkj ;
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¯à¨ç¥¬ ¯à¨ [y; p] = 0 ¢ ¯®á«¥¤­¥¬ á®®â­®è¥­¨¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®. � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥
¬®¦­® ¯®áâà®¨âì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì [yt; pt] � 0, ¢¤®«ì ª®â®à®© F (x; q; yt; pt) ! �1 (t ! 1).
� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï ç áâì ­¥à ¢¥­áâ¢ A0x � b0 ¨«¨ Ajx � bj + qj (j = 1; : : : ;m).
�à¥¡ã¥¬ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¬®¦¥â á®áâ®ïâì ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ [yt; pt] � 0 á ª®¬¯®­¥­â ¬¨

yt0 = t (A0x� b0)+; ytj = t (Ajx� bj � qj)+ (j = 1; : : : ;m); pt = 0:

�á«¨ ­ àãè¥­® ®¤­® ¨§ ®£à ­¨ç¥­¨© ­  ­®à¬ë kxi0k
�
m+i0

= max
kekm+i0

=1
(e; xi0) > ri0 , â® ¤«ï ¯®á«¥-

¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ [yt; pt] � 0 á ª®¬¯®­¥­â ¬¨ yt = 0, pti = 0 (i 6= i0), pti0 = te, £¤¥ e � 0, kekm+i0 = 1,
(e; xi0) = kxi0k

�
m+i0

, ¨¬¥¥¬ â ª¦¥

F (x; q; yt; pt) = (c; x)�
mX
j=1

Rjkqjkj � t(kxi0k
�
m+i0

� ri0)! �1 (t!1):

�­ «®£¨ç­®  ­ «¨§¨àã¥âáï ¢â®à®¥ á®®â­®è¥­¨¥, á¢ï§ ­­®¥ á ®£à ­¨ç¥­¨ï¬¨ § ¤ ç¨ (15).

�¢¥¤¥¬ ¢ à áá¬®âà¥­¨¥ �(p; q) | äã­ªæ¨î ®¯â¨¬ «ì­®£® §­ ç¥­¨ï § ¤ ç (8), (9). �­  ®¯à¥-
¤¥«¥­  ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ P0�Q0, ªãá®ç­®-«¨­¥©­  ¨ ¢ë¯ãª«  ¯® p 2 P0 ¯à¨ «î¡®¬ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬
q 2 Q0, ¨ ªãá®ç­®-«¨­¥©­  ¨ ¢®£­ãâ  ¯® q 2 Q0 ¯à¨ «î¡®¬ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ p 2 P0.

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï B2, B3. �®£¤  § ¤ ç¨ (6), (7) à §à¥è¨¬ë, ¯à¨ç¥¬
á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¨å à¥è¥­¨î ¯ à  [ep; eq] ¨§ á®®â­®è¥­¨© (10) ï¢«ï¥âáï á¥¤«®¢®© â®çª®© äã­ªæ¨¨

FRr(p; q) = �(p; q) +
nX
i=1

rikpikm+i �
mX
j=1

Rjkqjkj

®â­®á¨â¥«ì­® ®¡« áâ¨ P0 �Q0, â. ¥.

FRr(ep; q) � FRr(ep; eq) � FRr(p; eq) 8p 2 P0 8q 2 Q0:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ëè¥ ¡ë«® ãáâ ­®¢«¥­®, çâ® § ¤ ç¨ (14), (15),   §­ ç¨â ¨ § ¤ ç¨ (6),
(7), à¥ «¨§ãîâ á¥¤«®¢®¥ §­ ç¥­¨¥ äã­ªæ¨¨ F (x; q; y; p) ®â­®á¨â¥«ì­® ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ®àâ ­-
â®¢ ¯à®áâà ­áâ¢ á¢®¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå, â. ¥. ®¯â¨¬ «ì­ë¥ §­ ç¥­¨ï íâ¨å § ¤ ç opt(14) = opt(6) ¨
opt(15) = opt(7) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ à ¢¥­áâ¢ã

opt(6) = opt(14) = max
[x;q]�0

min
[y;p]�0

F (x; q; y; p) =

= min
[y;p]�0

max
[x;q]�0

F (x; q; y; p) = opt(15) = opt(7):

�® ¯®áª®«ìªã

FRr(p; q) = max
x�0

min
y�0

F (x; q; y; p) = min
y�0

max
x�0

F (x; p; y; q) 8p 2 P0 8q 2 Q0;

â® â ª¦¥

opt(6) = opt(14) = max
q2Q0

min
p2P0

FRr(p; q) =

= min
p2P0

max
q2Q0

FRr(p; q) = opt(15) = opt(7):

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯ãáâì [ ex; eq; ey; ep ] | á¥¤«®¢ ï â®çª  äã­ªæ¨¨ F ®â­®á¨â¥«ì­® ãª § ­­ëå ®àâ ­-
â®¢. �® ®¯à¥¤¥«¥­¨î

FRr(ep; eq) = F (ex; eq; ey; ep) � F (ex; eq; y; p) 8y � 0 8p � 0:

�âáî¤ 

FRr(ep; eq) � F (ex; eq; y(ex; eq; p); p) = min
y�0

F (ex; eq; y; p) � max
x�0

min
y�0

F (x; eq; y; p) = FRr(p; eq) 8p 2 P0:

�­ «®£¨ç­® ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢® FRr(ep; eq) � FRr(ep; q) 8q 2 Q0.
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3.3. �¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª ï ª®àà¥ªæ¨ï

�¯¨à ïáì ­  ¤®ª § ­­®¥ ¢ëè¥ á«¥¤áâ¢¨¥, áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¨â®£®¢ë© à¥§ã«ìâ â, ª á îé¨©áï
á¢ï§¨ § ¤ ç (6), (7) á § ¤ ç ¬¨ 1), 2).

�¥®à¥¬  4. �ãáâì ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï B1, B2. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ §­ ç¥­¨ï ¯ à ¬¥âà®¢

ri > 0 (i = 1; : : : ; n) ¨ Rj > 0 (j = 1; : : : ;m), ¯à¨ ª®â®àëå ¢¥ªâ®àë ep = [ep1; : : : ; epn] ¨eq = [eq1; : : : ; eqm], áä®à¬¨à®¢ ­­ë¥ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯à ¢¨« ¬¨ (10) ­  ®á­®¢¥ ®¯â¨¬ «ì­ëå

¢¥ªâ®à®¢ ex ¨ ey § ¤ ç (6) ¨ (7), ¡ã¤ãâ à¥è¥­¨ï¬¨ § ¤ ç 1), 2), ¨ ªà®¬¥ â®£®, ®¡à §ãîâ á¥¤«®¢ãî

â®çªã [eq; ep] äã­ªæ¨¨ �(p; q) ®â­®á¨â¥«ì­® ®£à ­¨ç¥­­®© ®¡« áâ¨ Pn �Qm.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ã¦­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯ à ¬¥âà®¢ ¡ã¤¥¬ ¨áª âì ¢ ¢¨¤¥

ri = �r0i (i = 1; : : : ; n); Rj = �R0j (j = 1; : : : ;m); (16)

£¤¥ � > 0 | ­¥¨§¢¥áâ­ë© ¯®ª  ¬ áèâ ¡­ë© ¬­®¦¨â¥«ì, r0i > 0 ¨ R0j > 0 | §­ ç¥­¨ï, ®¡¥á¯¥ç¨-
¢ îé¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâì (¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë 3) § ¤ ç 1), 2) ¨ § ¤ ç (11), (12), â. ¥. à ¢¥­áâ¢ 

Pn =
�
p 2 P0 :

nX
i=1

r0ikpikm+i � E1

�
; Qm =

�
q 2 Q0 :

mX
j=1

R0jkqjkj � E2

�
:

�«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï � ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï â¥¬, çâ® ¯à®¨§¢®«ì­ ï á¥¤«®¢ ï â®çª  [ep; eq] äã­ªæ¨¨ ®¯â¨-
¬ã¬  �(p; q) ®â­®á¨â¥«ì­® ®¡« áâ¨ Pn � Qm

1 ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ¢ á¨«ã íâ¨å ¯®á«¥¤­¨å à ¢¥­áâ¢
®¯â¨¬ «ì­ë¬ ¬­®¦¥áâ¢ ¬ á«¥¤ãîé¨å § ¤ ç ¢ë¯ãª«®£® ªãá®ç­®-«¨­¥©­®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ­¨ï

ep 2 Argmin
�
�(p; eq) : p 2 P0;

nX
i=1

r0ikpikm+i � E1

�
(= ePn);

eq 2 Argmax
�
�(ep; q) : q 2 Q0;

mX
j=1

R0jkqjkj � E2

�
(= eQm):

�ë¯¨á ­­ë¥ § ¤ ç¨ ä ªâ¨ç¥áª¨ à¥ «¨§ãîâ ¤¢ãåíâ ¯­ãî ®¯â¨¬¨§ æ¨î, â. ¥. ®¯â¨¬¨§ æ¨î á¢®¨å
æ¥«¥¢ëå äã­ªæ¨© ­  ®¯â¨¬ «ì­ëå ¬­®¦¥áâ¢ å ¤àã£¨å § ¤ ç,   ¨¬¥­­®, § ¤ ç (11), (12). �«¥¤ãï
¬¥â®¤¨ª¥, ¨§«®¦¥­­®© ¢ § ¬¥ç ­¨¨ ª â¥®à¥¬¥ 3, ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì â ª®¥ �1 > 0, çâ®

ePn = Argmin
�
�(p; eq) + �

nX
i=1

r0ikpikm+i : p 2 P0

�
(17)

¯à¨ ¢á¥å � > �1, ¨ â ª®¥ �2 > 0, çâ®

eQm = Argmin
�
�(ep; q) + �

mX
j=1

R0jkqjkj : q 2 Q0

�
(18)

¯à¨ ¢á¥å � > �2. � ¨â®£¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï á¥¤«®¢ ï â®çª  [ep; eq] äã­ªæ¨¨ �(p; q) ®â­®á¨â¥«ì­®

®¡« áâ¨ Pn �Qm ®ª § « áì â ª¦¥ á¥¤«®¢®© â®çª®© äã­ªæ¨¨ FRr(p; q) = �(p; q) +
nP
i=1

rikpikm+i �

mP
j=1

Rjkqjkj ®â­®á¨â¥«ì­® ®¡« áâ¨ P0 � Q0, ¥á«¨ â®«ìª® ¯ à ¬¥âàë ri; Rj ®¯à¥¤¥«¥­ë á®£« á­®

(16) ¨ � > maxf�1; �2g.
�«ï ®ª®­ç â¥«ì­®£® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï � ®¡à â¨¬áï ª ãá«®¢¨î B1. �ãáâì bx ¨ by | ­¥ª®â®àë¥

¤®¯ãáâ¨¬ë¥ ®â­®á¨â¥«ì­® ä¨£ãà¨àãîé¨å ¢ íâ®¬ ãá«®¢¨¨ á¨áâ¥¬ ­¥à ¢¥­áâ¢ â®çª¨. �ç¥¢¨¤­®,
� > maxf�1; �2g ¬®¦­® ¢ë¡à âì ­ áâ®«ìª® ¡®«ìè¨¬, çâ®¡ë ¢ë¯®«­ï«¨áì ­¥à ¢¥­áâ¢  kbxik�m+i �
ri (i = 1; : : : ; n), kbyjk�j � Rj (j = 1; : : : ;m). �â® ®¡¥á¯¥ç¨â ­¨¦¥ ¢ë¯®«­¨¬®áâì ãá«®¢¨ï B3.

1� ª ï â®çª  áãé¥áâ¢ã¥â ¢ á¨«ã ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ ¬­®¦¥áâ¢ Pn, Qm, á¢®©áâ¢ ¢ë¯ãª«®áâ¨-¢®£­ãâ®áâ¨
äã­ªæ¨¨ �(p; q) ¨ ¥¥ ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨.
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�®ª ¦¥¬, çâ® ­ ©¤¥­­ë¥ â ª¨¬ ®¡à §®¬ ¯ à ¬¥âàë (16) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î ¤®ª §ë¢ -
¥¬®© â¥®à¥¬ë, â. ¥. çâ® ¢¥ªâ®àë p� = [p�1; : : : ; p

�
n] ¨ q� = [q�1 ; : : : ; q

�
m], áä®à¬¨à®¢ ­­ë¥ ¯® ¯à ¢¨«ã

p�i = (ci �B>
i y

�)+ (i = 1; : : : ; n); q�j = (Ajx
� � bj)+ (j = 1; : : : ;m)

­  ®á­®¢¥ ¯à®¨§¢®«ì­ëå à¥è¥­¨© x� ¨ y� § ¤ ç (6), (7), ®¡à §ãîâ á¥¤«®¢ãî â®çªã äã­ªæ¨¨ �(p; q)
®â­®á¨â¥«ì­® ®¡« áâ¨ Pn �Qm.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á® á«¥¤áâ¢¨¥¬ ¢¥ªâ®àë p�, q� ®¡à §ãîâ á¥¤«®¢ãî â®çªã äã­ª-
æ¨¨ FRr(p; q) ®â­®á¨â¥«ì­® ®¡« áâ¨ P0 �Q0, â. ¥.

FRr(p�; q) � FRr(p�; q�) � FRr(p; q�) 8p 2 P0 8q 2 Q0: (19)

�® ¯®áª®«ìªã ¢¬¥áâ¥ á â®çª ¬¨ [ep; eq] ¨ [p�; q�] â®çª¨ [ep; q�] ¨ [p�; eq] â ª¦¥ ï¢«ïîâáï á¥¤«®¢ë¬¨
¤«ï äã­ªæ¨¨ FRr(p; q), â®

p� 2 Argmin
�
�(p; eq) + �

nX
i=1

r0ikpikm+i : p 2 P0

�
;

q� 2 Argmin
�
� �(ep; q) + �

mX
j=1

R0jkqjkj : q 2 Q0

�
;

â. ¥. (á¬. á®®â­®è¥­¨ï (17), (18) ) p� 2 Pn, q� 2 Qm.
�«ï § ¢¥àè¥­¨ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®áâ ¥âáï § ¬¥â¨âì, çâ® ¢ á¨«ã ­¥à ¢¥­áâ¢ (19) â ª¦¥

FRr(p�; q) � FRr(p�; q�) � FRr(p; q�) 8p 2 Pn 8q 2 Qm;

¯à¨ç¥¬ áã¬¬ë
nP
i=1

r0i kpikm+i ¨
mP
j=1

R0j kqjkj , ª®â®àë¥ ¢å®¤ïâ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ äã­ªæ¨¨ F
Rr(p; q), ¯®-

áâ®ï­­ë ­  ¬­®¦¥áâ¢ å Pn ¨ Qm á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �¤ «ïï ¨å ¨§ ¢á¥å ç áâ¥© ¯®á«¥¤­¥£® ­¥à ¢¥­-
áâ¢ , ¯®«ãç ¥¬ ¨áª®¬®¥

�(p�; q) � �(p�; q�) � �(p; q�) 8p 2 Pn 8q 2 Qm: �

�®ª § ­­ ï â¥®à¥¬  ¯®«­®áâìî à áªàë¢ ¥â  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ë¥ á¢®©áâ¢  áå¥¬ (6), (7) ä®à-
¬¨à®¢ ­¨ï ¤¢®©áâ¢¥­­®áâ¨ ¤«ï ­¥á®¡áâ¢¥­­ëå § ¤ ç ��.
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