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ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ ТРЕХМЕРНОГО
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С СИЛЬНЫМ ВЫРОЖДЕНИЕМ

Аннотация. В трехмерном евклидовом пространстве рассматривается эллиптическое уравне-
ние с сильным вырождением. Выводятся первая и вторая формулы Грина. Построено фун-
даментальное решение исследуемого уравнения и получено интегральное представление его
решения.

Ключевые слова: вырождающееся эллиптическое уравнение, фундаментальное решение, ин-
тегральное представление решения.
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Фундаментальные результаты для вырождающихся эллиптических уравнений второго
порядка принадлежат М.В.Келдышу [1]. Полученные им результаты затем развивались и
обобщались О.А.Олейник [2]. Обобщенные решения вырождающихся эллиптических урав-
нений второго порядка впервые были рассмотрены в работе С.Г.Михлина [3]. Исследование
вырождающихся уравнений было продолжено в работах К.Б.Сабитова [4]–[6]. Построени-
ем фундаментальных решений для некоторых вырождающихся эллиптических уравнений,
а также исследованием краевых задач для этих уравнений занимались Ф.Г.Мухлисов [7],
А.Ш.Хисматуллин [8], [9], А.М.Нигмедзянова [10], Э.В.Чеботарева [11] и др. Особенностью
данной работы является то, что в трехмерном евклидовом пространстве строится фунда-
ментальное решение эллиптического уравнения с сильным вырождением. После опреде-
ленной замены переменных изучаемое уравнение приводится к уравнению Гельмгольца, а
конечная область переходит в бесконечную.
Пусть E+

3 — полупространство x3 > 0 трехмерного евклидова пространства E3 точек
x = (x′, x3), x′ = (x1, x2), D — симметричная относительно плоскости x3 = 0 конечная
область в E3, ограниченная поверхностью Γ, D+ = E+

3 ∩ D, Γ+ = E+
3 ∩ Γ, D̃+ = D+ ∪ Γ+,

D+
e = E+

3 \ D̃+, D̃+
e = E+

3 \ D+.
В E+

3 рассмотрим уравнение

∆T u − λ2u = 0, (1)

где ∆T u = ∂2u
∂x2

1
+ ∂2u

∂x2
2

+ Tu, T = xα
3

∂
∂x3

(
xα

3
∂

∂x3

)
, α > 1, λ > 0 — некоторые постоянные. Будем

искать ограниченные при x3 → 0 решения уравнения (1).
С помощью замены переменных по формулам

ξ′ = x′, ξ3 =
x1−α

3

1 − α
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приводим уравнение (1) к уравнению Гельмгольца

∆̃Tu =
∂2u

∂ξ2
1

+
∂2u

∂ξ2
2

+
∂2u

∂ξ2
3

− λ2u = 0. (2)

При этом область D+ переходит в бесконечную область G, поверхность Γ+ — в бесконечную
поверхность Γ̃.
Ясно, что если u = ϕ(ξ1, ξ2, ξ3) — решение уравнения (2) в области G, то функция

u = ϕ
(
x′,

x1−α
3

1−α

)
будет решением уравнения (1) в области D+.

Решения уравнения (2) в виде функции, зависящей лишь от расстояния u = u(r), где
r =

√
ξ2
1 + ξ2

2 + ξ2
3 , находятся из уравнения

1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
− λ2u = 0. (3)

После преобразования оно принимает вид
∂2u

∂r2
+

2
r

∂u

∂r
− λ2u = 0

или, по-другому,
1
r

∂2

∂r2
(ru) − λ2u = 0. (4)

Домножая на r, приводим (4) к виду

∂2

∂r2
(ru) − λ2(ru) = 0. (5)

Выполнив в (5) замену ω = ru, получаем уравнение ω′′ − λ2ω = 0, общее решение которого
имеет вид ω(r) = C1e

λr + C2e
−λr, где λ > 0. Тогда общее решение уравнения (3) находится

по формуле

u(r) =
C1

r
eλr +

C2

r
e−λr = C1u1(r) + C2u2(r), (6)

здесь C1 и C2 — произвольные постоянные. Решение u1(r) экспоненциально возрастает при
r → ∞, при этом u2(r), напротив, экспоненциально стремится к нулю на бесконечности.
В связи с этим отметим, что решение u1(r) не имеет физического смысла, в то время как
u2(r) им обладает, и в терминах диффузии может пониматься как убывание концентрации
на бесконечности, вызываемое поглощением.
Поскольку ищем ограниченные решения уравнения (1) в области E+

3 , то будем искать
такие же решения и для уравнения (2). Для этого в (6) положим C1 = 0. Тогда в классе
ограниченных в области G решений уравнения (2) справедливо следующее поведение на
бесконечности:

u(ξ1, ξ2, ξ3) = O

(
1
r
e−λr

)
.

Вернемся к переменным x1, x2, x3.
Поскольку по условию α > 1, то 1 − α < 0. Введя обозначение 1 − α = −β, где β > 0,

получим ξ2
3 = β−2x−2β

3 . Заметим, что r2 = ξ2
1 + ξ2

2 + ξ2
3 = x2

1 + x2
2 + β−2x−2β

3 ≥ β−2x−2β
3 .

Тогда при x3 → 0 имеем оценку |u(x1, x2, x3)| ≤ A
reλr ≤ Aβxβ

3e
− λ

βx
β
3 , где A > 0 — некоторая

постоянная.
Таким образом, решение уравнения (1) в классе ограниченных в области E+

3 решений
экспоненциально стремится к нулю при x3 → 0.
Обозначим через C2

q (D+) множество функций u(x), удовлетворяющих условиям
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1) u ∈ C2(D+) ∩ C1(D+ ∪ Γ+) ∩ C(D+),
2) u = O(xq

3) при x3 → 0, q > 0.
Пусть u, v ∈ C2

q (D+). Тогда легко можно доказать, что имеют место формулы∫∫∫
D+

v∆T ux−α
3 dx +

∫∫∫
D+

[
∂v

∂x1

∂u

∂x1
+

∂v

∂x2

∂u

∂x2
+ x2α

3

∂v

∂x3

∂u

∂x3
+ λ2uv

]
x−α

3 dx =

=
∫∫
Γ+

vA[u]ξ−α
3 dΓ+, (7)

∫∫∫
D+

[v∆T u − u∆Tv]x−α
3 dx =

∫∫
Γ+

{vA[u] − uA[v]}ξ−α
3 dΓ+, (8)

где A[ ] = cos(n, ξ1) ∂
∂ξ1

+ cos(n, ξ2) ∂
∂ξ2

+ ξ2α
3 cos(n, ξ3) ∂

∂ξ3
— конормальная производная, n —

внешняя нормаль к поверхности Γ+. Формула (7) называется первой формулой Грина, (8)
— второй формулой Грина для оператора ∆T .
Если u = v и u — решение уравнения (1) в области D+, то из (7) имеем∫∫∫

D+

[(
∂u

∂x1

)2

+
(

∂u

∂x2

)2

+ x2α
3

(
∂u

∂x3

)2

+ λ2u2

]
x−α

3 dx =
∫∫
Γ+

uA[u]ξ−α
3 dΓ+.

Если u и v — решения уравнения (1), то∫∫
Γ+

{vA[u] − uA[v]} ξ−α
3 dΓ+ = 0.

Известно ([12], сс. 82, 83), что фундаментальное решение уравнения (2) с особенностью в
точке ξ0 имеет вид

ω(ξ, ξ0) =
1
4π

e−λrξξ0

rξξ0

,

где rξξ0 =
√

(ξ1 − ξ10)2 + (ξ2 − ξ20)2 + (ξ3 − ξ30)2.
Возвращаясь к старым переменным, получаем фундаментальное решение уравнения (1)

с особенностью в точке x0

ε(x, x0) =
1
4π

e−λρxx0

ρxx0

, (9)

где ρxx0 =
√

(x′ − x′
0)2 +

(x1−α
3

1−α − x1−α
30

1−α

)2.

Теорема. Для произвольного решения u(x) уравнения (2) из класса C2
q (D+) при x0 ∈ D+

имеет место интегральное представление

u(x0) =
∫∫
Γ+

(ε(ξ, x0)A[u] − uA[ε(ξ, x0)]) ξ−α
3 dΓ+, (10)

где ε(ξ, x0) = 1
4π

e
−λρξx0

ρξx0
— фундаментальное решение уравнения с особенностью в точке x0,

A[ ] = cos(n, ξ1) ∂
∂ξ1

+ cos(n, ξ2) ∂
∂ξ2

+ ξ2α
3 cos(n, ξ3) ∂

∂ξ3
— конормальная производная.
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Доказательство. Пусть u(x) ∈ C2
q (D+) — решение уравнения (1) в области D+. Зададим

в области D+ произвольную точку x0. Пусть Qx0ε — шар с центром в точке x0 и радиуса ε

такого, что Qx0ε ⊂ D+, Sx0ε — граница шара Qx0ε — сфера. Обозначим через D+
ε = D+ \

Qx0ε.
К функциям v = ε(x, x0) и u(x) применим вторую формулу Грина (8) для оператора ∆T

в области D+
ε . Имеем∫∫∫

D+
ε

(ε(x, x0)∆T u − u∆T ε(x, x0)) x−α
3 dx =

=
∫∫
Γ+

(ε(ξ, x0)A[u] − uA[ε(ξ, x0)]) ξ−α
3 dΓ++

+
∫∫
Sx0ε

(ε(ξ, x0)A[u] − uA[ε(ξ, x0)]) ξ−α
3 dSx0ε.

Учитывая, что в области D+
ε ∆T u − λ2u = 0 и ∆T ε(x, x0) − λ2ε(x, x0) = 0, получаем

0 =
∫∫
Γ+

(ε(ξ, x0)A[u] − uA[ε(ξ, x0)]) ξ−α
3 dΓ+ +

∫∫
Sx0ε

(ε(ξ, x0)A[u] − uA[ε(ξ, x0)]) ξ−α
3 dSx0ε

или∫∫
Γ+

(ε(ξ, x0)A[u] − uA[ε(ξ, x0)]) ξ−α
3 dΓ+ =

= −
∫∫
Sx0ε

(ε(ξ, x0)A[u] − uA[ε(ξ, x0)]) ξ−α
3 dSx0ε = −(J ′

ε + J ′′
ε ). (11)

Ясно, что J ′
ε → 0 при ε → 0. Вычислим предел интеграла

J ′′
ε = −

∫∫
Sx0ε

uA[ε(ξ, x0)]ξ−α
3 dSx0ε. (12)

Заменим в интеграле (12) ε(x, x0) на его значение из (9).

J ′′
ε = − 1

4π

∫∫
Sx0ε

uA

[
e−λρξx0

ρξx0

]
ξ−α
3 dSx0ε =

=
λ

4π

∫∫
Sx0ε

u
e−λρξx0

ρξx0

A[ρξx0
]ξ−α

3 dSx0ε +
1
4π

∫∫
Sx0ε

u
e−λρξx0

ρ2
ξx0

A[ρξx0
]ξ−α

3 dSx0ε = J ′′
1ε + J ′′

2ε.

Также ясно, что J ′′
1ε → 0 при ε → 0. Вычислим предел интеграла

J ′′
2ε =

1
4π

∫∫
Sx0ε

u
e−λρξx0

ρ2
ξx0

A[ρξx0
]ξ−α

3 dSx0ε
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при ε → 0, здесь

A[ρξx0
] =

(ξ1 − x10)2

ρξx0
rξx0

+
(ξ2 − x20)2

ρξx0
rξx0

+
ξα
3 (ξ3 − x30)2(

x30 + θ(ξ3 − x30)
)α ,

ρξx0
=

√
(ξ1 − x10)2 + (ξ2 − x20)2 +

(
x30 + θ(ξ3 − x30)

)−2α (ξ − x30)2,

где 0 < θ < 1. Таким образом,

J ′′
2ε =

1
4πε

∫∫
Sx0ε

u(ξ)
e
−λ

[
(ξ1−x10)2+(ξ2−x20)2+

(ξ3−x30)2

(x30+θ(ξ3−x30))2α

] 1
2

[
(ξ1 − x10)2 + (ξ2 − x20)2 +

(
x30 + θ(ξ3 − x30)

)−2α (ξ3 − x30)2
] 3

2

×

×
[
(ξ1 − x10)2 + (ξ2 − x20)2 +

ξα
3 (ξ3 − x30)2(

x30 + θ(ξ3 − x30)
)α

]
ξ−α
3 dSx0ε.

Если воспользоваться представлением сферы:

ξ1 = x10 + ε sin θ cos ϕ, ξ2 = x20 + ε sin θ sin ϕ,

ξ3 = x30 + ε cos θ, (0 � θ � π, 0 � ϕ � 2π),

то элемент поверхности сферы представится в виде dSx0ε = ε2 sin θ dϕdθ, а

J ′′
2ε =

1
4πε

2π∫
0

dϕ

π∫
0

u
e
−λ

[
ε2 sin2 θ+ ε2 cos2 θ

(x30+θε cos θ)2α

] 1
2

[
ε2 sin2 θ +

(
x30 + θε cos θ

)−2α
ε2 cos2 θ

]3
2

×

×
[
ε2 sin2 θ +

(x30 + ε cos θ)αε2 cos2 θ

(x30 + θε cos θ)α

]
(x30 + ε cos θ)−αε2 sin θ dθ =

=

π
2∫

0

u
e
−λε

[
sin2 θ+ cos2 θ

(x30+θε cos θ)2α

] 1
2 [

sin2 θ + (x30+ε cos θ)α cos2 θ

(x30+θε cos θ)α

]
[
sin2 θ +

(
x30 + θε cos θ

)−2α cos2 θ
]3

2

×

× (x30 + ε cos θ)−α sin θ dθ.

Переходя здесь к пределу при ε → 0, получаем

J ′′
2ε = u(x0)

π
2∫

0

x−α
30 sin θdθ[

sin2 θ + x−2α
30 cos2 θ

]3
2

= u(x0)

π
2∫

0

x−α
30 tg θ d tg θ[

tg2 θ + x−2α
30

] 3
2

=

= u(x0)

π
2∫

0

xα
30 tg θ d(xα

30 tg θ)

[1 + (xα
30 tg θ)2]

3
2

= u(x0)

∞∫
0

t dt

(1 + t2)
3
2

= −u(x0). (13)

Переходя в равенстве (11) к пределу при ε → 0, с учетом (13) получим интегральное
представление (10). �

Таким образом, доказали, что для функции u(x) ∈ C2
q (D+) при x0 ∈ D+ имеет место

интегральное представление (10).
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Полученное интегральное представление в дальнейшем может быть применено при ис-
следовании краевых задач типа Дирихле и Неймана для рассмотренного трехмерного эл-
липтического уравнения (1) с сильным вырождением.
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Integral representation of a solution to three-dimensional elliptic equation with strong
degeneration

Abstract. In a three-dimentional Euclidean space we consider an elliptic equation with strong
degeneration. We derive the first and the second Green formula. We also construct a fundamental
solution to the equation and obtain an integral representation of its solution.
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