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1. �¢¥¤¥­¨¥

�§¢¥áâ­®, çâ® ®àâ®£®­ «ì­ë¥ á¨áâ¥¬ë ¨ à §«®¦¥­¨ï ¯® ­¨¬ è¨à®ª® ¯à¨¬¥­ïîâáï ¢ ¬ â¥-
¬ â¨ª¥ ¨ ¥¥ ¯à¨«®¦¥­¨ïå, çâ® ®¡êïá­ï¥âáï àï¤®¬ § ¬¥ç â¥«ì­ëå á¢®©áâ¢ â ª¨å á¨áâ¥¬. � [1]
¨ [2] ¡ë«® ¤ ­® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¡®«¥¥ ®¡é¨å á¨áâ¥¬ à §«®¦¥­¨ï, ¯®¤®¡­ëå ®àâ®£®­ «ì­ë¬ (¡®«¥¥
ªà âª®, ®àâ®¯®¤®¡­ëå).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1.. �ãáâì H | £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ ¯®«¥¬ R ¨«¨ C ,   
 | ¯à®-
áâà ­áâ¢® á® áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­®© (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®© ¨«¨ ª®¬¯«¥ªá­®©) ¬¥à®© � ([3],
á. 109{116). �¨áâ¥¬ã fe!g!2
 � H ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì á¨áâ¥¬®© ¢ H á ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨§ 
.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.. �¨áâ¥¬ã fe!g!2
 ¢ H á ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨§ 
 ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ®àâ®¯®¤®¡­®©
(¯®¤®¡­®© ®àâ®£®­ «ì­®©) á¨áâ¥¬®© à §«®¦¥­¨ï ¢ H, ¥á«¨ «î¡®© í«¥¬¥­â y 2 H ¬®¦­® ¯à¥¤-
áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥

y =
Z



by!e! d�(!); (1)

£¤¥ by! = (y; e!), ¨­â¥£à « ¯®­¨¬ ¥âáï ª ª á®¡áâ¢¥­­ë© ¨«¨ ­¥á®¡áâ¢¥­­ë© ¨­â¥£à « �¥¡¥£  ®â
äã­ªæ¨¨ á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ H, ¯à¨ç¥¬ ¢ ¯®á«¥¤­¥¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥âáï â ª®¥ ¨áç¥à¯ë¢ ­¨¥ f
kg

1
k=1

¯à®áâà ­áâ¢  
 (¢á¥ 
k ¨§¬¥à¨¬ë, 
k � 
k+1 ¤«ï k 2 N ¨
S1
k=1 
k = 
), ¡ëâì ¬®¦¥â, § ¢¨áïé¥¥

®â y ¨ ­ §ë¢ ¥¬®¥ ¯®¤å®¤ïé¨¬ ¤«ï y, çâ® äã­ªæ¨ï by!e! ¨­â¥£à¨àã¥¬  ¯® �¥¡¥£ã ­  
k ¨

y =
Z



by!e! d�(!) = lim
k!1

(L)
Z

k

by!e! d�(!): (2)

�àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë¥ á¨áâ¥¬ë ï¢«ïîâáï ®àâ®¯®¤®¡­ë¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨ à §«®¦¥­¨ï ¢ § ¬ëª ­¨¨
á¢®¥© «¨­¥©­®© ®¡®«®çª¨; ¯à¨ íâ®¬ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ ! 2 
 �(!) � 1 ¨ ¤«ï áç¥â­ëå á¨áâ¥¬ ¢
ª ç¥áâ¢¥ 
 ¬®¦­® ¡à âì N | ¬­®¦¥áâ¢® ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥«. �«ï ®àâ®¯®¤®¡­ëå á¨áâ¥¬ à §«®-
¦¥­¨ï ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 1. ( ­ «®£ à ¢¥­áâ¢  � àá¥¢ «ï) ([2], [4], [5]). �á«¨ fe!g!2
 | ®àâ®¯®¤®¡­ ï
á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ H, â® ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  y 2 H

kyk2 =
Z


jby!j2 d�(!) = Z



j(y; e!)j2 d�(!);

£¤¥ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ ¨­â¥£à « ¯®­¨¬ ¥âáï ª ª á®¡áâ¢¥­­ë© ¨­â¥£à « �¥¡¥£ 
¨«¨ ª ª ­¥á®¡áâ¢¥­­ë© ¨­â¥£à « �¥¡¥£  ¯® ¯®¤å®¤ïé¥¬ã ¤«ï í«¥¬¥­â  y ¨áç¥à¯ë¢ ­¨î; ¤«ï
«î¡ëå í«¥¬¥­â®¢ y; z 2 H

(y; z) =
Z



by!bz! d�(!) = Z



(y; e!)(z; e!) d�(!);

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©
(£à ­â ò99-01-00354) ¨ ¯à®£à ¬¬ë ¯®¤¤¥à¦ª¨ ¢¥¤ãé¨å ­ ãç­ëå èª®« �� (£à ­â ò00-15-96143).
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£¤¥ â ª¦¥ ¨­â¥£à « ¯®­¨¬ ¥âáï ª ª á®¡áâ¢¥­­ë© ¨­â¥£à « �¥¡¥£  ¨«¨ ª ª ­¥á®¡áâ¢¥­­ë©
¨­â¥£à « �¥¡¥£  ¯® ¯®¤å®¤ïé¥¬ã ¤«ï y ¨«¨ z ¨áç¥à¯ë¢ ­¨î. �á«¨ ¬¥à  � ­¥®âà¨æ â¥«ì­ , â®
¢ ®¡®¨å á«ãç ïå ¨­â¥£à « ¬®¦¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª á®¡áâ¢¥­­ë© ¨­â¥£à « �¥¡¥£ .

�§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 1 ¢ë¢®¤¨âáï

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 2. [2] (® ¬­¨¬®© ç áâ¨ ¬¥àë). �á«¨ fe!g!2
 | ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §-
«®¦¥­¨ï ¢ H, â®

R



by!e! d Im�(!) = 0 ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  y 2 H, ¯®íâ®¬ã ¬­¨¬ãî ç áâì

¬¥àë � ¬®¦­® ®â¡à®á¨âì ¨ ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ áç¨â âì � ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®© ¬¥à®©.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.. �¨áâ¥¬ã í«¥¬¥­â®¢ fe!g!2
 ¨§ H á ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨§ 
 ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ­¥®-
âà¨æ â¥«ì­®© (á ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ¬¥à®©), ¥á«¨ 
 | ¯à®áâà ­áâ¢® á® áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­®© ­¥®-
âà¨æ â¥«ì­®© ¬¥à®© �.

�áî¤ã ­¨¦¥ äã­ªæ¨¨ ­  
 á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ R ¨«¨ C ¢á¥£¤  ¯à¨­¨¬ îâ §­ ç¥­¨ï ¢ â®¬ ¯®«¥,
­ ¤ ª®â®àë¬ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï H.

� á«ãç ¥ ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ¬¥àë � ¢¥à­ë á«¥¤ãîé¨¥ ¤®ª § ­­ë¥ ¢ [4] ¨ [5] ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 3. (®¡ íªáâà¥¬ «ì­®¬ á¢®©áâ¢¥ ª®íää¨æ¨¥­â®¢ à §«®¦¥­¨ï). �ãáâì fe!g!2

| ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬ ,   c(!) | äã­ªæ¨ï ­  
 á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ R ¨«¨
C ¨

y =
Z


c(!)e! d�(!); (3)

£¤¥ ¨­â¥£à « ¯®­¨¬ ¥âáï ª ª á®¡áâ¢¥­­ë© ¨«¨ ­¥á®¡áâ¢¥­­ë© ¨­â¥£à « �¥¡¥£  ®â äã­ªæ¨¨
á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ H, ¯à¨ç¥¬ ¢ ¯®á«¥¤­¥¬ á«ãç ¥ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ¨áç¥à¯ë¢ ­¨¥ f�kg

1
k=1 ¯à®-

áâà ­áâ¢  
 (¢á¥ �k ¨§¬¥à¨¬ë, �k � �k+1 ¤«ï k 2 N ¨
S1
k=1 �k = 
), çâ® äã­ªæ¨ï c(!)e!

¨­â¥£à¨àã¥¬  ¯® �¥¡¥£ã ­  �k ¨Z



c(!)e! d�(!) = lim
k!1

(L)
Z
�k

c(!)e! d�(!):

�®£¤  ¢ë¯®«­ï¥âáï á«¥¤ãîé¨©  ­ «®£ à ¢¥­áâ¢  � àá¥¢ «ï: ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  z 2 H

(y; z) =
Z



á(!)bz! d�(!) = Z



á(!)(z; e!) d�(!); (4)

£¤¥ ¨­â¥£à « â ª¦¥ ¯®­¨¬ ¥âáï ª ª á®¡áâ¢¥­­ë© ¨«¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ­¥á®¡áâ¢¥­­ë© ¨­-
â¥£à « �¥¡¥£  | ¯à¥¤¥« ¨­â¥£à «®¢ ¯® ¢ëè¥ãª § ­­®¬ã ¨áç¥à¯ë¢ ­¨î f�kg

1
k=1 ¯à®áâà ­áâ¢ 


. �á«¨
R



jc(!)j2 d�(!) < 1, â® ¢ «î¡®¬ á«ãç ¥ ¨­â¥£à « ¬®¦¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª á®¡-

áâ¢¥­­ë© ¨­â¥£à « �¥¡¥£ . �®« £ ï z = y, ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢® kyk2 =
R



c(!)by! d�(!), ¢ ª®â®à®¬

§ ¬¥­¨âì by! ­  c(!), ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥«ì§ï:

kyk2 6 (L)
Z



jc(!)j2 d�(!);

¯à¨ç¥¬ à ¢¥­áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® «¨èì ¢ á«ãç ¥ c(!) = by! ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  
.

� ¬¥ç ­¨¥. �«ï ¢ë¯®«­¥­¨ï â®«ìª®  ­ «®£  à ¢¥­áâ¢  � àá¥¢ «ï (4) ­¥®âà¨æ â¥«ì­®áâì
¬¥àë � ­¥ ­ã¦­ .

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 4. ( ­ «®£ â¥®à¥¬ë �¨áá {�¨è¥à ). �ãáâì c(!)|äã­ªæ¨ï ­  
 á® §­ ç¥­¨-
ï¬¨ ¢ R ¨«¨ C ¨

R

 jc(!)j

2 d�(!) <1. �ãáâì f�kg
1
k=1 | â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¨§¬¥à¨¬ëå

¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 
, çâ® lim k!1�k = 
 ([3], á. 41) ¨ äã­ªæ¨ï c(!)e! ¨­â¥£à¨àã¥¬  ¯® �¥¡¥£ã ­ 
�k. �®£¤  ¢ H áãé¥áâ¢ã¥â

lim
k!1

(L)
Z
�k

c(!)e! d�(!):
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�â¢¥à¦¤¥­¨¥ 5. (®æ¥­ª  â®ç­®áâ¨ ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï). �ãáâì c(!) | äã­ªæ¨ï ­  
 á® §­ ç¥-
­¨ï¬¨ ¢ R ¨«¨ C ¨

R



jc(!)j2 d�(!) < 1, E | ¨§¬¥à¨¬®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® 
. �®£¤  ¯à¨ ãá«®¢¨¨

¨§¬¥à¨¬®áâ¨ äã­ªæ¨¨ c(!)e! ­  
 áãé¥áâ¢ãîâ á®¡áâ¢¥­­ë¥ ¨«¨ ­¥á®¡áâ¢¥­­ë¥ ¨­â¥£à «ë
�¥¡¥£  ®â äã­ªæ¨¨ c(!)e! ¯® 
 ¨ ¯® E ¨





Z



c(!)e! d�(!)�
Z
E

c(!)e! d�(!)





2

6

Z

nE

jc(!)j2 d�(!):

� ¬¥ç ­¨¥. �á«¨ ¯à¨ ãá«®¢¨ïå ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 5
R



c(!)e! d�(!) ®¡®§­ ç¨âì ç¥à¥§ y, â® ®æ¥­ª 

â®ç­®áâ¨ ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï ¡ã¤¥â ¢ë£«ï¤¥âì ª ª



y �
Z
E

c(!)e! d�(!)





2

6

Z

nE

jc(!)j2 d�(!):

� ç áâ­®áâ¨, ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  y 2 H ¨ «î¡®£® ¨§¬¥à¨¬®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  E ¨§ 
 áãé¥áâ¢ã¥â
á®¡áâ¢¥­­ë© ¨«¨ ­¥á®¡áâ¢¥­­ë© ¨­â¥£à « �¥¡¥£ 

R
E

by!e! d�(!) ¨




y �

Z
E

by!e! d�(!)





2

6

Z

nE

jby!j2 d�(!):
�â® § ¬¥ç ­¨¥ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 4 ¨ à ¢¥­áâ¢  (1). �®á«¥¤­¨¥ ®æ¥­-

ª¨ ï¢«ïîâáï  ­ «®£ ¬¨ ¨§¢¥áâ­®© ¢ â¥®à¨¨ àï¤®¢ �ãàì¥ ®æ¥­ª¨ â®ç­®áâ¨ ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï | â®-
¦¤¥áâ¢  �¥áá¥«ï.

�¯ã¡«¨ª®¢ ­­ë¥ [2], [4], [5] ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® á¨áâ¥¬ë à §«®¦¥­¨ï, ¯®¤®¡­ë¥
®àâ®£®­ «ì­ë¬, ®¡« ¤ îâ ¯®çâ¨ ¢á¥¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ®àâ®£®­ «ì­ëå á¨áâ¥¬. � á«ãç ¥, ª®£¤  H
| ¯à®áâà ­áâ¢® �¥¡¥£  L2, ®­¨ ®¡« ¤ îâ ¬­®£¨¬¨ § ¬¥ç â¥«ì­ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨ ®àâ®£®­ «ì­ëå
á¨áâ¥¬ äã­ªæ¨©. �¤­ ª® § ¤ îé ï ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ �ãàì¥ á¨áâ¥¬  fexp(2�i!x)g!2R, ®¯à¥¤¥«ï-
îé ï ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ �¨«ì¡¥àâ  á¨áâ¥¬ 

�
1

�(!�x)

	
!2R

¨ ­¥ª®â®àë¥ á¨áâ¥¬ë à §«®¦¥­¨ï ¨§ [6] ­¥
ï¢«ïîâáï á¨áâ¥¬ ¬¨ à §«®¦¥­¨ï, ¯®¤®¡­ë¬¨ ®àâ®£®­ «ì­ë¬, å®âï ®¡« ¤ îâ ¬­®£¨¬¨ á¢®©áâ¢ -
¬¨ ®àâ®£®­ «ì­ëå á¨áâ¥¬. �®íâ®¬ã ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ï¢«ï¥âáï ¢¢¥¤¥­¨¥ ¨ ¨§ãç¥­¨¥ ¡®«¥¥ ®¡é¥£®
¯®­ïâ¨ï | ®¡®¡é¥­­®© á¨áâ¥¬ë à §«®¦¥­¨ï, ¯®¤®¡­®© ®àâ®£®­ «ì­®©.

2. �¡®¡é¥­­ë¥ ®àâ®¯®¤®¡­ë¥ á¨áâ¥¬ë à §«®¦¥­¨ï

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4.. �ãáâì H | £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ­ ¤ ¯®«¥¬ R ¨«¨ C ,   
 | ¯à®-
áâà ­áâ¢® á® áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­®© (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®© ¨«¨ ª®¬¯«¥ªá­®©) ¬¥à®© �.
�ãáâì fHng

1
n=1 | á¨áâ¥¬  § ¬ª­ãâëå à áè¨àïîé¨åáï (Hn � Hn+1 ¤«ï n 2 N) ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢

¢ H, ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ª®â®àëå ¢áî¤ã ¯«®â­® ¢ H,   fe!g!2
 | â ª ï á¨áâ¥¬ , ª ¦¤ë© í«¥¬¥­â
ª®â®à®© e

! ï¢«ï¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî fe!ng
1
n=1 í«¥¬¥­â®¢ H ¨ e!n | ®àâ®£®­ «ì­ ï ¯à®¥ª-

æ¨ï e!n+1 ­  Hn. �®£¤  á¨áâ¥¬ã fe!g!2
 ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ®¡®¡é¥­­®© á¨áâ¥¬®© ¢ H (á á¨áâ¥¬®©
¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ fHng

1
n=1 ¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨§ 
).

�§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡ëå m;n 2 N, m > n, ¨ «î¡ëå ! 2 
 í«¥¬¥­â e!n |
®àâ®£®­ «ì­ ï ¯à®¥ªæ¨ï e!m ­  Hn.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 5.. �¡®¡é¥­­ ï á¨áâ¥¬  fe!g!2
 ¡ã¤¥â ­ §ë¢ âìáï ®¡®¡é¥­­®© ®àâ®¯®¤®¡­®©
(¯®¤®¡­®© ®àâ®£®­ «ì­®©) á¨áâ¥¬®© à §«®¦¥­¨ï ¢ H, ¥á«¨ «î¡®© í«¥¬¥­â y 2 Hn ¯à¥¤áâ ¢«ï-
¥âáï ¢ ¢¨¤¥

y =
Z



byn!e!n d�(!); (5)

£¤¥ byn! = (y; e!n), ¨­â¥£à « ¯®­¨¬ ¥âáï ª ª á®¡áâ¢¥­­ë© ¨«¨ ­¥á®¡áâ¢¥­­ë© ¨­â¥£à « �¥¡¥£  ®â
äã­ªæ¨¨ á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ H (â®ç­® â ª ¦¥, ª ª ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ 2).

35



�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 6.. �¡®¡é¥­­ãî á¨áâ¥¬ã fe!g!2
 ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© (á ­¥®-
âà¨æ â¥«ì­®© ¬¥à®©), ¥á«¨ 
 | ¯à®áâà ­áâ¢® á® áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­®© ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ¬¥à®© �.

� ¬¥ç ­¨¥ 1. (®¡ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¨). �á¯®«ì§ã¥¬®¥ ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨ïå 2 ¨ 4 ¯®­ïâ¨¥ ¨­â¥£à « 
ï¢«ï¥âáï, ¯® ¬­¥­¨î  ¢â®à , ­ ¨¡®«¥¥ ¯à¨£®¤­ë¬ ¤«ï ¨§« £ ¥¬®© ¤ «¥¥ â¥®à¨¨, å®âï ¯®¯ëâª¨
¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¤àã£¨å ¨­â¥£à «®¢ â ª¦¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ¨­â¥à¥á­ë.

� ¬¥ç ­¨¥ 2. (® ç¨á«®¢®¬ ¬­®¦¨â¥«¥). � §ã¬¥¥âáï, ¢ ¨­â¥£à «ë ¢ ä®à¬ã« å (1){(5) ¬®¦­®
¤®¡ ¢¨âì ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®§­ ç­ë© ¨«¨ ª®¬¯«¥ªá­®§­ ç­ë© ¬­®¦¨â¥«ì a(!), ­® ®â ­¥£® «¥£ª® ¨§-
¡ ¢¨âìáï ¯¥à¥å®¤®¬ ª á¨áâ¥¬¥ fs!g = f

p
ja(!)je!g ¨ ¬¥à¥ �(E) = (L)

R
E

a(!)
ja(!)j

d�(!) (§¤¥áì áç¨â ¥¬

0
0
= 0),

(L)
Z

(k)

a(!)(y; e!n)e
!
n d�(!) = (L)

Z

(k)

(y; s!n)s
!
n d�(!);

£¤¥ 
(k) | 
 ¨«¨ 
k ([3], á. 198). �ãé¥áâ¢ãîâ ¨ ¤àã£¨¥ ¯¥à¥å®¤ë, â ª¦¥ ¨§¡ ¢«ïîé¨¥ ®â ¬­®-
¦¨â¥«ï a(!).

� ¬¥ç ­¨¥ 3. (®¡ ®àâ®¯®¤®¡­ëå á¨áâ¥¬ å). �á«¨ ¢ ®¡®¡é¥­­®© ®àâ®¯®¤®¡­®© á¨áâ¥¬¥ à §-
«®¦¥­¨ï ¢á¥ í«¥¬¥­âë e! � fe!ng

1
n=1 ¯®áâ®ï­­ë¥ (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢á¥ Hn = H), â® ¯®«ãç ¥âáï

®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®àâ®¯®¤®¡­®© á¨áâ¥¬ë à §«®¦¥­¨ï, ¢ ç áâ­®áâ¨, ®å¢ âë¢ îé¥¥ ¯®«­ë¥ ®àâ®­®à-
¬¨à®¢ ­­ë¥ á¨áâ¥¬ë.

� ¬¥ç ­¨¥ 4. (® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¨ �ãàì¥). �á«¨ ¢§ïâì H = L2(R), 
 = R c � | ®¡ëç­®© ¬¥-
à®© �¥¡¥£ , Hn = ff 2 L2(R) : f � 0 ­  R n [�n; n]g, e!n(x) = exp(2�i!x)�[�n;n](x), £¤¥ �[�n;n](x) |
å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï ®âà¥§ª  [�n; n], â® ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®¡®¡é¥­­®© ®àâ®¯®¤®¡­®© ­¥®âà¨æ -
â¥«ì­®© á¨áâ¥¬ë ¯®«ãç¨âáï á¨áâ¥¬  äã­ªæ¨© fexp(2�i!x)g!2R, ®¯à¥¤¥«ïîé ï ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥
�ãàì¥ F(f)(!) � bf(!) = R

R

exp(�2�i!x)f(x) dx.

� ¬¥ç ­¨¥ 5. (® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¨ �¨«ì¡¥àâ ). �á«¨ ¢§ïâì H = L2(R), 
 = R c � | ®¡ëç­®©
¬¥à®© �¥¡¥£ , Hn = ff 2 L2(R) : F(f) � 0 ­  R n [�n; n]g,

e!n(x) = F(�i exp(2�i!t) sign t �[�n;n](t))(x) =
1� cos 2�n(! � x)

�(! � x)
;

â® ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®¡®¡é¥­­®© ®àâ®¯®¤®¡­®© ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© á¨áâ¥¬ë ¯®«ãç¨âáï á¨áâ¥¬  äã­ª-
æ¨©

�
1

�(!�x)

	
!2R

, ®¯à¥¤¥«ïîé ï ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ �¨«ì¡¥àâ  H(f)(!) � ef(!) = v.p.
R
R

f(x)

�(!�x)
dx �

lim
"!+0

R
jx�!j>"

f(x)

�(!�x)
dx ([7], á. 243).

�§ ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ®¯à¥¤¥«¥­¨© 1 ¨ 2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£® n 2 N á¨áâ¥¬  fe!ng!2
 ï¢«ï¥âáï
®àâ®¯®¤®¡­®© á¨áâ¥¬®© à §«®¦¥­¨ï ¢ Hn, ­¥®âà¨æ â¥«ì­®©, ¥á«¨ ®¡®¡é¥­­ ï á¨áâ¥¬  à §«®¦¥-
­¨ï fe!g!2
 ­¥®âà¨æ â¥«ì­ .

� áá¬ âà¨¢ ï ®¡®¡é¥­­ë¥ á¨áâ¥¬ë à §«®¦¥­¨ï, ¯®¤®¡­ë¥ ®àâ®£®­ «ì­ë¬, ¡ã¤¥¬ ¢ ¤ «ì-
­¥©è¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ Pn ®¯¥à â®à ®àâ®£®­ «ì­®£® ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ¨§ H ¢ Hn. �§¢¥áâ­® ([8],
á. 139{145), çâ® ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  y 2 H í«¥¬¥­â Pn(y) ï¢«ï¥âáï ¡«¨¦ ©è¨¬ ª y í«¥¬¥­â®¬
Hn. � ª ª ª ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ 4 § ¬ëª ­¨¥

S1
n=1Hn à ¢­® H, â® ¤«ï «î¡®£® y 2 H ¢¥à­®, çâ®

y = lim
n!1

Pn(y).

�¥®à¥¬  1.. �á«¨ fe!g!2
 | ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï á¨áâ¥¬  à §-
«®¦¥­¨ï ¢ H, â® ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  y 2 H áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï á â®ç­®áâìî ¤®
íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ (á®¢¯ ¤¥­¨ï ¯®çâ¨ ¢áî¤ã) äã­ªæ¨ï by! ­  
 â ª ï, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
äã­ªæ¨© byn! = (y; e!n) áå®¤¨âáï ª ­¥© ¢ á¬ëá«¥

lim
n!1

Z


jby! � byn!j2 d�(!) = 0:
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�ë¯®«­ï¥âáï  ­ «®£ à ¢¥­áâ¢  � àá¥¢ «ï{�« ­è¥à¥«ï: ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  y 2 H

kyk2 = (L)
Z



jby!j2 d�(!);
¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥­â®¢ y; z 2 H

(y; z) = (L)
Z



by!bz! d�(!);
£¤¥ (L) ¯¥à¥¤ §­ ª®¬ ¨­â¥£à «  ®§­ ç ¥â, çâ® ¨­â¥£à « ¯®­¨¬ ¥âáï ª ª á®¡áâ¢¥­­ë© ¨­â¥-
£à « �¥¡¥£ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �«ï «î¡ëå n;m 2 N, n > m, ¢ á¨«ã  ­ «®£  à ¢¥­áâ¢  � àá¥¢ «ï ¤«ï
á¨áâ¥¬ à §«®¦¥­¨ï, ¯®¤®¡­ëå ®àâ®£®­ «ì­ë¬ ([2] ¨«¨ [4], ¨«¨ [5]),

kPn(y)� Pm(y)k2 = (L)
Z



j(Pn(y); e!n)� (Pm(y); e!n)j
2 d�(!) =

= (L)
Z


j(y; e!n)� (Pm(y); e

!
m)j

2 d�(!) = (L)
Z


jbyn! � bym! j2 d�(!):

� ª ª ª § ¬ëª ­¨¥
S1
n=1Hn á®¢¯ ¤ ¥â á H, â® Pn(y) ���!

n!1
y. �®íâ®¬ã ¤«ï «î¡®£® " > 0

­ ©¤¥âáï â ª®¥ ­ âãà «ì­®¥ N , çâ® ¤«ï «î¡ëå n;m > N

(L)
Z



jbyn! � bym! j2 d�(!) < ": (6)

�ë¡¥à¥¬ â ªãî áâà®£® ¢®§à áâ îéãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« fnkg, çâ®
(L)

R



jbynk+1
! � bynk! j2 d�(!) < 8�k, k 2 N. �®£¤  �f! 2 
 : jbynk+1

! � bynk! j > 2�kg < 2�k ¨, §­ ç¨â,

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì bynk! áå®¤¨âáï ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  
 ª äã­ªæ¨¨, ª®â®àãî ®¡®§­ ç¨¬ by!. �¥®âà¨-
æ â¥«ì­ë¥ ¨­â¥£à¨àã¥¬ë¥ ¯® �¥¡¥£ã äã­ªæ¨¨ jbyn! � bym! j2 ¯à¨ n ! 1 áå®¤ïâáï ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­ 

 ª äã­ªæ¨¨ jby! � bym! j2. �®«ì§ãïáì «¥¬¬®© � âã ([3], á. 170), ¨§ (6) ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¯à¨ m > n
¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢® (L)

R



jby! � byn!j2 d�(!) < ". �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

lim
m!1

Z



jby! � bym! j2 d�(!) = 0:

�®  ­ «®£ã à ¢¥­áâ¢  � àá¥¢ «ï ¤«ï á¨áâ¥¬ à §«®¦¥­¨ï, ¯®¤®¡­ëå ®àâ®£®­ «ì­ë¬, ¤«ï «î¡ëå
í«¥¬¥­â®¢ y; z 2 H ¨ m 2 N

(Pm(y); Pm(z)) (L)
Z



bym! bzm! d�(!)??ym!1

??ym!1

(y; z) (L)
Z



by!bz! d�(!)
¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥­â®¢ y; z 2 H ¢ë¯®«­ï¥âáï  ­ «®£ à ¢¥­áâ¢  � àá¥¢ «ï{
�« ­è¥à¥«ï

(y; z) = (L)
Z



by!bz! d�(!): �

�®ª § ­­ë©  ­ «®£ à ¢¥­áâ¢  � àá¥¢ «ï{�« ­è¥à¥«ï áãé¥áâ¢¥­­® ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¢ ­¨¦¥-
á«¥¤ãîé¨å à¥§ã«ìâ â å.

�¥®à¥¬  2.. �ãáâì fe!g!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §-
«®¦¥­¨ï ¢ H,   c(!) | äã­ªæ¨ï á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ R ¨«¨ ¢ C , jc(!)j2 ¨­â¥£à¨àã¥¬  ¯® �¥¡¥£ã
­  
 ¨

y = lim
n!1

Z


c(!)e!n d�(!);
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£¤¥ ¨­â¥£à «ë ¯®­¨¬ îâáï ª ª á®¡áâ¢¥­­ë¥ ¨«¨ ­¥á®¡áâ¢¥­­ë¥ ¨­â¥£à «ë �¥¡¥£  ®â äã­ªæ¨¨
á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ H. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® z 2 H

(y; z) = (L)
Z



c(!)bz! d�(!):
�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ ¢â®à®¬

 à£ã¬¥­â¥ ­¥¯à¥àë¢­ë¬ «¨­¥©­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ®â ¯¥à¢®£®  à£ã¬¥­â , â® á®£« á­® ([3], á. 128)

(y; z) = lim
n!1

Z



c(!)(e!n ; z) d�(!):

� ª ª ª ¤«ï «î¡®£® " > 0 ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢® jc(!)(e!n ; z) � c(!)bz!j 6 1
2
("2jc(!)j2 +

"�2j(e!n ; z) � bz!j2), â® ¨§ â¥®à¥¬ë 1 á«¥¤ã¥â, çâ®

(y; z) =
Z


c(!)bz! d�(!): �

�«¥¤áâ¢¨¥ (®¡ íªáâà¥¬ «ì­®¬ á¢®©áâ¢¥ ª®íää¨æ¨¥­â®¢ à §«®¦¥­¨ï). �à¨ ãá«®¢¨¨ â¥®à¥-
¬ë 2

kyk2 6 (L)
Z



jc(!)j2 d�(!);

¯à¨ç¥¬ à ¢¥­áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  c(!) = by! ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  
.
�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¯®« £ ï ¢ â¥®à¥¬¥ 2 z = y, ¨¬¥¥¬ kyk2 = (L)

R



c(!)by! d�(!). �á¯®«ì§ãï
­¥à ¢¥­áâ¢® jc(!)by!j 6 1

2
(jc(!)j2+ jby!j2) ¨ â¥®à¥¬ã 1, ¯®«ãç ¥¬ kyk2 6 1

2
(L)

R



jc(!)j2 d�(!)+ 1
2
kyk2,

¯à¨ç¥¬ à ¢¥­áâ¢® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  
 ¢ë¯®«­ïîâáï
à ¢¥­áâ¢® jc(!)j = jby!j ¨ c(!)by! > 0, â. ¥. â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  c(!) = by! ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ­  
.

�¥¬¬  1.. �ãáâì ¢ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ H ¨¬¥¥âáï á¨áâ¥¬  § ¬ª­ãâëå ¯®¤¯à®-
áâà ­áâ¢ fHng

1
n=1, H1 � H2 � H3 � � � � , § ¬ëª ­¨¥

S1
n=1Hn á®¢¯ ¤ ¥â á H, ¨ Pn | ®¯¥à â®à

®àâ®£®­ «ì­®£® ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ¨§ H ¢ Hn. �á«¨ yn | â ª ï ®£à ­¨ç¥­­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâì ¢ H, çâ® ¯à¨ n < m yn = Pn(ym), â® yn | áå®¤ïé ïáï ¢ H ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì á
¯à¥¤¥«®¬ y ¨ yn = Pn(y) ¤«ï ¢á¥å n 2 N.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¨m < n kymk = kPm(yn)k 6 kynk, §­ ç¨â, kykk| ®£à ­¨ç¥­­ ï ­¥ã¡ë-
¢ îé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì, ¯ãáâì s | ¥¥ ¯à¥¤¥«. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ " > 0 ¨ ­ ©¤¥¬ â ª®¥
N , çâ® ¯à¨ k > N kykk2 > s2 � "2. �®£¤  ¯à¨ n > m > N ¨¬¥¥¬ kyn � ymk2 = kyn � Pm(yn)k2 =
kynk2 � kymk2 < "2. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì yk äã­¤ ¬¥­â «ì­  ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, áå®¤¨âáï. �à¨
n < m ¨¬¥¥¬ à ¢¥­áâ¢® yn = Pn(ym). �à¨ m!1 ¢ á¨«ã ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ®¯¥à â®à  ®àâ®£®­ «ì-
­®£® ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ¯®«ãç ¥¬ yn = Pn(y) ¤«ï ¢á¥å n 2 N.

�¥®à¥¬  3.. �ãáâì fe!g!2
 | ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï á¨áâ¥¬  à §-
«®¦¥­¨ï ¢ H, â®£¤  ¤«ï «î¡®£® y 2 H ¢¥à­® à ¢¥­áâ¢®

y = lim
n!1

Z



byn!e!n d�(!): (7)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª (y; e!n) = (Pn(y); en!), ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î 5 Pn(y) =
R



byn!e!n d�(!),   ¯®
«¥¬¬¥ 1 y = lim

n!1
Pn(y), â® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë ¢¥à­®.

�¥®à¥¬  4.. �ãáâì fe!g!2
 | ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï á¨áâ¥¬  à §-
«®¦¥­¨ï ¢ H, c(!) | äã­ªæ¨ï á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ R ¨«¨ C , jc(!)j2 ¨­â¥£à¨àã¥¬  ¯® �¥¡¥£ã ­ 

, ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® n 2 N f�n

kg
1
k=1 | â ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¨§¬¥à¨¬ëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ 
,

38



çâ® ¥e ­¨¦­¨© ¯à¥¤¥« ([3], á. 141) lim
k!1

�n
k = 
 ¨ äã­ªæ¨ï c(!)e!n ¨­â¥£à¨àã¥¬  ¯® �¥¡¥£ã ­  �n

k .

�®£¤  ¢ H áãé¥áâ¢ã¥â

lim
n!1

lim
k!1

(L)
Z
�k

c(!)e!n d�(!): (8)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® â¥®à¥¬¥ 3 ¨§ [4] ¤«ï ª ¦¤®£® n 2 N áãé¥áâ¢ã¥â yn = (L)
R
�n
k

c(!)e!n d�(!).

� ª ª ª ¯à¨m 6 n ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® Pm(yn) = (L)
R
�n
k

c(!)Pm(e!n) d�(!) = (L)
R
�n
k

c(!)e!m d�(!)

([3], á.128),   ¯® â¥®à¥¬¥ 2 ¨§ [4] ¤«ï «î¡®£® n 2 N kynk2 6
R



jc(!)j2 d�(!) < 1, â® ¯® «¥¬¬¥ 1

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì yn áå®¤¨âáï.

�®ª § ­­ ï â¥®à¥¬  ï¢«ï¥âáï  ­ «®£®¬ ¨§¢¥áâ­®© ¤«ï ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ëå á¨áâ¥¬ â¥®à¥¬ë
�¨áá {�¨è¥à  ([3], á. 414).

�«¥¤áâ¢¨¥ 1.. �á«¨ fe!g!2
 | ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï á¨áâ¥¬  à §«®-
¦¥­¨ï ¢ H, â® ¤«ï «î¡®£® y 2 H ¢¥à­® à ¢¥­áâ¢®

y = lim
n!1

Z



by!e!n d�(!): (9)

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, Pn(y) =
R



byn!e!n d�(!), á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯® â¥®à¥¬¥ 1




Pn(y)�

Z



by!e!n d�(!)





2

=
Z



jbyn! � by!j2 d�(!) ���!
n!1

0

¨ ¯® â¥®à¥¬¥ 3 á«¥¤áâ¢¨¥ ¢¥à­®.

� ¬¥ç ­¨¥. �á«¨ ¢ ä®à¬ã«¥ (7) à áá¬ âà¨¢ âì ¢­ãâà¥­­¨© ¯à¥¤¥« ª ª ­¥á®¡áâ¢¥­­ë© ¨­â¥-
£à « �¥¡¥£ , â® ¯à¨ ãá«®¢¨¨ â¥®à¥¬ë 3 ¢ H áãé¥áâ¢ã¥â lim

n!1

R



c(!)e!n d�(!), ª®â®àë© ¥áâ¥áâ¢¥­­®

®¡®§­ ç¨âì ª®à®ç¥.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 7.. �ã¤¥¬ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ limn!1

R

 c(!)e

!
n d�(!), ¢ ª®â®à®¬ ¨­â¥£à « ¯®­¨¬ -

¥âáï ª ª ­¥á®¡áâ¢¥­­ë© ¨­â¥£à « �¥¡¥£ , ®¡®§­ ç âìZ


c(!)e! d�(!)

¨ ­ §ë¢ âì ¨­â¥£à «®¬ ®â ®¡®¡é¥­­®© ®àâ®¯®¤®¡­®© ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© á¨áâ¥¬ë à §«®¦¥­¨ï
fe!g!2
 á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ c(!). �¥¬ á ¬ë¬ á¬®¦¥¬ ª®à®ç¥ § ¯¨áë¢ âì à ¢¥­áâ¢  (7){(9).

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. (®æ¥­ª  â®ç­®áâ¨ ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï). �ãáâì c(!) | äã­ªæ¨ï á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ R

¨«¨ C , jc(!)j2 ¨­â¥£à¨àã¥¬  ¯® �¥¡¥£ã ­  
, äã­ªæ¨ï c(!)e! ¨§¬¥à¨¬  ­  
 ¨ E | ¨§¬¥à¨¬®¥
¯®¤¬­®¦¥áâ¢® 
. �®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ á®¡áâ¢¥­­ë¥ ¨«¨ ­¥á®¡áâ¢¥­­­ë¥ (ª ª ¢ ¯à¨¬¥ç ­¨¨ ¢ëè¥)
¨­â¥£à «ë �¥¡¥£  ®â äã­ªæ¨¨ c(!)e! ¯® 
 ¨ ¯® E ¨





Z



c(!)e! d�(!)�
Z
E

c(!)e! d�(!)





2

6

Z

nE

jc(!)j2 d�(!):

� ¬¥ç ­¨¥. �á«¨ ¯à¨ ãá«®¢¨ïå á«¥¤áâ¢¨ï
R



c(!)e! d�(!) ®¡®§­ ç¨âì ç¥à¥§ y, â® ®æ¥­ª  â®ç-

­®áâ¨ ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï ¡ã¤¥â ¢ë£«ï¤¥âì ª ª



y �
Z
E

c(!)e!d�(!)





2

6

Z

nE

jc(!)j2d�(!):
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� ç áâ­®áâ¨, ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  y 2 H ¨ «î¡®£® E | ¨§¬¥à¨¬®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  




y �
Z
E

by!e! d�(!)





2

6

Z

nE

jby!j2 d�(!):
�â® § ¬¥ç ­¨¥ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï 4 ¨ à ¢¥­áâ¢  (1). �®á«¥¤­¨¥ ®æ¥­-

ª¨ ï¢«ïîâáï  ­ «®£ ¬¨ ¨§¢¥áâ­®© ¢ â¥®à¨¨ àï¤®¢ �ãàì¥ ®æ¥­ª¨ â®ç­®áâ¨ ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï | â®-
¦¤¥áâ¢  �¥áá¥«ï.

3. �®¯à®áë ¨§¬¥à¨¬®áâ¨ ®àâ®¯®¤®¡­ëå á¨áâ¥¬.
�à®áâà ­áâ¢® ª®íää¨æ¨¥­â®¢ à §«®¦¥­¨©

� àï¤¥ ¬¥áâ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¯ à £à ä   ¢â®à ä ªâ¨ç¥áª¨ ¯®¢â®àï¥â ¨§¢¥áâ­ë¥ ¢ â¥®à¨¨ ¯à®-
áâà ­áâ¢ �¥¡¥£  Lp ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨ à ááã¦¤¥­¨ï, â. ª. ¯àï¬ ï ááë«ª  ­¥¤®¯ãáâ¨¬  ¨§-§  ¢®§-
¬®¦­®© ­¥¨§¬¥à¨¬®áâ¨ äã­ªæ¨© byn! = (y; e!n). � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ fe!g!2
 � H | ®¡®¡é¥­­ ï
®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ H,   �(!) | äã­ªæ¨ï ­  
 á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ R ¨«¨ C ,
j�(!)j � 1 ­  
, â® ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  y 2 Hn ¨ «î¡ëå ! 2 
 ¨ n 2 N ¢¥à­® à ¢¥­áâ¢®
(y; �(!)e!n)�(!)e

!
n = (y; e!n)e

!
n ¨, §­ ç¨â, á¨áâ¥¬  f�(!)e

!g!2
 | â ª¦¥ ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §-
«®¦¥­¨ï ¢ H, ­® äã­ªæ¨¨ (y; �(!)e!n) = �(!)(y; e!n) ¯à¨ íâ®¬ ¬®£ãâ ®ª § âìáï ­¥¨§¬¥à¨¬ë¬¨.
�¬¥áâ¥ á äã­ªæ¨ï¬¨ byn! ­¥¨§¬¥à¨¬®© ¬®¦¥â ¡ëâì ¨ äã­ªæ¨ï by!. � á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¢¢¥¤¥¬

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 8.. �¥®âà¨æ â¥«ì­ãî ®¡®¡é¥­­ãî ®àâ®¯®¤®¡­ãî á¨áâ¥¬ã fe!g!2
 ¡ã¤¥¬ ­ -
§ë¢ âì ¨§¬¥à¨¬®©, ¥á«¨ ¢á¥ äã­ªæ¨¨ byn! = (y; e!n) ¨§¬¥à¨¬ë.

� á«ãç ¥ áç¥â­®-ª®­¥ç­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  á ¬¥à®© 
 «î¡ãî ­¥®âà¨æ â¥«ì­ãî ®¡®¡é¥­­ãî
®àâ®¯®¤®¡­ãî á¨áâ¥¬ã fe!ngn2N; !2
 ¬®¦­® á¤¥« âì ¨§¬¥à¨¬®© ã¬­®¦¥­¨¥¬ ­  äã­ªæ¨î �(!), ¯®
¬®¤ã«î à ¢­ãî ¥¤¨­¨æ¥. �«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ®£® ¯®­ ¤®¡¨âáï

�¥¬¬  2. ([5]). �á«¨ ¯à®áâà ­áâ¢® 
 á® áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­®© ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ¬¥à®© �
áç¥â­®-ª®­¥ç­®, â. ¥. ï¢«ï¥âáï ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â­ë¬ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥¬ ¬­®¦¥áâ¢ ª®­¥ç­®© ¬¥àë,
  � | ¬­®¦¥áâ¢® äã­ªæ¨© ­  
 á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ R ¨«¨ C , ¯à¨ç¥¬ ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå äã­ªæ¨©
'(!);  (!) 2 � ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ '(!) (!) ¨§¬¥à¨¬® ­  
, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äã­ªæ¨ï �(!) ­ 

 á® §­ ç¥­¨ï¬¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢ R ¨«¨ C , j�(!)j = 1 ­  
, çâ® ¤«ï «î¡®© äã­ªæ¨¨ '(!) 2 �
äã­ªæ¨ï �(!)'(!) ¨§¬¥à¨¬  ­  
.

�¥®à¥¬  5. (®¡ ¨§¬¥à¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë). �á«¨ fe!g!2
 � fe!ngn2N;!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®¡-
®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ H,   ¯à®áâà ­áâ¢® á ¬¥à®© 
 áç¥â­®-ª®­¥ç­®,
â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï äã­ªæ¨ï �(!) ­  
 á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ R ¨«¨ C , j�(!)j = 1 ­  
, çâ®
f�(!)e!ngn2N;!2
 | ¨§¬¥à¨¬ ï ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §«®¦¥-
­¨ï ¢ H.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨«ã ®¯à¥¤¥«¥­¨ï 5 ¤«ï «î¡®£® y 2 H ¨ «î¡®£® n 2 N ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à -
¢¥­áâ¢® byn! � (y; e!n) = (Pn(y); Pn(e!k )) = (Pn(y); e!k ), £¤¥ k > n, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯® ãâ¢¥à¦¤¥­¨î
1 ¤«ï «î¡ëå í«¥¬¥­â®¢ y; z 2 H ¨ ¤«ï «î¡ëå n;m 2 N byn!bzm! | ¨­â¥£à¨àã¥¬ ï ¯® �¥¡¥£ã ­ 

 äã­ªæ¨ï,

(L)
Z



byn!bzm! d�(!) = (L)
Z



(Pn(y); e
!
k )(Pm(z); e

!
k ) d�(!) = (Pn(y); Pm(y));

£¤¥ k > n, k > m. �­ ç¨â, ¯à®áâà ­áâ¢® á ¬¥à®© 
 ¨ ¬­®¦¥áâ¢® äã­ªæ¨© � = fbyn!gn2N; y2H
ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë, äã­ªæ¨ï �(!) ¨§ ­¥¥ ¨ ¡ã¤¥â ¯®¤å®¤ïé¥©.

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¨§«®¦¥­¨¨ ç áâ® ¡ã¤¥¬ ®£à ­¨ç¨¢ âìáï à áá¬®âà¥­¨¥¬ ¨§¬¥à¨¬ëå ­¥®âà¨-
æ â¥«ì­ëå ®¡®¡é¥­­ëå ®àâ®¯®¤®¡­ëå á¨áâ¥¬ à §«®¦¥­¨ï, çâ® ¯® ¤®ª § ­­®© â¥®à¥¬¥ ¢ á«ãç ¥
áç¥â­®-ª®­¥ç­®£® 
 ­¥ áã¦ ¥â ®¡é­®áâ¨.
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�«ï ¨§¬¥à¨¬®© ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ®¡®¡é¥­­®© ®àâ®¯®¤®¡­®© á¨áâ¥¬ë à §«®¦¥­¨ï ®â®¡à ¦¥-
­¨¥ y �! by! ¯® â¥®à¥¬¥ 1 ï¢«ï¥âáï ã­¨â à­ë¬ (á®åà ­ïîé¨¬ áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥) «¨-
­¥©­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¨§ £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  H ¢ ¯à®áâà ­áâ¢® �¥¡¥£  L2(
) ¨ ®¡à § H |
§ ¬ª­ãâ®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ L2(
).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 9.. �ã¤¥¬ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¯à¨ à áá¬®âà¥­¨¨ ¨§¬¥à¨¬®© ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ®à-
â®¯®¤®¡­®© á¨áâ¥¬ë à §«®¦¥­¨ï ®¡à § H ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L2(
) ¯à¨ ®â®¡à ¦¥­¨¨ y �! by! ®¡®-
§­ ç âì L2

H(
) ¨«¨ ª®à®ç¥ L
2
H . �â® ¬­®¦¥áâ¢® ª®íää¨æ¨¥­â®¢ by! í«¥¬¥­â®¢ y 2 H

L2
H(
) = fc(!) 2 L2(
) : c(!) = by! ¤«ï ­¥ª®â®à®£® y 2 Hg:

� ª ¯®ª §ë¢ îâ § ¬¥ç ­¨ï 4 ¨ 5 ª ®¯à¥¤¥«¥­¨î 5, ¢ á«ãç ¥ á¨áâ¥¬, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯à¥-
®¡à §®¢ ­¨î �ãàì¥ ¨«¨ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨î �¨«ì¡¥àâ , L2

H(
) = L2(
), £¤¥ 
 | íâ® R á � |
®¡ëç­®© ¬¥à®© �¥¡¥£ . � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ L2

H(
) ¬®¦¥â ­¥ á®¢¯ ¤ âì á L
2(
). � ª ª®­¥ç­®¬¥à­ë¥

­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¥ ®àâ®¯®¤®¡­ë¥ á¨áâ¥¬ë ¢ H = R
n ¨«¨ ¢ H = C

n ¬®£ãâ á®áâ®ïâì ¨§ K ¢¥ªâ®à®¢,
£¤¥ K > n [2]. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¨§®¬¥âà¨ç­®¥ H ¯à®áâà ­áâ¢® L2

H(
) n-¬¥à­®,   á®¤¥à¦ é¥¥ ¥£®
¯à®áâà ­áâ¢® L2(
) K-¬¥à­®, 
 á®áâ®¨â ¨§ K â®ç¥ª. �¢â®à ­¥ §­ ¥â ¯à¨¬¥à®¢ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå
®àâ®¯®¤®¡­ëå á¨áâ¥¬, ¨áª«îç ï á«ãç © ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ëå á¨áâ¥¬, ª®£¤  L2

H(
) = L2(
).
� á«ãç ¥ L2

H(
) 6= L2(
) ¥áâ¥áâ¢¥­­® à áá¬®âà¥âì ¨ ¤àã£¨¥ ¢®§¬®¦­ë¥ ¯® â¥®à¥¬¥ 3 à §«®-
¦¥­¨ï í«¥¬¥­â®¢ y 2 H. �à¨ íâ®¬ ¢®§­¨ª ¥â ¢®¯à®á ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨-
ï¬ â¥®à¥¬ë 3 ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ¨§¬¥à¨¬ëå ¬­®¦¥áâ¢ f�n

kg
1
k=1, çâ® á¢ï§ ­® á ¨§¬¥à¨¬®áâìî

äã­ªæ¨© c(!)e!n ¨§ ä®à¬ã«ë (8). �¢¥¤¥¬

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 10.. �¡®¡é¥­­ãî á¨áâ¥¬ã fe!g!2
 ¢ H (á á¨áâ¥¬®© ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ fHng
1
n=1 ¨

¨­¤¥ªá ¬¨ ¨§ 
) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì L2-¨§¬¥à¨¬®© , ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© äã­ªæ¨¨ c(!) ¨§ ¯à®áâà ­áâ¢ 
�¥¡¥£  L2(
) á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ R ¨«¨ C ¢á¥ äã­ªæ¨¨ c(!)e!n ¨§¬¥à¨¬ë ª ª äã­ªæ¨¨ ­  
 á®
§­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ H.

�¥®à¥¬  6. (® L2-¨§¬¥à¨¬®áâ¨). �á«¨ fe!g!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®-
¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ H, â® ¤«ï ¥¥ L2-¨§¬¥à¨¬®áâ¨ ­¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç­®, çâ®¡ë
¢ë¯®«­ï«¨áì á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï:

 ) ¤«ï ª ¦¤®© äã­ªæ¨¨ c(!) 2 L2(
), ª ¦¤®£® ¨§¬¥à¨¬®£® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  E � 
 ª®­¥ç­®©
¬¥àë ¨ ª ¦¤®£® n 2 N äã­ªæ¨ï c(!)e!n ¯®çâ¨ á¥¯ à ¡¥«ì­®§­ ç­  ­  E;

¡) ¤«ï ª ¦¤®£® y 2 H ¨ ª ¦¤®£® n 2 N äã­ªæ¨ï c(!)byn! ¨§¬¥à¨¬  ­  
.

�¥®à¥¬  ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ ([3], á. 166).

�«¥¤áâ¢¨¥ (® L2-¨§¬¥à¨¬®áâ¨). �á«¨ fe!g!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬ 
à §«®¦¥­¨ï ¢ H, â® ¤«ï ¥¥ L2-¨§¬¥à¨¬®áâ¨ ¤®áâ â®ç­®, çâ®¡ë ®­  ¡ë«  ¨§¬¥à¨¬ ,   H á¥¯ à -
¡¥«ì­®.

�¥¬¬  3. (® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ¯®¤å®¤ïé¨å ¨áç¥à¯ë¢ ­¨©). �á«¨ fe!g!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì-
­ ï ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï L2-¨§¬¥à¨¬ ï á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ H, â® ¤«ï «î¡®© äã­ªæ¨¨
c(!) 2 L2(
) ­ ©¤¥âáï â ª®¥ ¨áç¥à¯ë¢ ­¨¥ f
kg

1
k=1 ¯à®áâà ­áâ¢  
, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® n 2 N

äã­ªæ¨ï c(!)e!n ¨­â¥£à¨àã¥¬  ¯® �¥¡¥£ã ­  
k.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �­®¦¥áâ¢  
n
k = f! 2 
 : 1=k < jc(!)j ¨ kc(!)e!nk < kg[f! 2 
 : c(!) = 0g,


k =
T1
n=1


n
k ï¢«ïîâáï ¨§¬¥à¨¬ë¬¨, â. ª. ¯® ãá«®¢¨î äã­ªæ¨¨ c(!) ¨ c(!)e!n ¨§¬¥à¨¬ë. �ã­ªæ¨ï

c(!) 2 L2(
) ®â«¨ç­  ®â ­ã«ï «¨èì ­  ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ å ª®­¥ç­®© ¬¥àë ¬­®¦¥áâ¢ 
n
k ¨ 
k, ­ 

íâ¨å ¯®¤¬­®¦¥áâ¢ å ¨§¬¥à¨¬ ï äã­ªæ¨ï c(!)e!n ®£à ­¨ç¥­ ,   §­ ç¨â, ¨­â¥£à¨àã¥¬ .

�¥®à¥¬  7.. �á«¨ fe!g!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï L2-¨§¬¥à¨¬ ï
á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ H, â® ¤«ï «î¡®© äã­ªæ¨¨ c(!) 2 L2(
) áãé¥áâ¢ã¥â ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ H
í«¥¬¥­â

y =
Z


c(!)e! d�(!) (10)
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(á¬. ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 7).

�â  â¥®à¥¬  | ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®¥ á«¥¤áâ¢¨¥ â¥®à¥¬ë 4 ¨ «¥¬¬ë 3.
� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¯à¨ à áá¬®âà¥­¨¨ ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ®¡®¡é¥­­®© ¨§¬¥à¨¬®© ®àâ®¯®¤®¡­®© á¨-

áâ¥¬ë à §«®¦¥­¨ï ¡ã¤¥¬ ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  y 2 H ¬­®¦¥áâ¢® äã­ªæ¨© c(!) 2 L2(
), ¤«ï
ª®â®àëå ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® (10), ®¡®§­ ç âì L2

y(
) ¨«¨ ª®à®ç¥ L
2
y.

�¥®à¥¬  8.. �ãáâì fe!g!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï L2-¨§¬¥à¨¬ ï ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï
á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ H, â®£¤  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® L2

0 | ®àâ®£®­ «ì­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ L2
H ¢ ¯à®-

áâà ­áâ¢¥ �¥¡¥£  L2(
). � ¬ª­ãâ®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® L2
0 á¤¢¨£®¬ ­  «î¡®© í«¥¬¥­â ¬­®¦¥-

áâ¢  L2
y ¯¥à¥å®¤¨â ¢ L2

y. �ã­ªæ¨ï by! ï¢«ï¥âáï ®àâ®£®­ «ì­®© ¯à®¥ªæ¨¥© L2
y ­  L

2
H .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ ä®à¬ã« (1), (6) ¨ â¥®à¥¬ë 2 áà §ã á«¥¤ã¥â, çâ® L2
0 | ®àâ®£®­ «ì­®¥

¤®¯®«­¥­¨¥ L2
H ¨, §­ ç¨â, § ¬ª­ãâ®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ([3], á. 270). � ª ª ª à §­®áâì «î¡ëå ¤¢ãå

í«¥¬¥­â®¢ L2
y | í«¥¬¥­â L2

0,   áã¬¬  «î¡®£® í«¥¬¥­â  L
2
y á «î¡ë¬ í«¥¬¥­â®¬ L2

0 | í«¥¬¥­â L2
y,

â® L2
0 á¤¢¨£®¬ ­  «î¡®© í«¥¬¥­â L2

y ¯¥à¥å®¤¨â ¢ L
2
y. �àâ®£®­ «ì­®© ¯à®¥ªæ¨¥© L2

y ­  L
2
H ¡ã¤¥â

äã­ªæ¨ï ¨§ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï L2
y ¨ L

2
H , â. ¥. äã­ªæ¨ï by!.

4. �¡ ®àâ®£®­ «ì­ëå ¯à®¥ªæ¨ïå ®àâ®£®­ «ì­ëå
¨ ®¡®¡é¥­­ëå ®àâ®¯®¤®¡­ëå á¨áâ¥¬

�à®áâ¥©è¨¬ ¬¥â®¤®¬ ¯®«ãç¥­¨ï ­®¢ëå ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ®¡®¡é¥­­ëå ®àâ®¯®¤®¡­ëå á¨áâ¥¬
à §«®¦¥­¨ï ï¢«ï¥âáï ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨¥ ã¦¥ ¨§¢¥áâ­ëå á¨áâ¥¬.

�¥®à¥¬  9.. �á«¨ P | ®¯¥à â®à ®àâ®£®­ «ì­®£® ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ¢ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®-
áâà ­áâ¢¥ H ­  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® H,   fe!g!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï
á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ H (á á¨áâ¥¬®© ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ fHng

1
n=1 ¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨§ 
), â® ¥¥ ¯à®¥ª-

æ¨ï fP (e!)g!2
, £¤¥ P (e!) | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fP (e!n)g
1
n=1, | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®¡®¡é¥­­ ï

®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ H (á á¨áâ¥¬®© ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ fP (Hn)g1n=1 ¨ ¨­¤¥ªá -
¬¨ ¨§ 
) (¯à¨ç¥¬ ¥á«¨ ­ ç «ì­ ï á¨áâ¥¬  ¨§¬¥à¨¬  ¨«¨ L2-¨§¬¥à¨¬ , â® á¯à®¥ªâ¨à®¢ ­­ ï
á¨áâ¥¬  á®®â¢¥âáâ¢¥­­® â ª¦¥ ¨§¬¥à¨¬  ¨«¨ L2-¨§¬¥à¨¬ ).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª fHng
1
n=1 | á¨áâ¥¬  § ¬ª­ãâëå à áè¨àïîé¨åáï ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢

¢ H , ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ª®â®àëå ¢áî¤ã ¯«®â­® ¢ H , â®, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, fP (Hn)g1n=1 | á¨áâ¥¬  § -
¬ª­ãâëå à áè¨àïîé¨åáï ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ ¢ P (H ) = H, ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ª®â®àëå ¢áî¤ã ¯«®â­® ¢
H. � [5] ¤®ª § ­®, çâ® ¯à®¥ªæ¨ï ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ®àâ®¯®¤®¡­®© á¨áâ¥¬ë à §«®¦¥­¨ï ­  ¯®¤-
¯à®áâà ­áâ¢® | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ íâ®¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢¥.
�«¥¤®¢ â¥«ì­®, fP (e!n)g!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ P (Hn). � ª
ª ª e!n | ®àâ®£®­ «ì­ ï ¯à®¥ªæ¨ï e!n+1 ­  Hn, â® P (e!n) | ®àâ®£®­ «ì­ ï ¯à®¥ªæ¨ï P (e!n+1) ­ 
P (Hn). �®£« á­® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï¬ 4{6 fP (e!)g!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï
á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ H (á á¨áâ¥¬®© ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ fP (Hn)g1n=1 ¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨§ 
).

�á«¨ y 2 H, â® äã­ªæ¨ï by!, á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ­ ç «ì­®© á¨áâ¥¬¥ fe!g!2
, á®®â¢¥âáâ¢ã¥â
¨ á¯à®¥ªâ¨à®¢ ­­®© á¨áâ¥¬¥ fP (e!)g!2
 ¨ ¯®íâ®¬ã, ¥á«¨ ­ ç «ì­ ï á¨áâ¥¬  ¨§¬¥à¨¬  ¨«¨ L2-
¨§¬¥à¨¬ , â® á¯à®¥ªâ¨à®¢ ­­ ï á¨áâ¥¬  á®®â¢¥âáâ¢¥­­® â ª¦¥ ¨§¬¥à¨¬  ¨«¨ L2-¨§¬¥à¨¬ .

�â  â¥®à¥¬  ¯®§¢®«ï¥â ¨§ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ëå, ®àâ®£®­ «ì­ëå ¨ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ®àâ®¯®-
¤®¡­ëå á¨áâ¥¬ á ¯®¬®éìî ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ¯®«ãç âì ¯à¨¬¥àë ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ®¡®¡é¥­­ëå
®àâ®¯®¤®¡­ëå á¨áâ¥¬ à §«®¦¥­¨ï. �áâ¥áâ¢¥­­® ¢ëïá­¨âì, ª®£¤  ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨-
áâ¥¬  ä ªâ¨ç¥áª¨ ï¢«ï¥âáï ®àâ®£®­ «ì­®© á¨áâ¥¬®© ¢ H ¨«¨ ¯à®¥ªæ¨¥© ®àâ®£®­ «ì­®© á¨áâ¥¬ë
¨§ ­¥ª®â®à®£® á®¤¥à¦ é¥£® H £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  ¨«¨ ®àâ®¯®¤®¡­®© á¨áâ¥¬®© ¢ H (â. ¥.
ª®£¤  e!n | ®àâ®£®­ «ì­ë¥ ¯à®¥ªæ¨¨ ­  Hn ®àâ®£®­ «ì­®© á¨áâ¥¬ë ¨§ H ¨«¨ ¨§ ­¥ª®â®à®£® á®-
¤¥à¦ é¥£® H £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  «¨¡® ®àâ®£®­ «ì­ë¥ ¯à®¥ªæ¨¨ ®àâ®¯®¤®¡­®© á¨áâ¥¬ë
¢ H).
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�¥®à¥¬  10.. �ãáâì fe!g!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §-
«®¦¥­¨ï ¢ H (á á¨áâ¥¬®© ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ fHng

1
n=1 ¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨§ 
). �­  ¢áï (¯®çâ¨ ¢áï)

ï¢«ï¥âáï ­¥ª®â®à®© ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ®àâ®¯®¤®¡­®© á¨áâ¥¬®© à §«®¦¥­¨ï fe!g � H á !, ¯à®-
¡¥£ îé¨¬ ¢á¥ (¯®çâ¨ ¢á¥) 
 ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® n 2 N ¨ ª ¦¤®£® (¯®çâ¨ ª ¦¤®£®)
! 2 
 í«¥¬¥­â e!n | ®àâ®£®­ «ì­ ï ¯à®¥ªæ¨ï e

! ­  Hn â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï ª -
¦¤®£® (¯®çâ¨ ª ¦¤®£®) ! 2 
 sup

n2N
ke!nk < +1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì ®ç¥¢¨¤­ , â. ª. ¥á«¨ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® ! 2 
 ¯à¨ ¢á¥å n 2 N

í«¥¬¥­âë e!n | ®àâ®£®­ «ì­ë¥ ¯à®¥ªæ¨¨ e
! ­  Hn, â® sup

n2N
ke!nk 6 ke!k < +1.

�®ª ¦¥¬ ¤®áâ â®ç­®áâì. �®£« á­® «¥¬¬¥ 1 ¤«ï ª ¦¤®£® (¯®çâ¨ ª ¦¤®£®) ! 2 
 áãé¥áâ¢ã¥â
í«¥¬¥­â e! = lim

n!1
e!n ¨ Pn(e!) = e!n . �áâ «®áì â®«ìª® ¤®ª § âì, çâ® á¨áâ¥¬  fe

!g á !, ¯à®¡¥£ î-

é¨¬ ¢á¥ (¯®çâ¨ ¢á¥) 
, | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ H. �«ï «î¡®£®
í«¥¬¥­â  y 2 Hn ¯® â¥®à¥¬¥ 1 by! = lim

m!1
(y; e!m) = (y; e!n) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, by! = (y; e!) ¤«ï ¢á¥å

(¯®çâ¨ ¢á¥å) ! 2 
. � ª ª ª
S1
n=1Hn ¢áî¤ã ¯«®â­® ¢ H, â® ¤«ï «î¡®£® y 2 H by! = (y;e!) ¤«ï

¢á¥å (¯®çâ¨ ¢á¥å) ! 2 
. �® â¥®à¥¬¥ 1 ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  y 2 H ¢ë¯®«­ï¥âáï  ­ «®£ à ¢¥­áâ¢ 
� àá¥¢ «ï{�« ­è¥à¥«ï kyk2 = (L)

R



jby!j2 d�(!),   ¯® [5] íâ® ­¥®¡å®¤¨¬®¥ ¨ ¤®áâ â®ç­®¥ ãá«®¢¨¥
â®£®, çâ®¡ë á¨áâ¥¬  fe!g ¡ë«  ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ®àâ®¯®¤®¡­®© á¨áâ¥¬®© à §«®¦¥­¨ï ¢ H.

�¥¬¬  4.. �ãáâì fe!g!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ H.
�á«¨ �(�) > 0, £¤¥ � 2 
, â® ke�k2 6 1=�(�).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®  ­ «®£ã à ¢¥­áâ¢  � àá¥¢ «ï

ke�k2 =
Z


j(e� ; e!)j2 d�(!) > ke�k4�(�);

§­ ç¨â, ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ «¥¬¬ë ¢¥à­®.

�¥®à¥¬  11.. �ãáâì fe!g!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §-
«®¦¥­¨ï ¢ H (á á¨áâ¥¬®© ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ fHng

1
n=1 ¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨§ 
). �­  ¢áï (¯®çâ¨ ¢áï)

ï¢«ï¥âáï ­¥ª®â®à®© ¯®«­®© ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®© (®àâ®£®­ «ì­®©) á¨áâ¥¬®© fe!g ¨§ H á !, ¯à®-
¡¥£ îé¨¬ ¢á¥ (¯®çâ¨ ¢á¥) 
 ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® n 2 N ¨ ª ¦¤®£® (¯®çâ¨ ª ¦¤®£®)
! 2 
 í«¥¬¥­â e!n | ®àâ®£®­ «ì­ ï ¯à®¥ªæ¨ï e! ­  Hn â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï ª ¦¤®-
£® (¯®çâ¨ ª ¦¤®£®) ! 2 
 e

! = fe!ngn2N ­¥ ï¢«ï¥âáï ­ã«¥¢®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî, �(!) = 1
(�(!) > 0) ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® (¯®çâ¨ ª ¦¤®£®) � 2 
, ¤«ï ª ¦¤®£® (¯®çâ¨ ª ¦¤®£®) � 2 
, � 6= �,

lim
n!1

(e�n; e
�
n) =

R



ce�!ce�! d�(!) = 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì ®ç¥¢¨¤­ , â. ª.
1) ¤«ï ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®© (®àâ®£®­ «ì­®©) á¨áâ¥¬ë fe!g ¢á¥ ¨­¤¥ªáë ! ¨¬¥îâ ¬¥àã �(!) = 1

(> 0);
2) áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ à §­ëå ¥¥ ç«¥­®¢ (e�;e� ) = lim

n!1
(e�n; e

�
n) =

R



ce�!ce� ! d�(!) = 0.

�®ª ¦¥¬ ¤®áâ â®ç­®áâì. �§ «¥¬¬ë 2 ¨ â¥®à¥¬ë 9 á«¥¤ã¥â, çâ®
3) ¯®¤á¨áâ¥¬  fe!g�(!)>0 ï¢«ï¥âáï ­¥ª®â®à®© ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ®àâ®¯®¤®¡­®© á¨áâ¥¬®© à §-

«®¦¥­¨ï fe!g � H á â ª¨¬¨ ! 2 
, çâ® �(!) > 0.
�ª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¤¢ãå à §­ëå ¥¥ ç«¥­®¢ (e�; e� )= lim

n!1
(e�n; e

�
n) =

R



ce�!ce�! d�(!)=0,
§­ ç¨â, íâ® ®àâ®£®­ «ì­ ï á¨áâ¥¬ . �à¨ íâ®¬ ¯®  ­ «®£ã à ¢¥­áâ¢  � àá¥¢ «ï ke�k2 =
j(e�; e�)j2�(�) ¨, §­ ç¨â, ¥á«¨ �(�) = 1, â® ke�k = 1.

�¥®à¥¬  12.. �ãáâì fe!g!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §-
«®¦¥­¨ï ¢ H (á á¨áâ¥¬®© ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ fHng

1
n=1 ¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨§ 
). �­  ¢áï (¯®çâ¨ ¢áï)

ï¢«ï¥âáï ®àâ®£®­ «ì­®© ¯à®¥ªæ¨¥© ­  H ­¥ª®â®à®© ¯®«­®© ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®© (®àâ®£®­ «ì­®©)
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á¨áâ¥¬ë f�!g á !, ¯à®¡¥£ îé¨¬ ¢á¥ (¯®çâ¨ ¢á¥) 
, ¨§ ª ª®£®-â® á®¤¥à¦ é¥£® H £¨«ì¡¥àâ®¢ 
¯à®áâà ­áâ¢  ¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® n 2 N ¨ ª ¦¤®£® (¯®çâ¨ ª ¦¤®£®) ! 2 
 í«¥-
¬¥­â e!n | ®àâ®£®­ «ì­ ï ¯à®¥ªæ¨ï �! ­  Hn â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® (¯®çâ¨
ª ¦¤®£®) ! 2 
 �(!) = 1 (�(!) > 0).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì á«¥¤ã¥â ¨§ ¯. 1) ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢ .
�®áâ â®ç­®áâì. �®£« á­® ¯. 3) ¯à¥¤ë¤ãé¥£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¨ [5] á¨áâ¥¬  fe!g�(!)>0 ï¢«ï¥âáï

®àâ®£®­ «ì­®© ¯à®¥ªæ¨¥© ­  H ­¥ª®â®à®© ¯®«­®© ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®© (®àâ®£®­ «ì­®©) á¨áâ¥¬ë
f�!g�(!)>0 ¨§ ª ª®£®-â® á®¤¥à¦ é¥£® H £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢ .

�«¥¤áâ¢¨¥.�î¡ ï ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â­ ï (â. ¥. á ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ áç¥â­ë¬ 
) ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®-
¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  ¯®çâ¨ ¢áï (  ¥á«¨ �(!) > 0 ¤«ï ª ¦¤®£® ! 2 
, â® ¢áï) ï¢«ï¥âáï ®àâ®£®­ «ì­®©
¯à®¥ªæ¨¥© ­  H ­¥ª®â®à®© ¯®«­®© ®àâ®£®­ «ì­®© á¨áâ¥¬ë ¨§ ­¥ª®â®à®£® á®¤¥à¦ é¥£® H £¨«ì-
¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢ .

5. �à¨â¥à¨© ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ®¡®¡é¥­­ëå ®àâ®¯®¤®¡­ëå á¨áâ¥¬
|  ­ «®£ à ¢¥­áâ¢  � àá¥¢ «ï{�« ­è¥à¥«ï

�¥®à¥¬  13.. �¥®âà¨æ â¥«ì­ ï L2-¨§¬¥à¨¬ ï ®¡®¡é¥­­ ï á¨áâ¥¬  fe!g!2
 ¢ H (á á¨áâ¥-
¬®© ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ fHng

1
n=1 ¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨§ 
) ¡ã¤¥â ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ®¡®¡é¥­­®© ®àâ®¯®-

¤®¡­®© á¨áâ¥¬®© à §«®¦¥­¨ï ¢ H â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  y 2 H
¢ë¯®«­ï¥âáï  ­ «®£ à ¢¥­áâ¢  � àá¥¢ «ï{�« ­è¥à¥«ï

kyk2 = lim
n!1

Z


j(y; e!n)j

2 d�(!):

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì ¢ë¯®«­¥­¨ï  ­ «®£  à ¢¥­áâ¢  � àá¥¢ «ï{�« ­è¥à¥«ï
¢¨¤­  ¨§ â¥®à¥¬ë 1.

�®ª ¦¥¬ ¤®áâ â®ç­®áâì. �á«¨ y 2 Hn, â® ¤«ï m > n (y; e!m) = (y; e!n) ¨, §­ ç¨â, kyk
2 =R




j(y; e!n)j
2 d�(!). �®£¤  ¯® â¥®à¥¬¥ 10 ¨§ [5] fe!ng!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬ 

à §«®¦¥­¨ï ¢ Hn,   §­ ç¨â, fe!g!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬ 
à §«®¦¥­¨ï ¢ H.

� á«ãç ¥ áç¥â­®-ª®­¥ç­®£® 
 ¨ á¥¯ à ¡¥«ì­®£® H âà¥¡®¢ ­¨¥ L2-¨§¬¥à¨¬®áâ¨ ¬®¦­® ®â¡à®-
á¨âì.

�¥®à¥¬  14.. �¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®¡®¡é¥­­ ï á¨áâ¥¬  fe!g!2
 ¢ á¥¯ à ¡¥«ì­®¬ £¨«ì¡¥àâ®-
¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ H á á¨áâ¥¬®© ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ fHng

1
n=1 ¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨§ áç¥â­®-ª®­¥ç­®£®

¯à®áâà ­áâ¢  á ¬¥à®© 
 ¡ã¤¥â ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ®¡®¡é¥­­®© ®àâ®¯®¤®¡­®© á¨áâ¥¬®© à §«®-
¦¥­¨ï ¢ H â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£® í«¥¬¥­â  y 2 H ¢ë¯®«­ï¥âáï  ­ «®£
à ¢¥­áâ¢  � àá¥¢ «ï{�« ­è¥à¥«ï

kyk2 = lim
n!1

Z



j(y; e!n)j
2 d�(!):

�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯®¢â®àï¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 13 á § ¬¥­®© ááë«ª¨ ­  â¥®à¥¬ã 10 ¨§ [5]
ááë«ª®© ­  â¥®à¥¬ã 11 ¨§ [5].

6. � ª®­áâàãªæ¨ïå ®¡®¡é¥­­ëå ®àâ®¯®¤®¡­ëå á¨áâ¥¬

�®ª ¦¥¬ àï¤ â¥®à¥¬ ® ¬¥â®¤ å ¯®áâà®¥­¨ï ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ®¡®¡é¥­­ëå ®àâ®¯®¤®¡­ëå á¨-
áâ¥¬ à §«®¦¥­¨ï. �à®áâ¥©è¥© ¨§ ­¨å ï¢«ï¥âáï
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�¥®à¥¬  15.. �á«¨ P | ®¯¥à â®à ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ¢ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ H ­ 
¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® H 0,   fe!g!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §-
«®¦¥­¨ï ¢ H (á á¨áâ¥¬®© ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ fHng

1
n=1 ¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨§ 
) (¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï¬ 4{6),

e
! = fe!ngn2N, â® ¥¥ ¯à®¥ªæ¨ï fP (e!)g!2
, £¤¥ P (e!) = fP (e!n)gn2N, | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®¡-
®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ H 0 (á á¨áâ¥¬®© ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ fH 0

ng
1
n=1, £¤¥

H 0
n = P (Hn), ¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨§ 
).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ Pn | ®¯¥à â®à ®àâ®£®­ «ì­®£® ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ¨§ H ­  Hn, â® ª®¬-
¯®§¨æ¨ï PPn ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à®¬ ®àâ®£®­ «ì­®£® ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï ¨§ H 0 ­  H 0

n ¨ PPn(e!n+1) =
P (e!n),   á®£« á­® [5] fP (e

!
n)g!2
 |­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢H 0

n.

�ª ¦¥¬ ¥é¥ ®¤¨­ ¬¥â®¤ ¯®áâà®¥­¨ï ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ®¡®¡é¥­­ëå ®àâ®¯®¤®¡­ëå á¨áâ¥¬ à §-
«®¦¥­¨ï.

�¥®à¥¬  16.. �ãáâì fe!g!2
 | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®¡®¡é¥­­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §-
«®¦¥­¨ï ¢ H (á á¨áâ¥¬®© ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ fHng

1
n=1 ¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨§ 
) (¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï¬ 4 ¨

5), e! = fe!ngn2N. �ãáâì � | ¯à®áâà ­áâ¢® á® áç¥â­®- ¤¤¨â¨¢­®© ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ¬¥à®© �,

�� | ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢ 
 ¨ �, �� � | ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¬¥à � ¨ � ([3], á. 201{206), ��

| â ª®¥ ¨§¬¥à¨¬®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � ¢ ¬­®¦¥áâ¢® «¨­¥©­ëå ­¥¯à¥àë¢­ëå ®¯¥à â®à®¢, ®â®-
¡à ¦ îé¨å H ¢ H ¨ ª®¬¬ãâ¨àãîé¨å á ®¯¥à â®à ¬¨ Pn ®àâ®£®­ «ì­®£® ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨ï H
­  Hn, çâ® Z

�

�� � ��
� d�(�) = E; (11)

E | â®¦¤¥áâ¢¥­­ë© ®¯¥à â®à, ¯®¤ �� ¯®­¨¬ ¥âáï ®¯¥à â®à, á®¯àï¦¥­­ë© á �, ¨­â¥£à «
¡¥à¥âáï ®â äã­ªæ¨© á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ ­®à¬¨à®¢ ­­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ «¨­¥©­ëå ­¥¯à¥àë¢­ëå
®¯¥à â®à®¢. �®£¤  á¨áâ¥¬  f��(e!)g(!;�)2
��, £¤¥ ��(e!) = f��(e!n)gn2N, | ®àâ®¯®¤®¡­ ï ­¥®-
âà¨æ â¥«ì­ ï á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ H (á á¨áâ¥¬®© ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ fHng

1
n=1 ¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨§


��).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �­ ç «  ¯®ª ¦¥¬, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ­ âãà «ì­®£® n f��(e!n)g(!;�)2
�� |
­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®àâ®¯®¤®¡­ ï á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ Hn.

�ãáâì y 2 Hn, â. ª. (y;��(e!n)) = (��
�(y); e

!
n), â®

��
�(y) =

Z



(y;��(e
!
n))e

! d�(!):

� ª ª ª �� | ­¥¯à¥àë¢­ë© «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à, â®, ¨á¯®«ì§ãï ([3], á. 128), ¨¬¥¥¬

�� � �
�
�(y) =

Z



(y;��(e
!
n))��(e

!
n) d�(!)

ª ª ¤«ï á®¡áâ¢¥­­®£®, â ª ¨ ­¥á®¡áâ¢¥­­®£® ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï ¯® �¥¡¥£ã. � á¨«ã (11)

y = (L)
Z
�
�� � �

�
�(y) d�(�) = (L)

Z
�

�Z


(y;��(e

!
n))��(e

!
n) d�(!)

�
d�(�):

�¥®à¥¬  ¤®ª § ­  ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ¢­ãâà¥­­¨© ¨­â¥£à « ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¯®á«¥¤­¥£® à ¢¥­áâ¢ 
| á®¡áâ¢¥­­ë© ¨­â¥£à « �¥¡¥£ . � á«ãç ¥, ª®£¤  íâ®â ¨­â¥£à « ­¥á®¡áâ¢¥­­ë©, âà¥¡ã¥âáï ¤®-
¯®«­¨â¥«ì­®¥ à ááã¦¤¥­¨¥. �® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë �� ���

�,   §­ ç¨â, ¨ k�� ���
�k ¨­â¥£à¨àã¥¬  ¯®

�¥¡¥£ã ­  �. �® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï¬ 1 ¨ 3




Z

k

(y;��(e
!
n))e

!
n d�(!)





 =





Z

k

(��
�(y); e

!
n)e

!
n d�(!)





 6 k��
�(y)k 6 k��

�k � kyk:

� ª ª ª ¤«ï «î¡®£® «¨­¥©­®£® ­¥¯à¥àë¢­®£® ®¯¥à â®à  A ¨§ H ¢ H ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®

kA �A�k = sup
kyk61; kzk61

(A � A�(y); z) = sup
kyk61; kzk61

(A�(y); A�(z)) = kA�k2 = kAk2;
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á¯à ¢  áâ®¨â ¨­â¥£à¨àã¥¬ ï ¯® �¥¡¥£ã ­  � äã­ªæ¨ï. �®«ì§ãïáì â¥®à¥¬®© �¥¡¥£  ® ¯à¥¤¥«ì­®¬
¯¥à¥å®¤¥ ¯®¤ §­ ª®¬ ¨­â¥£à «  ([3], á. 168), ¯®«ãç ¥¬
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n) d(�(�) � �(!)):

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¤«ï ª ¦¤®£® ­ âãà «ì­®£® n f��(e!n)g(!;�)2
�� | ­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï ®àâ®¯®¤®¡-
­ ï á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ Hn.

�® ãá«®¢¨î ®¯¥à â®àë �� ¨ Pn ª®¬¬ãâ¨àãîâ, ¯®íâ®¬ã Pn(��(e!n+1)) = ��(Pn(e!n+1)) = ��(e!n).
�® ®¯à¥¤¥«¥­¨ï¬ 4{6 á¨áâ¥¬  f��(e!)g(!;�)2
��, £¤¥ ��(e!) = f��(e!n)gn2N, | ®àâ®¯®¤®¡­ ï

­¥®âà¨æ â¥«ì­ ï á¨áâ¥¬  à §«®¦¥­¨ï ¢ H (á á¨áâ¥¬®© ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ fHng
1
n=1 ¨ ¨­¤¥ªá ¬¨ ¨§


��).

� ¨¡®«¥¥ ¨§¢¥áâ­ë¬¨ ª®­â¨­ã «ì­ë¬¨ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ë¬¨ ®àâ®¯®¤®¡­ë¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨ à §-
«®¦¥­¨ï ï¢«ïîâáï ¢á¯«¥áª¨ �. � ¡®à  ¨ ¢á¯«¥áª¨ �¦.�®à«¥. �®ª ¦¥¬, çâ® ®­¨ áâà®ïâáï ¯®
¤®ª § ­­®© â¥®à¥¬¥ ­  ®á­®¢¥ ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ®¡®¡é¥­­®© ®àâ®¯®¤®¡­®© á¨áâ¥¬ë äã­ªæ¨©
fexp(2�i!x)g!2R, ®¯à¥¤¥«ïîé¥© ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ �ãàì¥ (á¬. § ¬¥ç ­¨¥ 4 ª ®¯à¥¤¥«¥­¨î 6).

�á¯«¥áª¨ � ¡®à . �®à®¦¤¥­­®¥ ®¤­®© äã­ªæ¨¥© w(x) á¥¬¥©áâ¢® äã­ªæ¨©

w�;�(x) = e2�i�xw(x� �);

£¤¥ ¯ à ¬¥âàë �, � ¨ ¯¥à¥¬¥­­ ï x ¨§ R, ­ §ë¢ îâ á¨áâ¥¬®© ¢á¯«¥áª®¢ � ¡®à . �á«¨ äã­ªæ¨ï
w 2 L2(R) ¨ kwkL2(R) = 1, â® ¤«ï «î¡®© äã­ªæ¨¨ f(x) 2 L2(R)

f(x) =
Z
R

Z
R

(f; w�;�)w�;�(x) d� d�;

£¤¥ ¯®á«¥¤­¨© ¨­â¥£à « ¯®­¨¬ ¥âáï ª ª ¯à¥¤¥« ¢ L2(R)Z
R

Z
j�j6A

(f; w�;�)w�;�(x) d� d�

¯à¨ A!1.
�â®â à¥§ã«ìâ â ¯à¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­®¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨ áã¬¬¨àã¥¬®áâ¨ ­  R äã­ªæ¨¨ w(x) ¡ë«

¯®«ãç¥­ �. � ¡®à®¬ [9] (¨«¨ á¬. [10], á. 317{320). � ¡®«¥¥ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥ ®­ ¨§«®¦¥­ ¢ [11], [12] ¨ ¢
[6].

�á«¨ ¤«ï � 2 R ¢§ïâì ®¯¥à â®àë ��(f)(x) = f(x)w(x� �), â®Z
R

�� � �
�
� d� =

Z
R

jw(�)j2 d� �E = E;

£¤¥ E | â®¦¤¥áâ¢¥­­ë© ®¯¥à â®à, ¨­â¥£à « ¡¥à¥âáï ®â äã­ªæ¨© á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ ­®à¬¨à®-
¢ ­­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ «¨­¥©­ëå ­¥¯à¥àë¢­ëå ®¯¥à â®à®¢. �á¯®«ì§ãï â¥®à¥¬ë 14 ¨ 9, ¬®¦­®
ª®­áâ â¨à®¢ âì, çâ® á¥¬¥©áâ¢® ¢á¯«¥áª®¢ � ¡®à  fw�;�(x)g(�;�)2R2 á ®¡ëç­®© ¬¥à®© �¥¡¥£  ­  R2

¡ã¤¥â ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© ®àâ®¯®¤®¡­®© á¨áâ¥¬®© à §«®¦¥­¨ï.

�á¯«¥áª¨ �®à«¥. �®à®¦¤¥­­®¥ ®¤­®© äã­ªæ¨¥©  (x) á¥¬¥©áâ¢® äã­ªæ¨©

 �;�(x) =
1p
j�j

 

�
x� �

�

�
;
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£¤¥ ¯ à ¬¥âà � 2 R n f0g, ¯ à ¬¥âà � 2 R ¨ ¯¥à¥¬¥­­ ï x 2 R, ­ §ë¢ îâ á¨áâ¥¬®© ¢á¯«¥áª®¢
�®à«¥. �á«¨ äã­ªæ¨ï  2 L2(R) ¨ Z

R

j b (�)j2
j�j

d� = 1;

£¤¥ b (�) | ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ �ãàì¥ äã­ªæ¨¨  (x), â® ¤«ï «î¡®© äã­ªæ¨¨ f(x) 2 L2(R)

f(x) =
Z
R

Z
R

(f;  �;�) �;�(x) d�
d�

�2
;

£¤¥ ¯®á«¥¤­¨© ¨­â¥£à « ¯®­¨¬ ¥âáï ª ª ¯à¥¤¥« ¢ L2(R)Z
j�j>"

Z
R

(f;  �;�) �;�(x) d�
d�

�2

¯à¨ "! +0.
�â®â à¥§ã«ìâ â ¯à¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­®¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨ áã¬¬¨àã¥¬®áâ¨ ­  R äã­ªæ¨¨  (x) ¡ë«

¯®«ãç¥­ �. �à®áá¬ ­­®¬ ¨ �¦.�®à«¥ [13] (¨«¨ [10], á. 325{329). � ¡®«¥¥ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥ ®­ ¨§«®¦¥­
¢ [11], [12] ¨ ¢ [6].

�á«¨ ¢§ïâì ¤«ï � 2 R n f0g ®¯¥à â®àë ��(f)(x) =
p
j�j b (�x)f(x), â®Z

R

�� � �
�
�

d�

�2
=
Z
R

j b (�x)j2 d�
�
�E = E;

£¤¥ E | â®¦¤¥áâ¢¥­­ë© ®¯¥à â®à, ¨­â¥£à « ¡¥à¥âáï ®â äã­ªæ¨© á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ ­®à¬¨-
à®¢ ­­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ «¨­¥©­ëå ­¥¯à¥àë¢­ëå ®¯¥à â®à®¢,   b | ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ �ãàì¥
äã­ªæ¨¨  (x). �á¯®«ì§ãï â¥®à¥¬ë 14 ¨ 9, ¬®¦­® ª®­áâ â¨à®¢ âì, çâ® á¥¬¥©áâ¢® ¢á¯«¥áª®¢
f
p
j�j b (�x)exp 2�i�x g(�;�)2R2 á ¬¥à®© ­  R2 , § ¤ ¢ ¥¬®© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «®¬ d�

�2
d�, ¡ã¤¥â ­¥®âà¨æ -

â¥«ì­®© ®àâ®¯®¤®¡­®© á¨áâ¥¬®© à §«®¦¥­¨ï. �à¨¬¥­¨¢ ª ­¥© ã­¨â à­ë© (á®åà ­ïîé¨© áª «ïà-
­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥) ®¯¥à â®à | ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ �ãàì¥, ¯®«ãç¨¬ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ãî ®àâ®¯®¤®¡­ãî
á¨áâ¥¬ã f �;�(x)g(�;�)2(Rnf0g)�R | á¨áâ¥¬ã ¢á¯«¥áª®¢ �®à«¥.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ [6] ®¡  ¯à¨¢¥¤¥­­ëå ¯à¨¬¥à  â ª¦¥ ¯®«ãç îâáï ¯à¨ ¯®¬®é¨ ­¥ª®â®à®© ®¡é¥©
ª®­áâàãªæ¨¨, á¢ï§ ­­®© á ã­¨â à­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ | ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬ �ãàì¥.

� § ª«îç¥­¨¥ áâ âì¨ ®â¬¥â¨¬, çâ® àï¤ ¯®áâà®¥­­ëå ¢ [6] á¨áâ¥¬ à §«®¦¥­¨ï ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì
 ­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬, ¨áå®¤ï ¨§ ­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ®¡®¡é¥­­ëå ®àâ®¯®¤®¡­ëå á¨áâ¥¬, á¢ï§ ­-
­ëå á ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬ �¨«ì¡¥àâ  (á¬. § ¬¥ç ­¨¥ 5 ª ®¯à¥¤¥«¥­¨î 4) ¨«¨ á ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬
�ãàì¥ ­  «®ª «ì­®-ª®¬¯ ªâ­®© â®¯®«®£¨ç¥áª®© £àã¯¯¥, ¨«¨ á ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬ �¨áá .
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