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Аннотация

Прямым методом Ляпунова доказана абсолютная линейная неустойчивость устано-
вившихся плоско-параллельных сдвиговых течений невязкой стратифицированной несжи-
маемой жидкости в поле силы тяжести по отношению к плоским возмущениям как
в приближении Буссинеска, так и без него. Строго описана область применимости извест-
ного необходимого условия линейной неустойчивости стационарных плоско-параллельных
сдвиговых течений идеальной неоднородной по плотности несжимаемой жидкости в поле
силы тяжести в приближении Буссинеска и без него – теоремы Майлса. Сконструированы
аналитические примеры иллюстративного плана.

Ключевые слова: идеальная стратифицированная жидкость, приближение Бусси-
неска, установившиеся течения, устойчивость, прямой метод Ляпунова, неустойчивость,
плоские возмущения, априорная оценка, теорема Майлса, аналитические решения, функ-
ции Бесселя, функции Уиттекера

Введение

В статье [1] прямым методом Ляпунова доказана абсолютная линейная неустой-
чивость установившихся плоско-параллельных сдвиговых течений невязкой стра-
тифицированной несжимаемой жидкости в поле силы тяжести относительно плос-
ких возмущений. Построена априорная экспоненциальная оценка снизу, которая
свидетельствует о нарастании со временем рассматриваемых возмущений. Полу-
чены достаточные условия практической неустойчивости данных стационарных
течений по отношению к малым плоским возмущениям.

В работе [2] также прямым методом Ляпунова доказана абсолютная линейная
неустойчивость установившихся плоско-параллельных сдвиговых течений идеаль-
ной неоднородной по плотности несжимаемой жидкости в поле силы тяжести отно-
сительно плоских возмущений в приближении Буссинеска. Сконструирована апри-
орная экспоненциальная нижняя оценка, свидетельствующая о росте изучаемых
возмущений во времени. Выведены достаточные условия практической неустойчи-
вости настоящих стационарных течений по отношению к малым плоским возму-
щениям. Указаны границы применимости теоремы Майлса и показан необходимый
и достаточный характер данной теоремы.
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В настоящей статье строгое описание области применимости теоремы Майлса
распространено на задачу линейной устойчивости установившихся плоско-парал-
лельных сдвиговых течений невязкой стратифицированной несжимаемой жидко-
сти в поле силы тяжести относительно плоских возмущений без приближения
Буссинеска. Кроме того, для уравнений движения идеальной неоднородной по
плотности несжимаемой жидкости в поле силы тяжести, которые линеаризова-
ны в окрестности исследуемых стационарных течений, в приближении Буссинеска
и без него найдены новые частные аналитические решения, наглядно демонстриру-
ющие, что подкласс малых плоских возмущений рассматриваемых установившихся
течений, который не подпадает под действие теоремы Майлса, не пуст.

1. Постановка задачи (в приближении Буссинеска)

Рассмотрим нестационарные плоские течения невязкой стратифицированной
несжимаемой жидкости в зазоре между двумя покоящимися непроницаемыми
твердыми параллельными неограниченными поверхностями в поле силы тяжести
в приближении Буссинеска [2]. В согласии с этим приближением пренебрегают из-
менениями плотности, когда речь идет об их влиянии на инерцию, но никак не
изменениями веса (или плавучести) жидкости [3].

Данные течения характеризуются эволюционными решениями начально-крае-
вой задачи вида [3–6]

ρ̂0Du = −px, ρ̂0Dv = −py − ρg, Dρ = 0, ux + vy = 0 в τ ;

v = 0 на ∂τ ; (1)

u(x, y, 0) = u0(x, y), v(x, y, 0) = v0(x, y),

где ρ̂0 ≡ const > 0 – средняя плотность жидкости, ρ(x, y, t) – ее возмущения;
u(x, y, t) , v(x, y, t) – составляющие поля скорости жидкости; p(x, y, t) – возмущения
поля давления; g ≡ const > 0 – модуль проекции вектора ускорения свободного
падения на ось ординат; D ≡ ∂/∂t+u∂/∂x+v∂/∂y – дифференциальный оператор;
x, y – декартовы координаты; τ ≡ {(x, y) : −∞ < x < +∞, 0 < y < H} –
область течения жидкости; ∂τ ≡ {(x, y) : −∞ < x < +∞, y = 0,H} – граница
области течения; u0, v0 – начальные компоненты поля скорости жидкости; t –
время; H ≡ const – ширина зазора между поверхностями. Нижними индексами
из независимых переменных здесь и далее обозначаются отвечающие им частные
производные искомых функций. Полагается, что начальные составляющие u0 и v0

поля скорости жидкости обращают в тождество четвертое соотношение смешанной
задачи (1). Более того, считается, что начальная компонента v0 поля скорости
жидкости удовлетворяет пятому равенству этой задачи.

Начально-краевая задача (1) имеет точные стационарные решения в форме

ρ = ρ0(y), u = U(y), v = 0, p = P (y) ≡ p0 − g

y∫

0

ρ0(y1) dy1, (2)

где ρ0, U – произвольные функции координаты y , p0 – аддитивная постоянная
величина, y1 – переменная интегрирования. Данные решения соответствуют уста-
новившимся плоско-параллельным сдвиговым течениям идеальной неоднородной
по плотности несжимаемой жидкости в зазоре между двумя неподвижными непро-
ницаемыми твердыми параллельными плоскостями в поле силы тяжести в прибли-
жении Буссинеска.
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Цель дальнейшего исследования заключается в том, чтобы выяснить, могут ли
стационарные решения (2) быть устойчивыми по отношению к малым плоским
возмущениям. Для этого проводится линеаризация смешанной задачи (1) около
точных стационарных решений (2), приводящая к начально-краевой задаче вида

ρ̂0

(
u′t + Uu′x + v′

dU

dy

)
= −p′x, ρ̂0(v′t + Uv′x) = −p′y − ρ′g,

ρ′t + Uρ′x + v′
dρ0

dy
= 0, u′x + v′y = 0 τ ;

(3)
v′ = 0 на ∂τ ;

u′(x, y, 0) = u′0(x, y), v′(x, y, 0) = v′0(x, y).

Здесь u′(x, y, t) , v′(x, y, t) , ρ′(x, y, t) , p′(x, y, t) – малые плоские возмущения по-
лей скорости u , v , плотности ρ и давления p ; u′0 , v′0 – начальные составляющие
возмущенного поля скорости жидкости.

К сожалению, линейного аналога интеграла энергии для смешанной задачи (3),
насколько нам известно, пока найти не удалось.

Далее прямым методом Ляпунова [7, 8] будет доказано, что установившиеся
течения (2) абсолютно неустойчивы (в теоретическом смысле, на полубесконечных
временных интервалах) относительно малых плоских возмущений [2].

При этом нарастающие малые плоские возмущения ищутся в подклассе неста-
ционарных плоских же течений, для которого эти возмущения служат отклонения-
ми траекторий движения жидких частиц от отвечающих настоящим траекториям
линий тока установившихся течений (2). Данные возмущения можно описать по-
средством поля лагранжевых смещений ξ (x, y, t) = (ξ1, ξ2) , определяемого уравне-
ниями [1, 2]

ξ1t = u′ − Uξ1x + ξ2
dU

dy
, ξ2t = v′ − Uξ2x. (4)

Для подкласса (4) малых плоских возмущений (3) линейный аналог интеграла
энергии представляет собой функционал в форме

E ≡ 1
2

+∞∫

−∞

H∫

0

[
ρ̂0

(
ξ2
1t + ξ2

2t − U2[ξ2
1x + ξ2

2x]
)− dρ0

dy
gξ2

2

]
dy dx = const. (5)

Знакопостоянством подынтегральное выражение (5) обладает исключительно
на состояниях покоя и только при наличии следующего условия на стационарные
распределения плотности ρ0 рассматриваемой жидкости: dρ0/dy ≤ 0 . Для устано-
вившихся же течений (2) знакопостоянства у подынтегрального выражения (5) нет.
Следовательно, условия устойчивости стационарных течений (2) по отношению к
малым плоским возмущениям (3), (4) не существует. Особо нужно отметить то об-
стоятельство, что в коэффициентах подынтегрального выражения (5) локальное
число Ричардсона

Ri ≡ − g

ρ̂0

dρ0

dy

(
dU

dy

)−2

(6)

отсутствует. Этот факт свидетельствует о том, что локальное число Ричардсона
(6) при формулировке условия устойчивости из энергетических соображений не
может быть использовано [9].
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Дальше в изучение вводится вспомогательный функционал вида [10]

M ≡ ρ̂0

+∞∫

−∞

H∫

0

(ξ2
1 + ξ2

2) dy dx.

Для данного функционала из свойства сохранения линейного аналога интеграла
энергии (5) со временем может быть получено дифференциальное неравенство

d2M

dt2
− 2λ

dM

dt
+ 2(λ2 + α)M ≥ 0 (7)

с параметром λ и постоянной α ≡ (g/ρ̂0) max
0≤y≤H

| dρ0/dy |> 0.

Утверждение 1. Если параметр λ > 0 , а на наряду с (7) выполнены допол-
нительные условия

M

(
πn

2
√

λ2 + 2α

)
> 0; n = 0, 1, 2, . . . ,

dM

dt

(
πn

2
√

λ2 + 2α

)
≥ 2

(
λ +

α

λ

)
M

(
πn

2
√

λ2 + 2α

)
,

M

(
πn

2
√

λ2 + 2α

)
≡ M(0) exp

(
πnλ

2
√

λ2 + 2α

)
,

dM

dt

(
πn

2
√

λ2 + 2α

)
≡ dM

dt
(0) exp

(
πnλ

2
√

λ2 + 2α

)
,

то с необходимостью будет вытекать априорная экспоненциальная оценка снизу

M(t) ≥ C exp(λt), (8)

где C – известная положительная постоянная величина [2] .

Доказательство утверждения 1 подробно изложено в [1, 10, 11], поэтому в на-
стоящей статье оно не приводится.

Надо заметить, что подкласс (4) решений линеаризованной начально-краевой
задачи (3), которые растут во времени в согласии с построенной оценкой (8), с до-
бавочными условиями

M(0) > 0,
dM

dt
(0) ≥ 2

(
λ +

α

λ

)
M(0)

при t = 0 на поле лагранжевых смещений ξ 0(x, y) и их производных по времени
(ξ t)0(x, y) первого порядка, не есть пустое множество [2].

Итак, соотношение (8) показывает, что согласно определению неустойчивости
по Ляпунову [7, 8], как минимум, одно малое плоское возмущение (3), (4) установив-
шихся плоско-параллельных сдвиговых течений (2) невязкой стратифицированной
несжимаемой жидкости нарастает со временем, при этом не медленнее, чем экс-
поненциально. Поскольку данное соотношение получено без привлечения любых
дополнительных требований ограничительного характера к стационарным тече-
ниям (2), то это обстоятельство и говорит об абсолютной теоретической неустой-
чивости последних относительно рассматриваемых малых плоских возмущений.

Далее осуществляется сравнение установленного результата с известным спект-
ральным результатом о неустойчивости стационарных плоско-параллельных сдви-
говых течений (2) идеальной неоднородной по плотности несжимаемой жидкости



160 А.А. ГАВРИЛЬЕВА и др.

в зазоре между двумя покоящимися непроницаемыми твердыми параллельными
бесконечными поверхностями в поле силы тяжести при наличии приближения
Буссинеска, полученным ранее методом интегральных соотношений для малых
плоских возмущений в виде нормальных волн, – теоремой Майлса [4–6, 12].

2. Теорема Майлса (в приближении Буссинеска)

Эволюционные решения линеаризованной смешанной задачи (3) из подкласса
(4) рассматриваются в форме нормальных волн вида

ξ1(x, y, t) ≡ f1(y) exp ik(x− ct), ξ2(x, y, t) ≡ f2(y) exp ik(x− ct),
(9)

p′(x, y, t) ≡ f3(y) exp ik(x− ct),

где f1, f2 и f3 – произвольные функции; i – мнимая единица; c ≡ cr + ici –
комплексная постоянная, k, cr, ci – вещественные постоянные.

Подстановка выражений (4), (9) в линеаризованную начально-краевую задачу
(3) приводит к заключению, что малые плоские возмущения ξ1 , ξ2 и p′ (3), (4)
в форме нормальных волн (9) будут удовлетворять линеаризованной смешанной
задаче (3), если функции f1, f2 и f3 будут, в свою очередь, служить решениями
системы алгебраического и обыкновенных дифференциальных уравнений

ρ̂0(c− U)2kf1 = if3,
(10)

ρ̂0(c− U)2k2f2 =
df3

dy
− g

dρ0

dy
f2, ikf1 +

df2

dy
= 0

с граничными условиями
f2 = 0 при y = 0,H. (11)

Путем исключения функций f1 и f3 из системы (10) получаем определяющее
соотношение для функции f2 – уравнение Тейлора –Голдстейна [4, 12]:

d2f2

dy2
− 2

c− U

dU

dy

df2

dy
−

(
k2 +

1
(c− U)2

g

ρ̂0

dρ0

dy

)
f2 = 0. (12)

Далее замена искомой функции f(y) ≡ (c − U)f2 позволяет записать краевую
задачу (11), (12) в следующем окончательном виде:

d2f

dy2
+

(
1

c− U

d2U

dy2
− k2 − 1

(c− U)2
g

ρ̂0

dρ0

dy

)
f = 0,

(13)
f = 0 при y = 0, H.

Утверждение 2. В приближении Буссинеска выполнение неравенства

Ri ≥ 1
4

(14)

для локального числа Ричардсона (6) в области τ течения жидкости представ-
ляет собой необходимое и достаточное условие устойчивости точных стацио-
нарных решений (2) смешанной задачи (1) по отношению к одному неполному
незамкнутому подклассу малых плоских возмущений (3) , (4) в форме нормаль-
ных волн (9) [2] .



ТЕОРЕМА МАЙЛСА И УРАВНЕНИЕ ТЕЙЛОРА–ГОЛДСТЕЙНА 161

Доказательство. Доказательство проводится методом интегральных соотно-
шений [4–6, 12].

Сначала в уравнении (13) делается замена искомой функции

f(y) ≡ (U(y)− c)1/2h(y),

потом соотношение, которое получается после замены, умножается на комплексно-
сопряженную функцию h∗ и наконец в итоговом выражении выделяется его мни-
мая часть:

ci

(
−

∣∣∣∣
dh

dy

∣∣∣∣
2

−k2 | h |2 +
| h |2

| U − c |2
(

dU

dy

)2(1
4
−Ri

))
= Im

[
d

dy

(
(U−c)h∗

dh

dy

)]
. (15)

Равенство (15) интегрируется по поперечному сечению зазора между двумя непо-
движными непроницаемыми твердыми параллельными плоскостями с примене-
нием граничных условий (13), что приводит к соотношению вида

ci

H∫

0

| h |2
| U − c |2

(
dU

dy

)2(1
4
− Ri

)
dy = ci

H∫

0

(∣∣∣∣
dh

dy

∣∣∣∣
2

+ k2 | h |2
)

dy > 0. (16)

Из выражения (16) вытекает, что экспоненциально растущие (ci > 0) малые плос-
кие возмущения (3), (4) в форме нормальных волн (9) могут превратить его в
тождество в том и лишь в том случае, когда Ri < 1/4 хотя бы в одной точке в
пределах области τ течения жидкости.

Однако, как наглядно будет продемонстрировано ниже, соотношение (16) сле-
дует из равенства (15) не для всех функций h .

В самом деле, если интеграл по поперечному сечению зазора между двумя по-
коящимися непроницаемыми твердыми параллельными бесконечными поверхнос-
тями от правой части выражения (15) переписать в виде

H∫

0

Im
(

d

dy

[
(U − c)h∗

dh

dy

])
dy = Im

( H∫

0

d

[
(U − c)h∗

dh

dy

])
=

= Im
[
(U(H)−c)h∗(H) lim

y→H

h(y)− h(H)
y −H

−(U(0)−c)h∗(0) lim
y→0

h(y)− h(0)
y − 0

]
, (17)

то из него вытекает возможность таких ситуаций, как

Im
[

lim
y→H

h(y)− h(H)
y −H

]
= ±∞ (18)

и/или

Im
[
lim
y→0

h(y)− h(0)
y − 0

]
= ±∞, (19)

когда функция dh/dy состоит из счетного набора ветвей. Примерами такого рода
функций dh/dy являются логарифмические и обратные тригонометрические функ-
ции.

Действительно, поскольку в формулировке краевой задачи (13) функции df/dy
нет, то отсутствует способ однозначного выбора той или иной ветви и функции
df/dy , и функции dh/dy . Следовательно, все ветви функции dh/dy равноправны,
и интеграл (17) должен зануляться для всего счетного набора ветвей функции
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dh/dy в целом, а это и служит поводом к возникновению неопределенностей типа
0 · (±∞) .

Из вышеизложенного вытекает, что функции h с производными dh/dy первого
порядка, содержащими в себе счетный набор ветвей, под действие теоремы Майлса
[4–6, 12] не подпадают. Именно они и будут доставлять контрпримеры к данной
теореме.

В результате теорема Майлса [4–6, 12] верна не для всех функций h (15),
а только для их частного класса с производными dh/dy , которые состоят из ко-
нечного числа ветвей. Это и свидетельствует о том, что: 1) условие теоретической
линейной устойчивости (14) носит как достаточный, так и необходимый характер,
причем относительно неполного незамкнутого подкласса малых плоских возмуще-
ний (3), (4) в форме нормальных волн (9), (16); 2) никаких противоречий между
теоремой Майлса [4–6, 12] и абсолютной теоретической линейной неустойчивостью
установившихся течений (2), полученной в настоящей статье, нет.

Ниже конструируется пример точных стационарных решений (2) смешанной
задачи (1) и наложенных на них малых плоских возмущений (3), (4), (9), (17)–
(19), на которые действие критерия (14) теоретической линейной устойчивости не
распространяется.

Пример (в приближении Буссинеска)

Рассматривается невязкая стратифицированная несжимаемая жидкость с ли-
нейными профилями установившегося поля продольной скорости U и стационар-
ного поля плотности ρ0 :

U ≡ by + b1, b, b1 > 0; ρ0 ≡ a− ρ̂0

g
y.

Здесь b, b1 и a – постоянные величины.
Тогда локальное число Ричардсона (6) есть Ri = 1/b2 , а краевая задача (13)

для уравнения Тейлора –Голдстейна примет следующий вид:

d2f

dy2
+

(
1

(c− by − b1)2
− k2

)
f = 0; f = 0 при y = 0, H. (20)

Без ограничения общности дифференциальное уравнение (20) может быть запи-
сано в форме

(c− by − b1)2
d2f

dy2
+ (1− k2(c− by − b1)2)f = 0. (21)

Общее решение последнего уравнения имеет вид

f(y) =
√

c− by − b1

[
C1Jν

(
i
k

b
[c− by − b1]

)
+ C2Yν

(
i
k

b
[c− by − b1]

)]
, (22)

где C1 , C2 – произвольные постоянные; ν = (1/2)
√

1− (2/b)2 ; Jν(y) , Yν(y) –
трансцендентные функции Бесселя [13].

Для того чтобы найденное общее решение (22) дифференциального уравнения
(21) было еще и решением краевой задачи (20) для уравнения Тейлора –Голдстейна
на отыскание собственных значений и собственных функций, необходимо выпол-
нение дисперсионного соотношения в форме

Jν

(
i
k

b
[c− b1]

)
Yν

(
i
k

b
[c− bH − b1]

)
= Yν

(
i
k

b
[c− b1]

)
Jν

(
i
k

b
[c− bH − b1]

)
. (23)
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Рис. 1

К сожалению, дисперсионное соотношение (23) слишком сложно, чтобы его корни
можно было найти в явном виде аналитическими методами.

Тем не менее, надо отметить, что функции Бесселя (22) обладают счетным набо-
ром ветвей [14], а как раз это и может быть причиной для возникновения ситуаций
(18), (19). В итоге, у малых плоских возмущений (3), (4), (9), (20)–(22) существует
реальная возможность не попасть под действие теоремы Майлса [4–6, 12] и нарас-
тать во времени вне зависимости от того, выполнен критерий (14) теоретической
линейной устойчивости либо нет (см. рис. 1, на котором представлено графическое
решение [10] дисперсионного соотношения (23) для случая, когда k = b = b1 =
= H ≡ 1 , Ri = 1 > 1/4 , так что cr ≈ 0.9996 , ci ≈ 0.0235 > 0).

Таким образом, утверждение 2 доказано.

3. Постановка задачи (без приближения Буссинеска)

Далее рассматриваются нестационарные плоские течения идеальной неоднород-
ной по плотности несжимаемой жидкости в зазоре между двумя неподвижными
непроницаемыми твердыми параллельными плоскостями в поле силы тяжести [1].

Данные течения могут быть охарактеризованы эволюционными решениями
смешанной задачи в форме [1, 4–6]

ρDu = −px, ρDv = −py − ρg, Dρ = 0, ux + vy = 0 в τ ;

v = 0 на ∂τ ; (24)

u(x, y, 0) = u0(x, y), v(x, y, 0) = v0(x, y).

Здесь ρ(x, y, t) и p(x, y, t) – поля плотности и давления жидкости соответственно.
Начально-краевая задача (24) имеет точные стационарные решения вида

ρ = ρ0(y) > 0, u = U(y), v = 0, p = P (y) ≡ p0 − g

y∫

0

ρ0(y1) dy1; p0 > 0. (25)

Эти решения отвечают установившимся плоско-параллельным сдвиговым тече-
ниям невязкой стратифицированной несжимаемой жидкости в зазоре между двумя
покоящимися непроницаемыми твердыми параллельными неограниченными по-
верхностями в поле силы тяжести.

Цель дальнейшего рассмотрения заключается в том, чтобы разобраться, будут
ли стационарные решения (25) устойчивы по отношению к малым плоским возму-
щениям. Для этого проводится линеаризация смешанной задачи (24) в окрестности
точных стационарных решений (25):

ρ0

(
u′t + Uu′x + v′

dU

dy

)
= −p′x, ρ0(v′t + Uv′x) = −p′y − ρ′g,
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ρ′t + Uρ′x + v′
dρ0

dy
= 0, u′x + v′y = 0 в τ ;

(26)
v′ = 0 на ∂τ ;

u′(x, y, 0) = u′0(x, y), v′(x, y, 0) = v′0(x, y).

Затем прямым методом Ляпунова доказывается, что установившиеся течения
(25) абсолютно неустойчивы в теоретическом смысле относительно малых плоских
возмущений [1].

Следуя п. 1 настоящей работы, растущие малые плоские возмущения вновь
разыскиваются в подклассе нестационарных плоских течений, описываемых при
помощи поля лагранжевых смещений ξ (4).

В подклассе (4) малых плоских возмущений (26) линейный аналог интеграла
энергии служит функционалом в форме

E ≡ 1
2

+∞∫

−∞

H∫

0

[
ρ0(ξ2

1t + ξ2
2t − U2[ξ2

1x + ξ2
2x])− dρ0

dy
gξ2

2

]
dy dx = const. (27)

Знакопостоянством подынтегральное выражение (27) обладает опять только на
состояниях покоя и лишь при выполнении такого условия на стационарные распре-
деления плотности ρ0 изучаемой жидкости, как dρ0/dy ≤ 0 . Для установившихся
же течений (25) знакопостоянства у подынтегрального выражения (27) нет. Следо-
вательно, условия устойчивости стационарных течений (25) по отношению к малым
плоским возмущениям не существует. Особо нужно подчеркнуть то, что в коэф-
фициентах подынтегрального выражения (27) локальное число Ричардсона

Ri ≡ − g

ρ0

dρ0

dy

(
dU

dy

)−2

(28)

снова отсутствует. Этот факт говорит о том, что локальное число Ричардсона (28)
опять не может быть использовано при формулировке условия устойчивости из
энергетический соображений.

Далее в рассмотрение вводится вспомогательный функционал вида [10]

M ≡
+∞∫

−∞

H∫

0

ρ0(ξ2
1 + ξ2

2) dy dx.

Для данного функционала, используя свойство неизменности линейного аналога
интеграла энергии (27) со временем, также можно получить дифференциальное
неравенство (7), но на этот раз с постоянной величиной α ≡ g max

0≤y≤H
|(dρ0/dy)ρ−1

0 | >
> 0.

Аналогично, если при параметре λ > 0 добавить к соотношению (7) дополни-
тельные условия утверждения 1, то из настоящего соотношения, в согласии с дан-
ными условиями, опять будет вытекать требуемая априорная экспоненциальная по
времени нижняя оценка (8). Это обстоятельство снова свидетельствует об абсолют-
ной теоретической неустойчивости установившихся плоско-параллельных сдвиго-
вых течений (25) идеальной неоднородной по плотности несжимаемой жидкости
относительно малых плоских возмущений (4), (26).

Далее полученный результат сопоставляется с известным спектральным резуль-
татом о неустойчивости стационарных плоско-параллельных сдвиговых течений
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(25) невязкой стратифицированной несжимаемой жидкости в зазоре между двумя
неподвижными непроницаемыми твердыми параллельными плоскостями в поле
силы тяжести, который был обнаружен ранее методом интегральных соотноше-
ний для малых плоских возмущений в форме нормальных волн, – теоремой типа
Майлса [4–6, 12].

4. Теорема типа Майлса (без приближения Буссинеска)

Исследуются эволюционные решения линеаризованной смешанной задачи (26)
в виде нормальных волн (4), (9). Выполняя выкладки по аналогии с формулами
(10)-(13), нетрудно получить краевую задачу для уравнения типа Тейлора –Голд-
стейна [5, 6] на нахождение собственных значений и собственных функций:

d

dy

(
ρ0

df

dy

)
+

(
d

dy

(
ρ0

dU

dy

)
1

c− U
− ρ0k

2 − dρ0

dy

g

(c− U)2

)
f = 0,

(29)
f = 0 при y = 0, H.

Утверждение 3. Неравенство

Ri ≥ 1
4

(30)

для локального числа Ричардсона (28) внутри области τ течения жидкости
является необходимым и достаточным условием устойчивости точных ста-
ционарных решений (25) начально-краевой задачи (24) по отношению к одному
неполному незамкнутому подклассу малых плоских возмущений (4) , (26) в виде
нормальных волн (9) .

Доказательство. Доказательство также проводится методом интегральных
соотношений [4–6, 12].

В самом деле, сначала в уравнении (29) осуществляется замена искомой функ-
ции

f(y) ≡ (U(y)− c)1/2h(y),

затем оно умножается на комплексно-сопряженную функцию h∗ и наконец выде-
ляется его мнимая часть:

ciρ0

(
−

∣∣∣∣
dh

dy

∣∣∣∣
2

−k2|h|2+
|h|2

|U − c|2
(

dU

dy

)2(1
4
−Ri

))
= Im

[
d

dy

(
ρ0(U−c)h∗

dh

dy

)]
. (31)

Интегрируя равенство (31) по поперечному сечению зазора между двумя покоя-
щимися непроницаемыми твердыми параллельными бесконечными поверхностями
с применением граничных условий (29), несложно установить соотношение в форме

ci

H∫

0

ρ0|h|2
|U − c|2

(
dU

dy

)2(1
4
− Ri

)
dy = ci

H∫

0

(
ρ0

∣∣∣∣
dh

dy

∣∣∣∣
2

+ ρ0k
2|h|2

)
dy > 0. (32)

Из равенства (32) вытекает, что экспоненциально нарастающие (ci > 0) малые
плоские возмущения (4), (26) в виде нормальных волн (9) могут обратить его в
тождество в том и только в том случае, когда Ri < 1/4 даже всего лишь в одной
точке области τ течения жидкости.

К сожалению, как будет показано дальше, соотношение (32) следует из равен-
ства (31) не для всех функций h .
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Действительно, если интеграл по поперечному сечению зазора между двумя
неподвижными непроницаемыми твердыми параллельными плоскостями от правой
части выражения (31) написать в форме

H∫

0

Im
(

d

dy

[
ρ0(U − c)h∗

dh

dy

])
dy = Im

( H∫

0

d

[
ρ0(U − c)h∗

dh

dy

])
=

= Im
[
ρ0(H)(U(H)− c)h∗(H) lim

y→H

h(y)− h(H)
y −H

−

−ρ0(0)(U(0)−c)h∗(0) lim
y→0

h(y)− h(0)
y − 0

]
, (33)

то из него будет вытекать возможность таких ситуаций, как

Im
[

lim
y→H

h(y)− h(H)
y −H

]
= ±∞ (34)

и/или

Im
[
lim
y→0

h(y)− h(0)
y − 0

]
= ±∞, (35)

когда функцию dh/dy составляет счетный набор ветвей.
В самом деле, так как в постановку краевой задачи (29) функция df/dy не

входит, нет способа однозначно выбрать ту или иную ветвь и данной функции,
и функции dh/dy . Следовательно, все ветви функции dh/dy равноправны, так
что интеграл (33) должен обнуляться для всего счетного набора ветвей функции
dh/dy в совокупности. Этот факт и представляет собой основание для порождения
неопределенностей вида 0 · (±∞) .

Из вышеизложенного вытекает, что функции h с производными dh/dy пер-
вого порядка, состоящими из счетного набора ветвей, под действие теоремы типа
Майлса (30) не подпадают. Они-то и будут составлять контрпримеры к настоящей
теореме.

Таким образом, теорема типа Майлса [4–6, 12] верна не для всех функций h (31),
а только для их частного класса с производными dh/dy , которые содержат в себе
конечное число ветвей. Данное обстоятельство говорит за то, что: 1) условие теоре-
тической линейной устойчивости (30) по своей природе и достаточно, и необходимо,
при этом относительно неполного незамкнутого подкласса малых плоских возму-
щений (4), (26) в форме нормальных волн (9), (32); 2) никаких противоречий между
теоремой типа Майлса [4–6, 12] и абсолютной теоретической линейной неустойчи-
востью стационарных течений (25), полученной в настоящей статье, не существует.

Далее строится пример точных стационарных решений (25) смешанной задачи
(24) и наложенных на эти решения малых плоских возмущений (4), (9), (26), (33)–
(35), на которые, в свою очередь, действие критерия (30) теоретической линейной
устойчивости не распространяется.

Пример (без приближения Буссинеска)

Рассматривается идеальная неоднородная по плотности несжимаемая жидкость
с линейным профилем установившегося поля продольной скорости U и экспонен-
циальным профилем стационарного поля плотности ρ0 :

U ≡ by + b1, b, b1 > 0; ρ0 ≡ b exp(−my), m ≡ const > 0.
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Рис. 2

В таком случае локальное число Ричардсона (28) превратится в Ri = mg/b2 ,
а краевая задача (29) для уравнения типа Тейлора –Голдстейна после замены ис-
комой функции f(y) на новую q(y) по формуле f(y) = exp(my/2)q(y) предстанет
в виде

d2q

dy2
+

(
− mb

c− by − b1
−

(
k2 +

m2

4

)
+

mg

(c− by − b1)2

)
q = 0,

(36)
q = 0 при y = 0, H.

Без ограничения общности дифференциальное уравнение (36) может быть перепи-
сано в форме

(c−by−b1)2
d2q

dy2
+

(
−mb(c− by − b1)−

(
k2 +

m2

4

)
(c− by − b1)2 + mg

)
q = 0. (37)

Общее решение уравнения (37) имеет вид

q(y) = C3Mm∗/k∗,ν(k∗(−c + by + b1)) + C4Wm∗/k∗,ν(k∗(−c + by + b1)), (38)

где m∗ ≡ m/b , g∗ ≡ g/b , ν =
√
−m∗g∗ + 1/4 , k∗ ≡

√
m∗2 + 4k2/b2 ; C3 , C4 – про-

извольные постоянные, а Mm∗/k∗,ν(y) , Wm∗/k∗,ν(y) – трансцендентные функции
Уиттекера [15].

Для того чтобы найденное общее решение (38) дифференциального уравнения
(37) было еще и решением краевой задачи (36) для уравнения типа Тейлора –
Голдстейна на отыскание собственных значений и собственных функций, требуется
выполнение дисперсионного соотношения в форме:

Mm∗/k∗,ν(k∗(−c + b1))Wm∗/k∗,ν(k∗(−c + bH + b1)) =

= Wm∗/k∗,ν(k∗(−c+b1))Mm∗/k∗,ν(k∗(−c+bH+b1)). (39)

К сожалению, для дисперсионного соотношения (39) также не удается найти корни
в явном виде аналитическими методами.

Однако надо заметить, что функции Уиттекера (38) обладают счетным набором
ветвей, за счет чего как раз и могут возникать ситуации (34), (35). Таким обра-
зом, для малых плоских возмущений (4), (9), (26), (36)–(38) условия теоремы типа
Майлса [4–6, 12] могут не иметь место, и эти возмущения могут расти во времени
независимо от того, выполнен критерий (30) теоретической линейной устойчивости
или нет (см. рис. 2, на котором показано графическое решение [10] дисперсионного
соотношения (39) при m = 0.1 , g = 10 , k = b = b1 = H ≡ 1 , Ri = 1 > 1/4 , так что
cr ≈ 1.9787 , ci ≈ 0.0002 > 0).

Доказательство утверждения 3 завершено.
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Заключение

В настоящей работе изучена задача линейной устойчивости установившихся
плоско-параллельных сдвиговых течений невязкой стратифицированной несжи-
маемой жидкости в зазоре между двумя покоящимися непроницаемыми твердыми
параллельными бесконечными поверхностями в поле силы тяжести как при нали-
чии приближения Буссинеска, так и без него.

Прямым методом Ляпунова доказано, что эти течения абсолютно неустойчивы
в теоретическом смысле по отношению к малым плоским возмущениям. Четко
очерчены границы области использования теоремы Майлса и обнаружено, что по
своему характеру данная теорема служит и достаточным, и необходимым утверж-
дением, причем относительно некоторых неполных незамкнутых подклассов рас-
сматриваемых возмущений. Следовательно, результаты, полученные методом ин-
тегральных соотношений для задач линейной устойчивости стационарных плоско-
параллельных сдвиговых течений идеальной неоднородной по плотности несжи-
маемой жидкости, нуждаются в строгом описании изучаемых частных классов
малых плоских возмущений, поскольку иначе они могут оказаться ошибочными.

Сконструированы аналитические примеры иллюстративного плана рассматри-
ваемых установившихся течений и наложенных на них малых плоских возмущений,
для которых теорема Майлса не верна и которые могут нарастать со временем вне
зависимости от того, верен критерий теоретической линейной устойчивости или
нет, при этом как в приближении Буссинеска, так и без него.

Построены дисперсионные соотношения (23), (39), включающие в себя комп-
лекснозначные трансцендентные функции Бесселя и Уиттекера. К сожалению,
ни аналитические, ни численные методы решения данных дисперсионных соот-
ношений пока не созданы. Поэтому проблема отыскания корней дисперсионных
соотношений (23), (39) остается открытой.
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Abstract

The linear stability problem of steady-state plane-parallel shear flows of a continuously
stratified inviscid incompressible fluid in the gravity field between two immovable imperme-
able solid planes is studied in and without the Boussinesq approximation. Using the Lyapunov
direct method, it is proved that these flows are absolutely unstable in the theoretical sense
with respect to small plane perturbations. The applicability domain boundaries of the known
necessary condition of the linear instability of steady-state plane-parallel shear flows of a con-
tinuously stratified inviscid incompressible fluid in the gravity field is strictly determined in
the Boussinesq approximation and without it (Miles theorem). It is found that this theorem
is, by its character, both sufficient and necessary statement with respect to some uncompleted
unclosed subclasses of studied perturbations. The analytical examples are constructed with
the view of illustrations of the mentioned stationary flows and small plane perturbations im-
posed on these flows. These perturbations are not under the Miles theorem and they increase
with time irrespective of the validity of the theoretical linear stability criterion in and without
the Boussinesq approximation. Therefore, the results derived earlier by other authors with
the help of the method of integral relations for the linear stability problems of steady-state
plane-parallel shear flows of a continuously stratified inviscid incompressible fluid demand strict
description for the studied partial classes of small plane perturbations as otherwise they can
be mistaken.

Keywords: ideal stratified fluid, Boussinesq approximation, stationary plane-parallel
shear flows, stability, Lyapunov direct method, instability, small plane perturbations, a priori
estimate, Miles theorem, analytical solutions, Bessel functions, Whittaker functions
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