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1. �ãáâì D = fz 2 C , jzj < 1g | ¥¤¨­¨ç­ë© ªàã£, T = fz 2 C , jzj = 1g | ¥£® £à ­¨æ ,
H(D) | ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å £®«®¬®àä­ëå ¢ D äã­ªæ¨©, m2(z) ¨ m(t) | ­®à¬¨à®¢ ­­ë¥ ¬¥àë
�¥¡¥£  á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢ ªàã£¥ D ¨ ­  ¥£® £à ­¨æ¥ T , X ¨ Y | ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  H(D). � «¥¥,
¯ãáâì fzkg1k=1, 0 < jzkj < 1, | ¯à®¨§¢®«ì­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥« â ª ï, çâ®
jzkj < jzk+1j, k 2 N , B(z; fzkg) | á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ �«ïèª¥ [1].

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �ª ¦¥¬, çâ® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ �«ïèª¥ B(z; fzkg) = B(z) ¯®à®¦¤ ¥â ®£à ­¨ç¥­-
­ë© ®¯¥à â®à

TB : (TBf)(z) =
Z
T

f(rt)B(tw)dm(t); z = rw;

ª®â®àë© ¤¥©áâ¢ã¥â ¨§ X ¢ Y (¨«¨ ï¢«ï¥âáï ¬ã«ìâ¨¯«¨ª â®à®¬ ¨§ X ¢ Y ), ¥á«¨ ¤«ï «î¡®©
äã­ªæ¨¨ f 2 X äã­ªæ¨ï TBf 2 Y .

B á«ãç ¥, ª®£¤  Q| ¯à®¨§¢®«ì­ ï £®«®¬®àä­ ï ¢ ªàã£¥ (¨«¨ ¯®«¨ªàã£¥)D äã­ªæ¨ï, ¯®«­®¥
®¯¨á ­¨¥ â¥å Q, ¤«ï ª®â®àëå ®¯¥à â®à TQ ¤¥©áâ¢ã¥â ®£à ­¨ç¥­­® ¨§ X ¢ Y , £¤¥ X ¨ Y |
à §«¨ç­ë¥ ¯ àë ¯à®áâà ­áâ¢ (ª« ááë � à¤¨ Hp, 0 < p < 1, ¯à®áâà ­áâ¢  á® á¬¥è ­­®© ­®à¬®©)
£®«®¬®àä­ëå ¢ ªàã£¥ (¯®«¨ªàã£¥) äã­ªæ¨©, ¡ë«® ¤ ­® ¢ [2]{[4].

�¥«ì áâ âì¨ | ­ å®¦¤¥­¨¥ ­¥®¡å®¤¨¬ëå ¨ ¤®áâ â®ç­ëå ãá«®¢¨© ­  B(z; fzkg), ¢ ç áâ­®áâ¨,
¢ â¥à¬¨­ å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ­ã«¥© fzkg

1
k=1 äã­ªæ¨¨ B(z; fzkg), ¯à¨ ª®â®àëå ®¯¥à â®à TB

ï¢«ï¥âáï ®£à ­¨ç¥­­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ¨§ X ¢ Y .

�â¬¥â¨¬, çâ® á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã â¥©«®à®¢áª¨¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨, à®áâ®¬ áà¥¤­¨åMp(B(m); r), £¤¥

Mp(f; r) =
Z
T

jf(rt)jpdm(t); r 2 (0; 1); f 2 H(D); 0 < p <1;

¨ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ ­ã«¥© fzkg ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© �«ïèª¥ ¨áá«¥¤®¢ «¨áì ¢ à ¡®â å ¬­®£¨å  ¢â®à®¢
(­ ¯à., [5], [6]).

2. �«ï ¨§«®¦¥­¨ï ®á­®¢­ëå à¥§ã«ìâ â®¢ áâ âì¨ ¯à¨¢¥¤¥¬

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ([1]). �ª ¦¥¬, çâ®
1) ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ �«ïèª¥B(z; fzkg) á ­ã«ï¬¨ fzkg1k=1 ï¢«ï¥âáï ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¬ (®¡®¡é¥­­®

¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¬), ¥á«¨

�(B) = inf
j
jB0(zj)j(1 � jzj j) > 0 (�
(B) = inf

j
jB0(zj)j(1� jzj j)


 > 0; 
 > 0);

2) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fzjg
1
j=1 (jzkj " 1) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î � à«¥á®­  (C), ¥á«¨

inf
j

Q
k 6=j

jzk�zj j

jzj�zkj
> 0, ¨ ãá«®¢¨î �ìî¬ ­  (N), ¥á«¨ sup

k�0

1�jzk+1j

1�jzkj
� 
, £¤¥ 
 < 1.

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©,

£à ­â ò 01-01-00992.
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� ¤ «ì­¥©è¥¬ ç¥à¥§ bB(n) ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì n-© ª®íää¨æ¨¥­â �¥©«®à  äã­ªæ¨¨ B(z; fzkg), ¨
£®¢®à¨âì, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fzkg1k=1 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (WN) ¨«¨ (CN) [6], ¥á«¨ ®­ 
¯à¥¤áâ ¢¨¬  ¢ ¢¨¤¥ ª®­¥ç­®£® ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬
(N) ¨ (C) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �¡®§­ ç¨¬ \¢¥á®¢ë¥" ¯à®áâà ­áâ¢  � à¤¨ ¨ �¥à£¬ ­ {�¦à¡ èï­  ¢
¥¤¨­¨ç­®¬ ªàã£¥ D [3] ç¥à¥§

Hp
�(D) =

(
f 2 H(D) : sup

r2(0;1)

Mp(f; r)(1� r)� <1; 0 < �; p <1

)
; Hp

o = Hp(D);

Ap
�(D) =

�
f 2 H(D) :

Z
D
jf(z)jp(1� jzj)�dm2(z) <1; 0 < p <1; �1 < � <1

�
:

� «¥¥ § ¯¨áì T 2 eB(X;Y ), £¤¥ X ¨ Y | ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  H(D), ®§­ ç ¥â, çâ® T | ®£à ­¨-
ç¥­­ë© ®¯¥à â®à, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¨§ X ¢ Y .

�¥®à¥¬  1. �ãáâì 1
2
< s � 1, � = � + 1, 2 � q � 1, 0 < t � 2. �®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï

à ¢­®á¨«ì­ë:
1) TB 2 eB(As

s=p+s�2(D); H
p(D)) ¤«ï ­¥ª®â®à®£® p, 1 � p, 1

s
� 1

p
< 1;

2) bB(k) = O
�
1
k

�
;

3) fzkg1k=1 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (WN);
4) TB 2 eB(Hq

�(D); H
t
�(D)).

�¥®à¥¬  2. a) �ãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fzkg1k=1 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (CN), 1�q<1,

0 < � < 1
q
, 1
�+1

< p � 1. �®£¤  TB 2 eB(Ap
p(�+1)�2(D), H

q(D)) ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤ 

1� jzkj = O
�
k�

1
1��q

�
.

b) �ãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fzkg
1
k=1 ­¥ª á â¥«ì­® áå®¤¨âáï ª 1,

1
�+ 1

< p � 1; � 2

�
1
2q
;
1
2

�
; 1 � q <1:

�®£¤  TB 2 eB(Ap
p(�+1)�2(D); H

q(D)) ¢ â®¬ ¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ 1� jzkj = O
�
k�

�q

1��q

�
.

�«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ á«¥¤ãîé¨å ¤¢ãå ãâ¢¥à¦¤¥­¨© ­ ¯®¬­¨¬ [1], çâ® äã­ªæ¨ï ' 2 H1(D)
­ §ë¢ ¥âáï ¢­ãâà¥­­¥©, ¥á«¨ j'(�)j = 1 ¯à¨ ¯®çâ¨ ¢á¥å � 2 T , ¯à¨ íâ®¬ ¯®çâ¨ ¢áî¤ã áãé¥áâ¢ã¥â
¯à¥¤¥« '(�) = lim

r!1�0
'(r�). � «¥¥ b'(n) | ª®íää¨æ¨¥­â �¥©«®à  äã­ªæ¨¨ ',   ç¥à¥§ ��

A(D)

(0 < � � 1) ®¡®§­ ç¨¬ ¨§¢¥áâ­ë¥ ª« ááë �¨¯è¨æ {�¨£¬ã­¤  [1] ¢ ªàã£¥ D.

�¥®à¥¬  3. �ãáâì ' | ¢­ãâà¥­­ïï äã­ªæ¨ï, 1
p
� 1 < s < 1

q
, p 2 (0; 1]. �®£¤  á«¥¤ãîé¨¥

ãá«®¢¨ï à ¢­®á¨«ì­ë:

1) T' 2 eB�Hp
s+1�1=p(D); H

p(D)
�
; 2)

1X
n=0

j b'(n)j2nsp <1:

�¥®à¥¬  4. a) �ãáâì f 2 H2(D), B(z; fzkg) | ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ �«ïèª¥,bB(k) = bB(k), ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fzkg
1
k=1 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (WN). �®£¤  á«¥¤ãîé¨¥

ãá«®¢¨ï à ¢­®á¨«ì­ë:

1) TBf 2 ��
A; 0 < � � 1; 2) sup

j
M1(f; jzj j)(1� jzj j)

1�� <1:

b) �ãáâì f 2 H2(D), B(z; fzkg) | ®¡®¡é¥­­® ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ �«ïèª¥,

�
(B) > 0, 
 � 4, bB(k) = bB(k), ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fzkg
1
k=1 ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (WN).

�®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï à ¢­®á¨«ì­ë:

1) TBf 2 A
1
�; � 2 (�1;1); 2) sup

j
M1(f; jzj j)(1 � jzj j)

�+3 <1:
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�â¬¥â¨¬ §¤¥áì, çâ® ¤®ª § â¥«ìáâ¢  áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ëå ¢ëè¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨© áãé¥áâ¢¥­­ë¬
®¡à §®¬ ®¯¨à îâáï ­  ¬¥â®¤ë, ¯à¨¬¥­¥­­ë¥ ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ®á­®¢­®£® à¥§ã«ìâ â  à ¡®âë
[2] ¨ à¥§ã«ìâ âë à ¡®â [6] ¨ [7].
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