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1. �¢¥¤¥­¨¥

�®¯à®á ® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ ­¥¯à¥àë¢­ëå äã­ªæ¨© ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå á ¯®¬®éìî áã¯¥à¯®§¨æ¨©
­¥¯à¥àë¢­ëå äã­ªæ¨© ¬ «®£® ç¨á«  ¯¥à¥¬¥­­ëå á®áâ ¢«ï« ï¤à® 13-© ¯à®¡«¥¬ë �¨«ì¡¥àâ .
�.�.�à­®«ì¤®¬ ¨ �.�.�®«¬®£®à®¢ë¬ ¡ë« ¯®«ãç¥­ ®â¢¥â [1], [2]: «î¡ãî ­¥¯à¥àë¢­ãî äã­ªæ¨î
¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì á ¯®¬®éìî ®¯¥à æ¨¨ áã¯¥à¯®§¨æ¨¨ á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬
â®«ìª® äã­ªæ¨¨ ¤¢ãå ¯¥à¥¬¥­­ëå.

� à ¡®â¥ �.�.�®«¬®£®à®¢  [3] ¤®ª § ­  â ª¦¥ ¢®§¬®¦­®áâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ­¥¯à¥àë¢­ëå
äã­ªæ¨© ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå á ¯®¬®éìî ­¥¯à¥àë¢­ëå äã­ªæ¨© ®¤­®£® ¯¥à¥¬¥­­®£®.

�®§¢à â ª ¢®¯à®áã ® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ äã­ªæ¨© ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå á ¯®¬®éìî áã¯¥à¯®§¨æ¨©
¨ áã¬¬ äã­ªæ¨© ®¤­®£® ¯¥à¥¬¥­­®£® á¢ï§ ­ á ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï¬¨ ­¥©à®­­ëå á¥â¥©. � ¯à¨ª« ¤­ëå
§ ¤ ç å  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¢ ¯®á«¥¤­¥¥ ¢à¥¬ï §­ ç¨â¥«ì­®¥ ¢­¨¬ ­¨¥ ã¤¥«ï¥âáï ãáâà®©áâ¢ ¬, ¢ë-
ç¨á«ïîé¨¬ áã¯¥à¯®§¨æ¨¨ ¯à®áâëå äã­ªæ¨© ®¤­®£® ¯¥à¥¬¥­­®£® ¨ ¨å «¨­¥©­ëå ª®¬¡¨­ æ¨©.
�â¨ ãáâà®©áâ¢  ¯®«ãç¨«¨ ­ §¢ ­¨¥ \¨áªãááâ¢¥­­ë¥ ­¥©à®­­ë¥ á¥â¨" (neural networks) [4], [5].
�ªâã «ì­ë¬ áâ ­®¢¨âáï ¢®¯à®á ® â®¬, ª ª¨¥ ¨¬¥­­® äã­ªæ¨¨ ¬®£ãâ ¡ëâì  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ ­ë.
�¬¥­­® ¯®íâ®¬ã ¢­®¢ì ®¦¨¢¨«áï ¨­â¥à¥á ª ª« áá¨ç¥áª®¬ã ¢®¯à®áã, ã ª®â®à®£® ¨¬¥îâáï ¤¢ 
¢ à¨ ­â : â®ç­ë© ¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ë©.

1. �®¦­® «¨ ¯®«ãç¨âì â®ç­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ äã­ªæ¨¨ ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå á ¯®¬®éìî áã-
¯¥à¯®§¨æ¨¨ äã­ªæ¨© ¬¥­ìè¥£® ç¨á«  ¯¥à¥¬¥­­ëå?

2. �®¦­® «¨ ¯®«ãç¨âì áª®«ì ã£®¤­® â®ç­ãî  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨î äã­ªæ¨¨ ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå á
¯®¬®éìî ­¥ª®â®àëå ¡®«¥¥ ¯à®áâëå äã­ªæ¨© ¨ ®¯¥à æ¨©?

�¥®à¥¬ë �®«¬®£®à®¢ -�à­®«ì¤  [1]{[3] ¯®á¢ïé¥­ë ¯¥à¢®¬ã ¢ à¨ ­âã ¢®¯à®á . � ¨¡®«¥¥
¨§¢¥áâ­ë¬ à¥§ã«ìâ â®¬, ª á îé¨¬áï ¢â®à®£® ¢ à¨ ­â  ¢®¯à®á , ï¢«ï¥âáï â¥®à¥¬  �â®ã­ -
�¥©¥àèâà áá  [6].

� à ¬ª å ¯¥à¢®£® ¢ à¨ ­â  ¢®¯à®á  ®á®¡ë© ¨­â¥à¥á ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ª®­áâàãªæ¨¨, ¢ ª®â®àëå
¤«ï â®ç­®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¢á¥å äã­ªæ¨© ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå ¨á¯®«ì§ã¥âáï ®¤¨­ ¨ â®â ¦¥ ­ ¡®à
äã­ªæ¨© ®¤­®£® ¯¥à¥¬¥­­®£®. �à ¤¨æ¨®­­® áç¨â ¥âáï, çâ® íâ¨ äã­ªæ¨¨ ¤®«¦­ë ¨¬¥âì ¢¥áì¬ 
á¯¥æ¨ «ì­ë© ¨ ¤®¢®«ì­® íª§®â¨ç¥áª¨© ¢¨¤ (­ ¯à., ª ª ¢ à ¡®â¥ �.�.�®«¬®£®à®¢  [3], £¤¥ ¨á-
¯®«ì§®¢ «¨áì áãé¥áâ¢¥­­® ­¥£« ¤ª¨¥ äã­ªæ¨¨).

� ¯à®â¨¢, á¢®¡®¤  ¢ ¢ë¡®à¥ äã­ªæ¨© ®¤­®£® ¯¥à¥¬¥­­®£® ¤«ï à¥è¥­¨ï ¢â®à®£® ¢ à¨ ­â 
¢®¯à®á  ¯à¨ â®¬ ¦¥ á ¬®®£à ­¨ç¥­¨¨ (®¤¨­ ­ ¡®à äã­ªæ¨© ®¤­®£® ¯¥à¥¬¥­­®£® | ¤«ï ¯à¨-
¡«¨¦¥­­®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ¢á¥å äã­ªæ¨© ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå) ®ç¥­ì ¢¥«¨ª . �«ï íâ®£® ¬®¦­®
¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à ªâ¨ç¥áª¨ «î¡ãî ­¥«¨­¥©­ãî äã­ªæ¨î ¨ ¤®áâ â®ç­® ¢á¥£® ®¤­®©, çâ® ¡ë«®
¤®ª § ­® ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ­¥©à®­­ëå á¥â¥© [7] (á¬. â ª¦¥ [8]{[11]).

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ¯®¤¤¥à¦ª¥ �à á­®ïàáª®£® ªà ¥¢®£® ä®­¤  ­ ãª¨, £à ­â 6F0124.
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� ¤ ­­®© áâ âì¥ ¤®ª §ë¢ îâáï â¥®à¥¬ë, ®â­®áïé¨¥áï ª ¯¥à¢®¬ã ¢ à¨ ­âã ¢®¯à®á  (â®ç-
­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥). � ç áâ­®áâ¨, ¯®ª § ­®, çâ® ¬®¦­® â®ç­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì «î¡®© ¬­®£®ç«¥­ ®â
¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå á ¯®¬®éìî áã¯¥à¯®§¨æ¨© ¯à®¨§¢®«ì­®£® ­¥«¨­¥©­®£® ¬­®£®ç«¥­  ®â ®¤­®£®
¯¥à¥¬¥­­®£® ¨ «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨©. �â¨ â¥®à¥¬ë ¯®§¢®«¨«¨ ¤®ª § âì ®¡®¡é¥­­ãî  ¯¯à®ªá¨¬ -
æ¨®­­ãî â¥®à¥¬ã �â®ã­ -�¥©¥àèâà áá .

2. �®«ã£àã¯¯ë ¬­®£®ç«¥­®¢ ®â ®¤­®£® ¯¥à¥¬¥­­®£®

�ãáâì R[X] | ª®«ìæ® ¬­®£®ç«¥­®¢ ®â ®¤­®£® ¯¥à¥¬¥­­®£® ­ ¤ ¯®«¥¬ R å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ 0,
E � R[X] { «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¬­®£®ç«¥­®¢ ­ ¤ R.

�¥®à¥¬  1. �á«¨ E § ¬ª­ãâ® ®â­®á¨â¥«ì­® áã¯¥à¯®§¨æ¨¨ ¬­®£®ç«¥­®¢, á®¤¥à¦¨â ¢á¥

¬­®£®ç«¥­ë ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨ ¨ å®âï ¡ë ®¤¨­ ¬­®£®ç«¥­ p(x) áâ¥¯¥­¨ m > 1, â® E = R[X].

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¬¥â¨¬, çâ® áâ¥¯¥­ì ¬­®£®ç«¥­  p0(x)=p(x + 1) � p(x) à ¢­  m � 1, ¨
p0(x) 2 E, â. ª. E á®¤¥à¦¨â ¬­®£®ç«¥­ë ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨ (¯®íâ®¬ã x + 1 2 E), § ¬ª­ãâ® ®â­®á¨-
â¥«ì­® áã¯¥à¯®§¨æ¨¨ (¯®íâ®¬ã p(x + 1) 2 E) ¨ «¨­¥©­ëå ®¯¥à æ¨© (¯®íâ®¬ã p0(x) 2 E). �á«¨
m > 2, â® ¯®­¨¦ ¥¬ áâ¥¯¥­ì á ¯®¬®éìî ª®­¥ç­ëå à §­®áâ¥© (¯¥à¥å®¤¨¬ ª p0, p00 ¨ â. ¤.), ¯®ª  ­¥
¯®«ãç¨¬ ¬­®£®ç«¥­ ¢â®à®© áâ¥¯¥­¨. �ëç¨â ï ¨§ ­¥£® «¨­¥©­ãî ç áâì ¨ ã¬­®¦ ï ­  ª®­áâ ­âã,
¯®«ãç ¥¬ x2 2 E. �®íâ®¬ã ¤«ï «î¡®£® f 2 E ¨¬¥¥¬ f 2 2 E (â. ª. E | ¯®«ã£àã¯¯ ). � «ì­¥©è¥¥
®ç¥¢¨¤­® ¢ á¨«ã â®¦¤¥áâ¢ 

fg =
1
2
[(f + g)2 � f 2 � g2];

  á ¯®¬®éìî ã¬­®¦¥­¨ï ¨ á«®¦¥­¨ï ¬­®£®ç«¥­®¢ ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨ ¯®à®¦¤ ¥âáï ¢á¥ ª®«ìæ®
R[X].

3. �à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¬­®£®ç«¥­®¢ ®â ¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå

�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§R[X1; : : : ;Xn] ª®«ìæ® ¬­®£®ç«¥­®¢ ®â n ¯¥à¥¬¥­­ëå ­ ¤ ¯®«¥¬R å à ªâ¥à¨-
áâ¨ª¨ 0. �ãáâì p| ¬­®£®ç«¥­ ®â ®¤­®£® ¯¥à¥¬¥­­®£®, Ep[X1; : : : ;Xn] | ¬­®¦¥áâ¢® ¬­®£®ç«¥­®¢
®â n ¯¥à¥¬¥­­ëå, ª®â®à®¥ ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¨§ p ¨ ¬­®£®ç«¥­®¢ ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å
R[X1; : : : ;Xn], á ¯®¬®éìî ®¯¥à æ¨© áã¯¥à¯®§¨æ¨¨, á«®¦¥­¨ï ¨ ã¬­®¦¥­¨ï ­  ç¨á«®.

�«¥¤ãîé¨¥ ¤¢  ¯à¥¤«®¦¥­¨ï ¤ îâ ã¤®¡­ãî ¤«ï ¤ «ì­¥©è¥£® å à ªâ¥à¨§ æ¨îEp[X1; : : : ;Xn]
¨ á«¥¤ãîâ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨©.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1. �­®¦¥áâ¢® Ep[X1; : : : ;Xn] ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ­ ¤ R ¨

¤«ï «î¡®£® ¬­®£®ç«¥­  g(x1; : : : ; xn) ¨§ Ep[X1; : : : ;Xn]

p(g(x1; : : : ; xn)) 2 Ep[X1; : : : ;Xn]:

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 2. �«ï ¤ ­­®£® p á¥¬¥©áâ¢® «¨­¥©­ëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ L � R[X1; : : : ; Xn],
á®¤¥à¦ é¨å ¢á¥ ¬­®£®ç«¥­ë ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨ ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î:

¥á«¨ g(x1; : : : ; xn) 2 L; â® p(g(x1; : : : ; xn)) 2 L;

§ ¬ª­ãâ® ®â­®á¨â¥«ì­® ¯¥à¥á¥ç¥­¨©. �¨­¨¬ «ì­ë¬ ¯® ¢ª«îç¥­¨î í«¥¬¥­â®¬ íâ®£® á¥¬¥©-

áâ¢  ï¢«ï¥âáï Ep[X1; : : : ; Xn].

�«ï «î¡®£® «¨­¥©­®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  E � R[X1; : : : ;Xn] à áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢®  «£¥¡à -
¨ç¥áª¨å ã­ à­ëå ®¯¥à æ¨©, ª®â®àë¥ ¯¥à¥¢®¤ïâ í«¥¬¥­âë E ¢ í«¥¬¥­âë E,

PE = fp 2 R[X] j p(g(x1; : : : ; xn)) 2 E ¤«ï «î¡®£® g(x1; : : : ; xn) 2 Eg: (1)

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 3. �«ï «î¡®£® «¨­¥©­®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  E � R[X1; : : : ;Xn] ¬­®¦¥áâ¢®

¯®«¨­®¬®¢ PE ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ­ ¤ R, § ¬ª­ãâ® ®â­®á¨â¥«ì­® áã¯¥à¯®§¨-

æ¨¨ ¨ á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ®¤­®à®¤­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨. �á«¨ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® E

á®¤¥à¦¨â 1,   PE ¢ª«îç ¥â å®âï ¡ë ®¤¨­ ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ m > 1 (â. ¥. ­¥«¨­¥©­ë©), â®
PE = R[X].
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¬ª­ãâ®áâì PE ®â­®á¨â¥«ì­® áã¯¥à¯®§¨æ¨¨ á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï, ¢á¥
®¤­®à®¤­ë¥ ¯®«¨­®¬ë ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨ ¢å®¤ïâ ¢ PE, ¯®áª®«ìªã E ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯à®áâà ­-
áâ¢®¬, ®âáî¤  â ª¦¥ á«¥¤ã¥â, çâ® PE ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬. � ª®­¥æ, ¥á«¨ 1 2 E
¨ PE á®¤¥à¦¨â ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ m > 1, â® 1 2 PE, â®£¤  PE = R[X] ¯® â¥®à¥¬¥ 1.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì E � R[X1; : : : ;Xn] | «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, PE á®¤¥à¦¨â å®âï

¡ë ®¤¨­ ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ m > 1 ¨ 1 2 E, â®£¤  E ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬ (á ¥¤¨­¨æ¥©).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® ¯à¥¤«®¦¥­¨î 3 ¢ ãá«®¢¨ïå â¥®à¥¬ë PE = R[X]. � ç áâ­®áâ¨, x2 2 PE.
�â® ®§­ ç ¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£® f 2 E â ª¦¥ ¨ f 2 2 E. �®íâ®¬ã ¤«ï «î¡ëå f; g 2 E  ­ «®£¨ç­®
¤®ª § â¥«ìáâ¢ã â¥®à¥¬ë 1 ¯®«ãç ¥¬ fg 2 E.

�¥®à¥¬  3. �«ï «î¡®£® ¬­®£®ç«¥­  p áâ¥¯¥­¨ m > 1

Ep[X1; : : : ;Xn] = R[X1; : : : ;Xn]:

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¬¥â¨¬, çâ® E = Ep[X1; : : : ; Xn] | «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢
R[X1; : : : ;Xn], PE á®¤¥à¦¨â å®âï ¡ë ®¤¨­ ¬­®£®ç«¥­ (p) áâ¥¯¥­¨ m > 1 ¨ E á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ¬­®-
£®ç«¥­ë ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨ (¨ ¯®íâ®¬ã â ª¦¥ 1). � á¨«ã â¥®à¥¬ë 2 E ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬,   â. ª. ®­®
á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ¬­®£®ç«¥­ë ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨, â® á®¢¯ ¤ ¥â á R[X1; : : : ;Xn], ¯®áª®«ìªã, ¨á¯®«ì§ãï
ã¬­®¦¥­¨¥ ¨ á«®¦¥­¨¥, ¨§ íâ¨å ¬­®£®ç«¥­®¢ ¯®«ãç¨¬ «î¡®©.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§ p ¨ ¬­®£®ç«¥­®¢ ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨ á ¯®¬®éìî ®¯¥à æ¨© áã¯¥à¯®§¨æ¨¨, á«®-
¦¥­¨ï ¨ ã¬­®¦¥­¨ï ­  ç¨á«® ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¢á¥ í«¥¬¥­âë R[X1; : : : ;Xn].

4. �¡®¡é¥­­ ï â¥®à¥¬  �â®ã­ -�¥©¥àèâà áá 

�à®¨««îáâà¨àã¥¬ ­¥ª®â®àë¥ ¯à¨«®¦¥­¨ï ¯®«ãç¥­­ëå â¥®à¥¬. �ãáâì ¤ «¥¥R| ¯®«¥ ¢¥é¥-
áâ¢¥­­ëå ç¨á¥«, X | ª®¬¯ ªâ­®¥ â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, C(X) | ¯à®áâà ­áâ¢® ­¥¯à¥-
àë¢­ëå äã­ªæ¨© ­  X á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ R. � â¥®à¥¬¥ �â®ã­ -�¥©¥àèâà áá  à áá¬ âà¨¢ îâáï
¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  C(X), á®áâ®ïé¨¥ ¨§ äã­ªæ¨©, à §¤¥«ïîé¨å â®çª¨ ¢ X: ¥á«¨ â ª®¥ ¯®¤¯à®-
áâà ­áâ¢® § ¬ª­ãâ®, ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬ ¨ á®¤¥à¦¨â 1, â® ®­® á®¢¯ ¤ ¥â á® ¢á¥¬ C(X).

�á­®¢­®© á¬ëá« á«¥¤ãîé¨å ¤¢ãå â¥®à¥¬ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ®­¨ ¯®§¢®«ïîâ ¢ â¥®à¥¬¥ �â®ã­ -
�¥©¥àèâà áá  à áá¬ âà¨¢ âì ­¥ â®«ìª® ª®«ìæ  (á ®¡ëç­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ í«¥¬¥­â®¢), ­® ¨
¯à®¨§¢®«ì­ë¥  «£¥¡àë á «î¡ë¬¨ ­¥«¨­¥©­ë¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨.

�ãáâì E � C(X) { «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®. �®åà ­¨¬ ®¡®§­ ç¥­¨¥ (1). �­ «®£¨ç­® ¯à¥¤-
«®¦¥­¨î 3 ¨ â¥®à¥¬¥ 2 ä®à¬ã«¨àãîâáï ¨ ¤®ª §ë¢ îâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 4. �«ï «î¡®£® «¨­¥©­®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  E � C(X) ¬­®¦¥áâ¢® ¯®«¨­®-

¬®¢ PE ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ ­ ¤ R, § ¬ª­ãâ® ®â­®á¨â¥«ì­® áã¯¥à¯®§¨æ¨¨ ¨

á®¤¥à¦¨â ¢á¥ ®¤­®à®¤­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨. �á«¨ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® E á®¤¥à-

¦¨â 1,   PE ¢ª«îç ¥â å®âï ¡ë ®¤¨­ ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ m > 1, â® PE = R[X].

�¥®à¥¬  4. �ãáâì E � C(X) | § ¬ª­ãâ®¥ «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¨ E á®¤¥à¦¨â 1,  
PE ¢ª«îç ¥â å®âï ¡ë ®¤¨­ ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ m > 1. �®£¤  E ï¢«ï¥âáï ª®«ìæ®¬ (á ¥¤¨­¨æ¥©).

�¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¨§ â¥®à¥¬ë �â®ã­ -�¥©¥àèâà áá  ¨ â¥®à¥¬ë 4 ¯®«ãç ¥¬ á«¥¤ãîéãî ®¡®¡-

é¥­­ãî  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ãî â¥®à¥¬ã.

�¥®à¥¬  5. �ãáâì E � C(X) | § ¬ª­ãâ®¥ «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, äã­ªæ¨¨ ¨§ E

à §¤¥«ïîâ â®çª¨ ¢ X, E á®¤¥à¦¨â 1,   PE ¢ª«îç ¥â å®âï ¡ë ®¤¨­ ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ m > 1.
�®£¤  E = C(X).
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�à¨¢¥¤¥¬ ¡¥§ ¯®¤à®¡­®£® ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®¡®¡é¥­­ãî  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ãî â¥®à¥¬ã ¤«ï ¯à®-
¨§¢®«ì­ëå ­¥¯à¥àë¢­ëå (  ­¥ â®«ìª® ¯®«¨­®¬¨ «ì­ëå) ®¯¥à æ¨© ­  C(X). � áá¬®âà¨¬ ¯à®-
áâà ­áâ¢® C(R) ­¥¯à¥àë¢­ëå äã­ªæ¨© ­  ¢¥é¥áâ¢¥­­®© ®á¨ R ¢ â®¯®«®£¨¨ à ¢­®¬¥à­®© áå®-
¤¨¬®áâ¨ ­  ª®¬¯ ªâ å. �à®áâà ­áâ¢® C(R) ï¢«ï¥âáï ¯®«ã£àã¯¯®© ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨¨ áã-
¯¥à¯®§¨æ¨¨ äã­ªæ¨© (f � g)(x) = f(g(x)). �¤¨­¨æ¥© ¢ íâ®© ¯®«ã£àã¯¯¥ ï¢«ï¥âáï äã­ªæ¨ï id
(id (x) = x).

�¥®à¥¬  50. �ãáâì E | § ¬ª­ãâ®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ C(X), 1 2 E, í«¥¬¥­âë E à §¤¥-

«ïîâ â®çª¨ ¢ X ¨ ¤«ï ­¥ª®â®à®© ­¥«¨­¥©­®© äã­ªæ¨¨ f ¨§ C(R) ¨ «î¡®© äã­ªæ¨¨ g ¨§ E

äã­ªæ¨ï f(g(x)) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â E. �®£¤  E = C(X).

� ª ¦¥, ª ª ¨ ¤«ï â¥®à¥¬ë 5, ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¡ §¨àã¥âáï ­  ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ ¬­®¦¥áâ¢  â¥å f
¨§ C(R), ¤«ï ª®â®àëå ¯à¨ ¤ ­­®¬ E ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë,   â ª¦¥ ­  â¥®à¥¬¥ ® ¯®«­®â¥
¯®«ã£àã¯¯ ­¥¯à¥àë¢­ëå äã­ªæ¨©,  ­ «®£¨ç­®© â¥®à¥¬¥ 1.

�¥®à¥¬  10. �ãáâì E| § ¬ª­ãâ®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ C(R), ï¢«ïîé¥¥áï ¯®¤¯®«ã£àã¯¯®©,
1 2 E ¨ id 2 E. �®£¤  «¨¡® E = C(R), «¨¡® E | ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨© ( f(x) =
ax+ b). � ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ E á®¤¥à¦¨â å®âï ¡ë ®¤­ã äã­ªæ¨î, ­¥ ï¢«ïîéãîáï «¨­¥©­®©, â®

E = C(R).

�¢â®à ¡« £®¤ à¥­ �.�. �¨«¥¢ã ¨ �.�.�­®«î §  ¯®«¥§­®¥ ®¡áã¦¤¥­¨¥.
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