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�¢¥¤¥¨¥

� ®¨ç¥áª¨¥ â¨¯ë ¯ àë ¡¨«¨¥©ëå ä®à¬ ¢ ¢¥é¥áâ¢¥®¬ «¨¥©®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ ¡ë«¨
 ©¤¥ë ¢ [1]. � ¨å ¯®¬®éìî ¢ [2] ¡ë«¨ ¯®§¤¥¥ ®¯à¥¤¥«¥ë ä®à¬ë ¯à®¥ªâ¨¢®-íª¢¨¢ «¥âëå
à¨¬ ®¢ëå á¢ï§®áâ¥©.

� [3] á ¯®¬®éìî â¥å ¦¥ ª ®¨ç¥áª¨å â¨¯®¢ ¡¨«¨¥©ëå ä®à¬ ¡ë«¨  ©¤¥ë H-¯à®¥ªâ¨¢®-
íª¢¨¢ «¥âë¥ à¨¬ ®¢ë á¢ï§®áâ¨ ç¥âëà¥å¬¥àëå ª¥«¥à®¢ëå ¬®£®®¡à §¨©. �¤ ª®, ¤ ¦¥ ¢
ç¥âëà¥å¬¥à®¬ á«ãç ¥ ¨á¯®«ì§®¢ ¨¥ ¢¥é¥áâ¢¥ëå ª ®¨ç¥áª¨å â¨¯®¢ ¯à¨¢®¤¨â ª ¡®«ìè¨¬
¢ëç¨á«¨â¥«ìë¬ âàã¤®áâï¬. �â® ãª §ë¢ ¥â   ¥®¡å®¤¨¬®áâì ¨á¯®«ì§®¢ ¨ï ª ®¨ç¥áª¨å â¨-
¯®¢, ª®â®àë¥ ãç¨âë¢ «¨ ¡ë ª®¬¯«¥ªáãî áâàãªâãàã ª á â¥«ì®£® ¯à®áâà áâ¢ . �¯à¥¤¥«¥¨î
ãª § ëå â¨¯®¢ ¯®á¢ïé¥   áâ®ïé ï áâ âìï.

�¥®¡å®¤¨¬® § ¬¥â¨âì, çâ®  ©¤¥ë¥  ¬¨ ª ®¨ç¥áª¨¥ â¨¯ë ¯ àë íà¬¨â®¢ëå ä®à¬ å®à®-
è® á®£« áãîâáï ¯® á¢®¥¬ã ¢¨¤ã á ¡«®ª ¬¨ ¬ âà¨æ, ¢®§¨ª îé¨å ¢ á«ãç ¥ ¯ à á¨¬¬¥âà¨çëå
ä®à¬ ¨ á¨¬¬¥âà¨ç®© ¨  â¨á¨¬¬¥âà¨ç®© ä®à¬, ¨áá«¥¤®¢ ëå ¢ [4], [5]. �ª § ë¥ áâ âì¨
¯®á¢ïé¥ë ¨§ãç¥¨î B-¯à®áâà áâ¢ ¨ S-¯à®áâà áâ¢2, ç áâë¬ á«ãç ¥¬ ª®â®àëå ï¢«ïîâáï ª¥-
«¥à®¢ë ¬®£®®¡à §¨ï. �¬¥îé ïáï   «®£¨ï ¢¨¤®¢ ¡¨«¨¥©ëå ä®à¬ ¯®§¢®«ï¥â ¯à¥¤¯®«®¦¨âì,
çâ® ¯®«ãç¥ë¥  ¬¨ à¥§ã«ìâ âë ¬®£ãâ ¡ëâì ®¡®¡é¥ë   ¡®«¥¥ è¨à®ª¨© ª« áá ¯à®áâà áâ¢ á
 «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ áâàãªâãà ¬¨.

� ¯®¬®éìî à¥§ã«ìâ â®¢, ¯®«ãç¥ëå ¢ ¤ ®© à ¡®â¥,  ¢â®à®¬ ®¯à¥¤¥«¥ë H-¯à®¥ªâ¨¢®
íª¢¨¢ «¥âë¥ à¨¬ ®¢ë á¢ï§®áâ¨   ª¥«¥à®¢®¬ ¬®£®®¡à §¨¨ ¯à®¨§¢®«ì®© à §¬¥à®áâ¨ ¨
á¨£ âãàë [6].

� ¡®â  á®áâ®¨â ¨§ âà¥å à §¤¥«®¢. � ¯¥à¢®¬ à §¤¥«¥ ¨§« £ îâáï ¥®¡å®¤¨¬ë¥ á¢¥¤¥¨ï ®
ª®¬¯«¥ªáëå ¨ íà¬¨â®¢ëå «¨¥©ëå ¯à®áâà áâ¢ å,   â ª¦¥ ¢¢®¤¨âáï ¯®ïâ¨¥ ¯à¨¢¥¤¥®©
å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ �¥£à¥ íà¬¨â®¢®© ä®à¬ë. �® ¢â®à®¬ à §¤¥«¥ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª ®¨ç¥áª¨¥ â¨-
¯ë ¯ àë íà¬¨â®¢ëå ä®à¬ a, g ¢ á«ãç ¥ ¢¥é¥áâ¢¥ëå ª®à¥© å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ãà ¢¥¨ï
det(a� �g). � âà¥âì¥¬ à §¤¥«¥ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ª ®¨ç¥áª¨¥ â¨¯ë ¢ á«ãç ¥ ª®¬¯«¥ªáëå ª®à¥©
¨ ä®à¬ã«¨àã¥âáï ®á®¢ ï â¥®à¥¬ .

�¢â®à ¡« £®¤ à¥ à¥æ¥§¥âã §  æ¥ë¥ ¡¨¡«¨®£à ä¨ç¥áª¨¥ á¢¥¤¥¨ï ¨ ¤àã£¨¥ ¯®«¥§ë¥
§ ¬¥ç ¨ï.

1. �à¨¢¥¤¥ ï å à ªâ¥à¨áâ¨ª  �¥£à¥

�ãáâì V ¥áâì 2n-¬¥à®¥ ¢¥é¥áâ¢¥®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® á ®¯à¥¤¥«¥®©   ¥¬ ª®¬-
¯«¥ªá®© áâàãªâãà®© J ¨ ¯ãáâì g, a | ¤¢  íà¬¨â®¢ëå áª «ïàëå ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¢ V .

1� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ç áâ¨ç®© ä¨ á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨á-
á«¥¤®¢ ¨© (£à â ò 96-01-01031).

2�¨¬ ®¢® ¬®£®®¡à §¨¥ (M; g)  §ë¢ ¥âáï B-¯à®áâà áâ¢®¬ (S-¯à®áâà áâ¢®¬), ¥á«¨   M § ¤ ®
ª®¢ à¨ â®-¯®áâ®ï®¥ â¥§®à®¥ ¯®«¥ F i

j , ¤«ï ª®â®à®£® â¥§®à F k
i gkj á¨¬¬¥âà¨ç¥ ( â¨á¨¬¬¥âà¨ç¥).

46



�§¢¥áâ® [7], [8], çâ® ¥á«¨ ®¤  ¨§ íâ¨å ä®à¬,  ¯à¨¬¥à g, ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ , â®

ä®à¬ë ¯à¨¢®¤ïâáï ª ª ®¨ç¥áª®¬ã ¢¨¤ã g =
nP

�=1
����, a =

nP
�=1

���
���.

�ë ¯®«ãç¨¬ à¥è¥¨¥ íâ®© § ¤ ç¨ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥, â. ¥.  ©¤¥¬ ª ®¨ç¥áª¨© ¢¨¤ ¯ àë íà¬¨-
â®¢ëå ä®à¬ ¢ á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ì®© á¨£ âãàë ä®à¬ g, a. �à¨ íâ®¬ ¡ã¤¥â ¨á¯®«ì§®¢  ¯®¤å®¤,
à §à ¡®â ë© ¢ [1] ¤«ï ¯à¨¢¥¤¥¨ï ¯ àë ¡¨«¨¥©ëå ä®à¬ ª ª ®¨ç¥áª®¬ã ¢¨¤ã.

�ãáâì g, a | ¯ à  íà¬¨â®¢ëå ä®à¬ ¢ V . �â¨ ä®à¬ë ¬®£ãâ ¡ëâì ®¤®§ ç® ¯à®¤®«¦¥-
ë ¤® á¨¬¬¥âà¨çëå ¡¨«¨¥©ëå ä®à¬ ¢ ª®¬¯«¥ªá¨ä¨ª æ¨¨ V c � V 
R C ¯à®áâà áâ¢  V ,
ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬1

1) g(Z;W ) = g(Z;W ), a(Z;W ) = a(Z;W ) ¤«ï ¢á¥å Z;W 2 V c,
2) g(Z;W ) = 0, a(Z;W ) = 0 ¤«ï ¢á¥å Z;W 2 V (1;0).

�â¨ ä®à¬ë ¢ ¡ §¨á¥ Z�, Z�, � = 1; : : : ; n,  ¤ ¯â¨à®¢ ®¬ ª ª®¬¯«¥ªá®© áâàãªâãà¥ J , ¨¬¥îâ
á«¥¤ãîé¨¥ ¥ à ¢ë¥ ã«î ª®¬¯®¥âë g�� = g�� = g��, a�� = a�� = a��, �; � = 1; : : : ; n.

�®áª®«ìªã ¬ âà¨æ  (g��) ¥¢ëà®¦¤¥ , ¬®¦® à áá¬®âà¥âì «¨¥©ë¥ ®¯¥à â®àë Ka :
V (1;0) ! V (1;0), Ka : V (0;1) ! V (0;1), ®¯à¥¤¥«¥ë¥ à ¢¥áâ¢ ¬¨ a(X;Y ) = g(KaX;Y ), a(W;Z) =
g(KaW;Z), £¤¥ X;W 2 V (1;0) ¨ Y;Z 2 V (0;1) á®®â¢¥âáâ¢¥®. � âà¨çë¥ í«¥¬¥âë ®¯¥à â®à®¢
Ka, Ka ¢ ¡ §¨á¥ Z�, Z�, � = 1; : : : ; n, ¨¬¥îâ ¢¨¤ K�

� = g��a��, K�

�
= g��a��. �ç¥¢¨¤®,

K�

�
= K�

� : (1)

�ãáâì ®¯¥à â®à Ka ¨¬¥¥â k à §«¨çëå á®¡áâ¢¥ëå § ç¥¨© �1; : : : ; �k, �i 6= �j (i 6= j), ï¢«ï-
îé¨åáï ª®àï¬¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ãà ¢¥¨ï det(Ka � �E) = 0, ¨ í«¥¬¥â àë¥ ¤¥«¨â¥«¨
�-¬ âà¨æë (Ka � �E) ®¯à¥¤¥«¥ë å à ªâ¥à¨áâ¨ª®© �¥£à¥ [8]

� = [(m1
1 : : : m

1
s1
) : : : (mk

1 : : : m
k
sk
)]; (2)

â ª çâ® ª®à¥ì �A ¨¬¥¥â ªà â®áâì rA =
sAP
s=1

mA
s . �§¢¥áâ®, çâ® á®¡áâ¢¥ë¥ § ç¥¨ï ¨ å à ª-

â¥à¨áâ¨ª  �¥£à¥ «¨¥©®£® ®¯¥à â®à  ¥ § ¢¨áïâ ®â ¢ë¡®à  ¡ §¨á  ¨ ®¯à¥¤¥«ïîâ ¥£®  «£¥¡à ¨-
ç¥áªãî áâàãªâãàã.

� à ªâ¥à¨áâ¨ªã �¥£à¥ � «¨¥©®£® ®¯¥à â®à  Ka, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® íà¬¨â®¢®¬ã áª «ïà®-
¬ã ¯à®¨§¢¥¤¥¨î a,  §®¢¥¬ ¯à¨¢¥¤¥®© å à ªâ¥à¨áâ¨ª®© �¥£à¥ ¡¨«¨¥©®© ä®à¬ë a (®â®-
á¨â¥«ì® g).

�¯¥à â®à Ka : V (0;1) ! V (0;1) ¢ á¨«ã (1) ¨¬¥¥â âã ¦¥ å à ªâ¥à¨áâ¨ªã �¥£à¥ (2) ¨ á®¡áâ¢¥-
ë¥ § ç¥¨ï �1; : : : ; �k. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® å à ªâ¥à¨áâ¨ª  �¥£à¥ � «¨¥©®£® ®¯¥à â®à  Ka,
®¯à¥¤¥«¥®£® à ¢¥áâ¢®¬ a(X;Y ) = g(KaX;Y ), X;Y 2 V , ¨¬¥¥â ¢¨¤

� = [(m1
1m

1
1 : : : m

1
s1
m1

s1
) : : : (mk1

1 m
k1
1 : : : mk1

sk1
mk1

sk1
)(mk1+1

1 : : : mk1+1
sk1+1

)

(mk1+1
1 : : : mk1+1

sk1+1
) : : : (mk1+k2

1 : : : mk1+k2
sk1+k2

)(mk1+k2
1 : : : mk1+k2

sk1+k2
)];

£¤¥ á®¡áâ¢¥ë¥ § ç¥¨ï �A, A = 1; : : : ; k1, ¢¥é¥áâ¢¥ë,   �A, A = k1 + 1; : : : ; k1 + k2, ª®¬-
¯«¥ªáë ¨ ç¥àâ   ¤ ç¨á« ¬¨ mA

s ®§ ç ¥â, çâ® ®¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ª®¬¯«¥ªá® á®¯àï¦¥®¬ã
á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î �A. � à ªâ¥à¨áâ¨ª  � á®¢¯ ¤ ¥â á å à ªâ¥à¨áâ¨ª®© ¡¨«¨¥©®© ä®à¬ë
a (á¬.,  ¯à., [2]).

�®«®¦¨¬ nAs =
A�1P
B=1

rB +
s�1P
p=1

mA
p . �à®¬¥ â®£®, ¬®¦¥áâ¢® ¨¤¥ªá®¢ I � f1; : : : ; ng à §®¡ì¥¬  

¯®¤¬®¦¥áâ¢  IAs = fp 2 I j p = nAs + 1; : : : ; nAs +mA
s g ¨ ®¡®§ ç¨¬ IA �

sAS
s=1

IAs .

1�¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® V c à á¯ ¤ ¥âáï ¢ ¯àï¬ãî áã¬¬ã ¯®¤¯à®áâà áâ¢ V (0;1) ¨ V (1;0), á®®â¢¥âáâ¢ã-
îé¨å á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨ï¬ �i ®¯¥à â®à  J .
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�à®¨§¢®¤ï ¥¢ëà®¦¤¥®¥ «¨¥©®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¡ §¨á  Z 0

� = C�
�Z�, det(C�

� ) 6= 0 ¢ V (1;0),
¬®¦® ¯à¨¢¥áâ¨ ¬ âà¨æã (K�

� ) ª ¦®à¤ ®¢ã ¢¨¤ã [7], [8]

(K�
� ) =

0BBBBBBBBBBBB@

K1
1

. . .
K1

s1

. . .
Kk

1

. . .
Kk

sk

1CCCCCCCCCCCCA
; (3)

£¤¥ KA
s , A = 1; : : : ; k, s = 1; : : : ; sA, ¥áâì mA

s -¬¥àë¥ ¬ âà¨æë ¢¨¤ 0BBBBBBB@

�A 1

�A
. . .
. . . . . .

�A 1
�A

1CCCCCCCA
: (4)

� ¡ §¨á¥ Z 0

�, � = 1; : : : ; n, ¯à®áâà áâ¢  V (0;1) ¬ âà¨æ  ®¯¥à â®à  Ka ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã-
« ¬¨ (3), (4), ¢ ª®â®àëå �A á«¥¤ã¥â § ¬¥¨âì   �A. � ¬¥â¨¬, çâ® ¡ §¨á Z 0

�, Z 0

�, � = 1; : : : ; n,
 ¤ ¯â¨à®¢  ª®¬¯«¥ªá®© áâàãªâãà¥ J ¢ V . � ¤ «ì¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ¬ âà¨æ  (K�

� )
¯à¨¢¥¤¥  ª ¢¨¤ã (3), ¨ èâà¨å¨ ¢ ®¡®§ ç¥¨¨ ¡ §¨á  ¡ã¤¥¬ ®¯ãáª âì.

�¥©áâ¢¨¥ ®¯¥à â®à®¢ Ka, Ka   ¢¥ªâ®àë ¡ §¨á  Z�, Z� ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã« ¬¨

Ka(Z�) = ��Z� +��Z��1;

Ka(Z�) = ��Z� +��Z��1;
(5)

£¤¥ �� = �A, ¥á«¨ � 2 IA; �� = 0, ¥á«¨ � = nAs +1 ¤«ï ª ª¨å-«¨¡® A = 1; : : : ; k1+k2, s = 1; : : : ; sA;

¨ �� = 1 ¢ ®áâ «ìëå á«ãç ïå. �âáî¤  ¯®«ãç¨¬ K�
� = ���

�
� + ���

�
��1, K

�
� = ���

�
� + ���

�
��1,

á«¥¤®¢ â¥«ì®, a�� = ��g�� +��g��1�, a�� = ��g�� +��g���1.
� á¨«ã á¨¬¬¥âà¨ç®áâ¨ ä®à¬ë a  ©¤¥¬

(�� � ��)g�� +��g��1� ���g���1 = 0: (6)

�®« £ ï � = nAs +1, � = nBp +1, ¯®«ãç¨¬ (�A��B)gnAs +1 nBp +1
= 0. �âáî¤  á ¯®¬®éìî (6) ¢ë¢¥¤¥¬

g�� = 0 ¯à¨ � 2 IAs , � 2 IBp , �A 6= �B. �«¥¤®¢ â¥«ì®,

g�� = 0 ¯à¨ � 2 IA; � 2 IB; �A 6= �B: (7)

� á¨«ã ¥¢ëà®¦¤¥®áâ¨ ¬ âà¨æë G = (g��) ¨§ íâ®© ä®à¬ã«ë á«¥¤ã¥â, çâ® ¢ ¯à¨¢¥¤¥®©
å à ªâ¥à¨áâ¨ª¥ (2) ¡¨«¨¥©®© ä®à¬ë a ª ¦¤®¬ã ç¨á«ã mA

s , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã ª®¬¯«¥ªá®¬ã
á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î �A 6= �A, á®¯®áâ ¢«ï¥âáï â ª®¥ ¦¥ ç¨á«®, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ª®¬¯«¥ªá®
á®¯àï¦¥®¬ã á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î �A. �®ª §  

�¥¬¬  1. �ãáâì g, a | ¤¢  íà¬¨â®¢ëå áª «ïàëå ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¢ ¢¥é¥áâ¢¥®¬ «¨¥©-
®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ V á ª®¬¯«¥ªá®© áâàãªâãà®© J . �®£¤  ¯à¨¢¥¤¥ ï å à ªâ¥à¨áâ¨ª  �¥£à¥
¡¨«¨¥©®© ä®à¬ë a ¨¬¥¥â ¢¨¤

� = [(m1
1 : : : m

1
s1
) : : : (mk1

1 : : : mk1
sk1
)(mk1+1

1 : : : mk1+1
sk1+1

)(mk1+1
1 : : : mk1+1

sk1+1
) : : :

(mk1+k2
1 : : : mk1+k2

sk1+k2
)(mk1+k2

1 : : : mk1+k2
sk1+k2

)]; (8)
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£¤¥ ç¨á«  mA
s , A = 1; : : : ; k1, á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¢¥é¥áâ¢¥ë¬,   ç¨á«  mA

s , A = k1+1; : : : ; k1+k2,
| ª®¬¯«¥ªáë¬ ª®àï¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ãà ¢¥¨ï det(a� �g) = 0.

� ª ¨ ¢ á«ãç ¥ å à ªâ¥à¨câ¨ª¨ (2), ¯à®¨§¢¥¤¥¬ à §¡¨¥¨¥ ¬®¦¥áâ¢  ¨¤¥ªá®¢ I = f1; : : : ; ng
  ¯®¤¬®¦¥áâ¢ . �®«®¦¨¬ nAs =

A�1P
B=1

rB +
s�1P
p=1

mA
p ¯à¨ A = 1; : : : ; k1 ¨ nAs =

k1P
B=1

rB + 2
A�1P

B=k1+1
rB +

2
s�1P
p=1

mA
p ¯à¨ A = k1 + 1; : : : ; k1 + k2. �®£¤  IAs = fp 2 I j p = nAs + 1; : : : ; nAs + mA

s g ¯à¨ A =

1; : : : ; k1 + k2 ¨
�

IAs = fp 2 I j p = nAs +mA
s ; : : : ; n

A
s + 2mA

s g ¯à¨ A = k1 + 1; : : : ; k1 + k2, ªà®¬¥ â®£®,

®¡®§ ç¨¬ IA �
sAS
s=1

IAs ,
�

IA �
sAS
s=1

�

IAs .

�§ (7) á«¥¤ã¥â

�¥¬¬  2. �ãáâì g, a| ¤¢  íà¬¨â®¢ëå áª «ïàëå ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¢ ¢¥é¥áâ¢¥®¬ «¨¥©®¬
¯à®áâà áâ¢¥ V c ª®¬¯«¥ªá®© áâàãªâãà®© J ¨ ¡¨«¨¥© ï ä®à¬  a ¨¬¥¥â å à ªâ¥à¨áâ¨ªã
�¥£à¥ (8), ¯à¨ç¥¬ ç¨á«  mA

s , A = 1; : : : ; k1, s = 1; : : : ; sA, á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¢¥é¥áâ¢¥ë¬,  
ç¨á«  mA

s , A = k1 + 1; : : : ; k1 + k2, s = 1; : : : ; sA, | ª®¬¯«¥ªáë¬ ª®àï¬ å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£®
ãà ¢¥¨ï det(a � �g) = 0. �ãáâì fZ�; Z�g, � = 1; : : : ; n, | ª ª®©-«¨¡® ¡ §¨á ¢ V ,  ¤ ¯â¨à®-
¢ ë© ª ª®¬¯«¥ªá®© áâàãªâãà¥ J . �®£¤  ¬ âà¨æ  G = (g��) ¨¬¥¥â ¡«®ç® ¤¨ £® «ìë©
¢¨¤

G =

0BBBBBBBBB@

G1

. . .

Gk1

Gk1+1

. . .

Gk1+k2

1CCCCCCCCCA
: (9)

�¥à¥©¤¥¬ ª ®¯à¥¤¥«¥¨î áâàãªâãàë ¬ âà¨æ GA. � áá¬®âà¨¬ ¯® ®â¤¥«ì®áâ¨ á«ãç © ¢¥é¥-
áâ¢¥ëå ¨ ª®¬¯«¥ªáëå �A.

2. � ®¨ç¥áª¨¥ â¨¯ë ¯ àë íà¬¨â®¢ëå ä®à¬.

�«ãç © ¢¥é¥áâ¢¥ëå ª®à¥© å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ãà ¢¥¨ï

�ãáâì �A = �A. �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® A = 1, â. ¥. ¡«®ª GA áâ®¨â ¢ «¥¢®¬ ¢¥àå¥¬ ã£«ã ¬ âà¨æë
G ¨ ®¡®§ ç¨¬ ¤«ï ã¤®¡áâ¢  m1

s = ms, s = 1; : : : ; s1. �¥ ã¬¥ìè ï ®¡é®áâ¨, ¬®¦® ®£à ¨ç¨âìáï
á«ãç ¥¬ s1 = 2, m1 � m2, â. ª. ¯à¨ sA > 2 ¨áá«¥¤®¢ ¨¥ ¯à®¢®¤¨âáï ¯® ¨¤ãªæ¨¨   «®£¨ç®
á«ãç î s1 = 2,   áâàãªâãà  ¬ âà¨æë G1 ¯à¨ s1 = 1 ï¢«ï¥âáï ç áâë¬ á«ãç ¥¬ áâàãªâãàë íâ®©
¬ âà¨æë ¯à¨ s1 = 2.

�à¨ �A = �A ¨§ (6) á«¥¤ã¥â ��g��1� � ��g���1 = 0, �; � = 1; : : : ;m1 +m2, ®âáî¤ , à áá¬ -
âà¨¢ ï à §«¨çë¥ § ç¥¨ï ¨¤¥ªá®¢ �; � = 1; : : : ; m1+m2,  ©¤¥¬, çâ® (¯à¨ m1 � m2) ¬ âà¨æ 
G1 ¨¬¥¥â ¢¨¤

G1 =

0BBBBBBBBB@

�1 1
� � � �

�1 � �m1
1 � m1

�1
1 � �2

� � � � �
1 � m1

�1 �2 � �m2

1CCCCCCCCCA
: (10)

� áá¬®âà¨¬ á ç «  á«ãç © m1 < m2. � ª ª ª ¬ âà¨æ  G1 ¥¢ëà®¦¤¥ , â® �1; �1 6= 0,
¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥, à áª« ¤ë¢ ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì det(G1) ¯® í«¥¬¥â ¬ ¯¥à¢®© áâà®ª¨, ¡ã¤¥¬
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¯®«ãç âì ¬¨®àë (m1+m2�1)-£® ¯®àï¤ª , ã ª®â®àëå ®¤  áâà®ª  á®áâ®¨â ¨§ ã«¥©, â. ¥. ¯®«ãç¨¬
det(G1) = 0, çâ® ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 2 ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ¯à¥¤¯®«®¦¥¨î ® ¥¢ëà®¦¤¥®áâ¨ ¬ âà¨æë G.

� §®¢¥¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¡ §¨á , á®åà ïîé¨¥ á®®â®è¥¨ï (5), ¤®¯ãáâ¨¬ë¬¨. �®¢¥àè¨¬
¯à¥®¡à §®¢ ¨¥1

Z 0

� = ��Z1 + ���1Z2 + � � �+ �1Z�; Z 0

� = Z� ; � = 1; : : : ;m1; � > m1:

�â® ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ï¢«ï¥âáï ¤®¯ãáâ¨¬ë¬ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¥ ¬¥ï¥â ä®à¬ã (10) ¬ âà¨æë G1.
�âáî¤  ¨¬¥¥¬

�0

� = g(Z 0

�; Z
0

m1
) = g(��Z1 + � � �+ �1Z�; �

m1Z1 + � � �+ �1Zm1
) =

= (���1 + �1��)�1 +R(�1; : : : ; ��; �
1; : : : ; ���1; �1; ���1); (11)

£¤¥ � = 2; : : : ;m1, a R ¥áâì æ¥« ï à æ¨® «ì ï äãªæ¨ï. � ª ª ª �1; �1 6= 0, â® ãà ¢¥¨¥
(���1 + ���1)�1 + R = 0 ¢á¥£¤  ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ �� = ��(�1; : : : ; ��; �

1; : : : ; ���1; �1; : : : ; �� � 1).
�®¤áâ ¢«ïï íâ® à¥è¥¨¥ ¢ (11), ®¡à â¨¬ ¢ ã«ì ¢á¥ �0

�, � = 2; : : : ;m1. � «®£¨ç® ¬®¦® á¤¥« âì
à ¢ë¬¨ ã«î �0� , � = 2; : : : ;m2. �®¢¥àè ï, ªà®¬¥ â®£®, ¤®¯ãáâ¨¬®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ Z 00

� =
1p
�0

1

Z 0

�,

� = 1; : : : ;m1, Z 00

� =
1p
�0

1

Z 0

� , � = 1; : : : ;m2, ¬®¦® á¤¥« âì ¢á¥ �00

1 ; �
00

1 = �1.
�â ª, ¯ãáâì Z�, � = 1; : : : ;m1+m2, | ¡ §¨á, ¢ ª®â®à®¬ �1; �1 = �1, ��; �� = 0, � = 2; : : : ;m1,

� = 2; : : : ;m2. � áá¬®âà¨¬ ¥é¥ ®¤® ¤®¯ãáâ¨¬®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¡ §¨á  Z 0

�+m2
= Z�+m2

� ��Z1 �
� � ���1Z� , � = 1; : : : ;m1, Z 0

� = Z� ; � > m1+m2; Z 0

� = Z�, � = 1; : : : ;m2. � ®¢®¬ ¡ §¨á¥ ¨¬¥¥¬
0� = g(Z 0

�; Z
0

m1+m2
) = g(Z�; Zm1+m2

� �m1Z1 � � � � � �1Zm1
) = � � ���1, � = 1; : : : ;m1. �®« £ ï

�� = �=�1, ®¡à â¨¬ ¢ ã«ì 0�, � = 1; : : : ;m1.
� á«ãç ¥m1 = m2 ¢®§¬®¦  á¨âã æ¨ï, ª®£¤  �1 = 0 ¨«¨ �1 = 0, 1 6= 0 (¥á«¨ ¡ë ¨ 1 à ¢ï«®áì

ã«î, â® ¬ âà¨æ  G1 ®ª § « áì ¡ë ¢ëà®¦¤¥®©). �à¨¬¥ïï ¤®¯ãáâ¨¬®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¡ §¨á 
Z 0

� = Z� + � 1Zm1+� + � � � + ��Zm1+1, � = 1; : : : ;m1, Z 0

� = Z�, � > m1, ¬®¦® á¤¥« âì �0

1 6= 0.
� «®£¨ç® ¬®¦® á¤¥« âì ¥ à ¢ë¬ ã«î �1 ¨ á¢¥áâ¨ § ¤ çã ª à áá¬®âà¥®© ¢ëè¥.

3. � ®¨ç¥áª¨¥ â¨¯ë ¯ àë íà¬¨â®¢ëå ä®à¬.

�«ãç © ª®¬¯«¥ªáëå ª®à¥© å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ãà ¢¥¨ï

� áá¬®âà¨¬ á«ãç © ª®¬¯«¥ªá®£® á®¡áâ¢¥®£® § ç¥¨ï �A 6= �A. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ eIA =

IA
S �

IA ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¨¤¥ªá®¢, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯ à¥ ª®¬¯«¥ªá® á®¯àï¦¥ëå á®¡áâ¢¥ëå
§ ç¥¨© �A, �A. �®£« á® «¥¬¬¥ 2 ¬®¦¥áâ¢ã eIA ¢ ¬ âà¨æ¥ G = (g��) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¡«®ª GA.
�¥ ®£à ¨ç¨¢ ï ®¡é®áâ¨, ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® íâ®â ¡«®ª áâ®¨â ¢ «¥¢®¬ ¢¥àå¥¬ ã£«ã ¬ âà¨æë
G, â.¥. A = 1, eI1 = f1; : : : ; elg, ¯à¨ç¥¬ ¨¤¥ªáë � = 1; : : : ; l1 á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ª®àî �1,   ¨¤¥ªáë
� = l1+1; : : : ; l1 + l2 = el | ª®àî �1. �§ (7) á«¥¤ã¥â, çâ® ¥ à ¢ë ã«î â®«ìª® â ª¨¥ í«¥¬¥âë
g�� ¬ âà¨æë G1, ¤«ï ª®â®àëå � = 1; : : : ; l1, � = l1 + 1; : : : ; el ¨«¨ � = 1; : : : ; l1, � = l1 + 1; : : : ; el.
�âáî¤  ¢ á¨«ã ¥¢ëà®¦¤¥®áâ¨ ¬ âà¨æë G1 á«¥¤ã¥â l1 = l2 = l =

s1P
s=1

m1
s, el = 2l. �¡®§ ç¨¬

¤«ï ã¤®¡áâ¢  ms = m1
s, s = 1; : : : ; s1. � ª ¨ ¤«ï ¢¥é¥áâ¢¥ëå ª®à¥©, ¤®áâ â®ç® à áá¬®âà¥âì

á«ãç © s1 = 2, m1 � m2. �á«¨ s1 > 2 ¨«¨ s1 = 1, â® à áá¬®âà¥¨¥ ¯à®¢®¤¨âáï   «®£¨ç®.
� ¯®¬®éìî (6)  ©¤¥¬, çâ® ¯à¨ s1 = 2 ¬ âà¨æ  G1 ¨¬¥¥â ¢¨¤

G1 =
�

0 G1
(G1)� 0

�
;

1� ª®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ à áá¬ âà¨¢ «®áì �.�.�¨à®ª®¢ë¬ [8],   § â¥¬ �.�.�¥âà®¢ë¬ [1] ¢ § ¤ ç¥ ®
¯à¨¢¥¤¥¨¨ ¯ àë ¡¨«¨¥©ëå ä®à¬ ª ª ®¨ç¥áª®¬ã ¢¨¤ã.
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£¤¥ §¢¥§¤  ®¡®§ ç ¥â íà¬¨â®¢® á®¯àï¦¥¨¥ ¨

G1 =

0BBBBBBBBB@

�1 1
� � � �

�1 � �m1
1 � m1

�1
�1 � �

� � � � �m2�1

�1 � �m1
�1 � �m2�1 �m2

1CCCCCCCCCA
:

� áá¬®âà¨¬ á ç «  á«ãç © m1 < m2. �®áª®«ìªã ¬ âà¨æ  G1 ¥¢ëà®¦¤¥ , �1; �1 6= 0.
�¥à¥©¤¥¬ ª ¤®¯ãáâ¨¬®¬ã ¡ §¨áã Z 0

� ¯® ä®à¬ã« ¬

Z 0

� = ��Z1 + ���1Z2 + � � �+ �1Z�;

Z 0

l+� = ��Zl+1 + ���1Zl+2 + � � � + �1Zl+�; � = 1; : : : ;m1;

Z 0

� = Z� ; � = m1 + 1; : : : ;m1 +m2; l +m1 + 1; : : : ; 2l:

(12)

� ®¢®¬ ¡ §¨á¥ ¨¬¥¥¬

�0

� = g(Z 0

�; Z
0

l+m1
) = g(��Z1 + � � � + �1Z�; �

m1Zl+1 + � � � + �1Zl+m1
) =

= (���1 + ���1)�1 +R(�1; : : : ; ��; �
1; : : : ; ���1; �1; : : : ; ���1); (13)

£¤¥ � = 2; : : : ;m1, a R ¥áâì æ¥« ï à æ¨® «ì ï äãªæ¨ï. � ª ª ª �1; �1 6= 0, â® ãà ¢¥¨¥
(���1+ ���1) �1 +R = 0 ¢á¥£¤  ¨¬¥¥â à¥è¥¨¥ �� = �� (�1; : : : ; ��; �

1; : : : ; ���1; �1; : : : ; �� � 1),
¯®¤áâ ¢«ïï ª®â®à®¥ ¢ (13), ¯®«ãç¨¬ �0

� = 0, � = 2; : : : ;m1. � «®£¨ç® ¬®¦® ®¡à â¨âì ¢ ã«ì �0� ,
� = 2; : : : ;m2. �®¢¥àè ï, ªà®¬¥ â®£®, ¤®¯ãáâ¨¬ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï Z 00

� = 1p
�0

1

Z 0

�, � = 1; : : : ;m1,

Z 00

� = 1p
�0

1

Z 0

� , � = m1 + 1; : : : ;m1 + m2, Z 00

� = 1p
��0

1

Z 0

�, � = l + 1; : : : ; l + m1, Z 00

� = 1p
��0

1

Z 0

� , � =

l +m1 + 1; : : : ; l +m1 +m2, ¯®«ãç¨¬ �00

1 = �001 = 1.
�ãáâì Z�, � = 1; : : : ; n, | ¡ §¨á, ¢ ª®â®à®¬ �1 = �1 = 1,   ��; �� , � = 2; : : : ;m1, � = 2; : : : ;m2,

à ¢ë ã«î.
� áá¬®âà¨¬ ¤®¯ãáâ¨¬®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¡ §¨á 

Z 0

� = Z�; � = 1; : : : ;m2; l + 1; : : : ; l +m2;

Z 0

�+m2
= Z�+m2

� ��Z1 � � � � � �1Z� ; � = 1; : : : ;m1;

Z 0

l+m2+�
= Zl+m2+� � ��Zl+1 � � � � � � 1Z�; � = 1; : : : ;m1:

(14)

� ®¢®¬ ¡ §¨á¥ ¨¬¥¥¬ 0� = g(Z 0

� ; Z
0

2l � �m1Zl+1 � � � � � � 1Zl+m1
) = � � ���1, � = 1; : : : ;m1,

� 0� = g(Zm2+����Z1�� � ���1Z�; Zl+m1
) = ������1, � = 1; : : : ;m1. �®« £ ï �� = �=�1, �� = ��=�1,

� = 1; : : : ;m1, ¢á¥ �, �� , �; � = 1; : : : ;m1, ®¡à â¨¬ ¢ ã«ì.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨¬¥ïï ¤®¯ãáâ¨¬ë¥ ¥¢ëà®¦¤¥ë¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ¡ §¨á  (12), (14),

¬®¦® á¤¥« âì ¯®áâ®ïë¥ �, �� , �; � = 1; : : : ;m1, ��, ��, � = 2; : : : ;m1, � = 2; : : : ;m2, à ¢ë¬¨
ã«î.

� á«ãç ¥ m1 = m2 ¢®§¬®¦  á¨âã æ¨ï, ª®£¤  �1 = 0 ¨«¨ �1 = 0, 1; �1 6= 0. �á«¨ ¡ë ¨
1 ¨«¨ �1 à ¢ï«¨áì ã«î, â® ¬ âà¨æ  G1 ®ª § « áì ¡ë ¢ëà®¦¤¥®©. �à¨¬¥ïï ¤®¯ãáâ¨¬®¥
¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¡ §¨á  Z 0

� = Z� + d1Zm1+� + � � � + d�Zm1+1, � = 1; : : : ;m1, Z 0

� = Z� + d1Zm1+� +
� � �+d�Zl+m1+1, � = l+1; : : : ; l+m1, Z 0

� = Z�, � = m1+1; : : : ;m2, l+m1+1; : : : ; 2l, ¬®¦® á¤¥« âì
�0

1 6= 0. � «®£¨ç® ¬®¦® ¯®«ãç¨âì �01 6= 0 ¨ á¢¥áâ¨ § ¤ çã ª à áá¬®âà¥®© ¢ëè¥.
�â®£®¬ ¯®«ãç¥ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ï¢«ï¥âáï

�¥®à¥¬ . �ãáâì V | 2n-¬¥à®¥ ¢¥é¥áâ¢¥®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢® á ª®¬¯«¥ªá®©
áâàãªâãà®© J ¨ g, a | ¤¢  íà¬¨â®¢ëå áª «ïàëå ¯à®¨§¢¥¤¥¨ï ¢ V . �á«¨ ¡¨«¨¥© ï ä®à-
¬  a ¨¬¥¥â ¯à¨¢¥¤¥ãî å à ªâ¥à¨áâ¨ªã �¥£à¥ (8) ¨ á®¡áâ¢¥ë¥ § ç¥¨ï �1; : : : ; �k1+k2, â®
¢ ª®¬¯«¥ªá¨ä¨ª æ¨¨ V c � TM 
R C ¯à®áâà áâ¢  V áãé¥áâ¢ã¥â ¡ §¨á fZ�; Z�g, � = 1; : : : ; n,
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 ¤ ¯â¨à®¢ ë© ª ª®¬¯«¥ªá®© áâàãªâãà¥ J , ¢ ª®â®à®¬ ¬ âà¨æë G = (g��), A = (a��) ¨¬¥-
îâ ¡«®ç®-¤¨ £® «ìë© ¢¨¤ (9) á ¡«®ª ¬¨ GA ¨ AA á®®â¢¥âáâ¢¥®, ¯à¨ç¥¬ ¢ á«ãç ¥ ¢¥é¥-
áâ¢¥®£® á®¡áâ¢¥®£® § ç¥¨ï �A = �A ¬ âà¨æë GA, AA | rA-¬¥àë¥ ¡«®ç®-¤¨ £® «ìë¥
¬ âà¨æë, á®áâ®ïé¨¥ ¨§ sA mA

s -¬¥àëå ¡«®ª®¢

GA
s =

0BB@
eAs

�
�

eAs

1CCA ; AA
s =

0BBBBBBB@

eAs �A
eAs �A eAs

� �
� �

eAs �A �
eAs �A eAs

1CCCCCCCA
á®®â¢¥âáâ¢¥®,   ¯à¨ �A 6= �A

GA =

 
0 eGA

( eGA)� 0

!
; AA =

 
0 eAA

( eAA)� 0

!
;

£¤¥ §¢¥§¤  ®§ ç ¥â íà¬¨â®¢® á®¯àï¦¥¨¥,   eGA, eAA | rA-¬¥àë¥ ¡«®ç®-¤¨ £® «ìë¥ ¬ -
âà¨æë, á®áâ®ïé¨¥ ¨§ sA mA

s -¬¥àëå ¡«®ª®¢

GA
s =

0BB@
1

�
�

1

1CCA ; AA
s =

0BBBBBBB@

�A
�A 1

� �
� �

�A �
�A 1

1CCCCCCCA
:
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