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1. �¢¥¤¥¨¥

� [1] ¡ë«¨ ¯à¥¤«®¦¥ë  «£®à¨â¬ë à¥è¥¨ï § ¤ ç «¨¥©®£® ¨ ª¢ ¤à â¨ç®£® ¯à®£à ¬¬¨à®-
¢ ¨ï (��� ¨ ���), ¬ âà¨æë ®£à ¨ç¥¨© ¨«¨ ª¢ ¤à â¨ç®© ä®à¬ë ª®â®àëå ¨¬¥îâ ¡«®çãî
á ®ª ©¬«¥¨¥¬ áâàãªâãàã,   ¨¬¥®, ¯¥à¢ë¥ áâà®ª¨ ï¢«ïîâáï à §à¥¦¥ë¬¨ [2] ¯®¤¬ âà¨æ ¬¨,
  ¤ «¥¥ ¯® ¤¨ £® «¨ à á¯®«®¦¥ë ¥¯¥à¥á¥ª îé¨¥áï ¡«®ª¨, à¨á. 1 a).

a) b)

�¨á. 1. a) ¡«®ç ï á ®ª ©¬«¥¨¥¬ ¬ âà¨æ , b) \¯®çâ¨ § ¯®«¥ ï ¬ âà¨æ ".

�®¤®¡ë¥ § ¤ ç¨ ¢®§¨ª îâ,  ¯à¨¬¥à, ¯à¨ ¨áá«¥¤®¢ ¨¨ ®¯â¨¬ «ìëå áâà â¥£¨© äãªæ¨-
®¨à®¢ ¨ï ¨¥à àå¨ç¥áª¨å á¨áâ¥¬. �ãé¥áâ¢ãîâ  «£®à¨â¬ë à¥è¥¨ï íâ¨å § ¤ ç, ®á®¢ ë¥  
¬¥â®¤ å ¤¥ª®¬¯®§¨æ¨¨ ([3], [4]),   â ª¦¥  «£®à¨â¬ë, ¯à¥¤«®¦¥ë¥ ¢ [5]{[7]. �®á«¥¤¨¥  «£®-
à¨â¬ë ®á®¢ë¢ îâáï   ¬¥â®¤¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®£® ã«ãçè¥¨ï ¯«   [8]. � â¥å ¯®à ¯®ï¢¨«¨áì
®¢ë¥ ¬¥â®¤ë, ¨¬¥îé¨¥ ¯®«¨®¬¨ «ìãî âàã¤®¥¬ª®áâì. � ¤ ®© à ¡®â¥ ¤«ï à¥è¥¨ï § ¤ ç
¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï, ¨¬¥îé¨å ¡«®çãî á ®ª ©¬«¥¨¥¬ áâàãªâãàã, ¯à¥¤« £ îâ-
áï ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨ ¥ª®â®àëå ¯®«¨®¬¨ «ìëå  «£®à¨â¬®¢ ¨ ®¤®£®  «£®à¨â¬ , ¤«ï ª®â®à®£® ¥
¤®ª §   ¯®«¨®¬¨ «ì ï âàã¤®¥¬ª®áâì.

�«ï â®£® çâ®¡ë ®æ¥¨âì íää¥ªâ¨¢®áâì ¯à¥¤«®¦¥ëå  «£®à¨â¬®¢, ¢ [1] ¡ë« ¢¢¥¤¥ ª®-

íää¨æ¨¥â ã¬¥ìè¥¨ï âàã¤®¥¬ª®áâ¨ (���), à ¢ë© ®â®è¥¨î âpã¤®¥¬ª®áâ¨  «£®à¨â¬ ,
ãç¨âë¢ îé¥£® áâàãªâãàã § ¤ ç¨, ª âàã¤®¥¬ª®áâ¨ ã¨¢¥àá «ì®£®  «£®à¨â¬ . �à®¬¥ â®£®, ¡ë-
«¨ ¯à¨¢¥¤¥ë ®æ¥ª¨ ª®íää¨æ¨¥â®¢ ã¬¥ìè¥¨ï âàã¤®¥¬ª®áâ¨ ¤«ï à áá¬®âà¥ëå  «£®à¨â-
¬®¢. �à¨ ¢ë¢®¤¥ íâ¨å ®æ¥®ª ¥  ª« ¤ë¢ «®áì ¨ª ª¨å ãá«®¢¨©   á®®â®è¥¨¥ à §¬¥à®áâ¥©
®ª ©¬«¥¨ï ¨ ¡«®ª®¢. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥ ¨áª«îç «áï á«ãç ©, ª®£¤  ®¤¨ ¨§ ¡«®ª®¢ ¡ã¤¥â ¨¬¥âì
¡®«ìèãî à §¬¥à®áâì, â. ¥. ¬ âà¨æ  ¡ã¤¥â \¯®çâ¨ § ¯®«¥®©" (¢¨¤ â ª®© ¬ âà¨æë ¯à¨¢¥¤¥  
à¨á. 1 b)). � ¤ ®© à ¡®â¥ ��� ®æ¥¨¢ îâáï ¤«ï â¥å ¦¥  «£®à¨â¬®¢, ® ¯à¨ ¤®¯®«¨â¥«ìëå
®£à ¨ç¥¨ïå, ¨áª«îç îé¨å á¨âã æ¨î \¯®çâ¨ § ¯®«¥oáâ¨".

�ëç¨á«¨â¥«ìë¥ áå¥¬ë, ¯à¥¤«®¦¥ë¥ ¢ à ¡®â¥, ®á®¢ ë   ç¥âëà¥å ¬¥â®¤ å: � à¬ à-
ª à , �¨ «ì¤¨, á¨¬¯«¥ªáëå ¯®£àã¦¥¨© �æ¨ä¥à®¢ , ¬¥â®¤¥ �¨ª¨ . �ë¡®à ¬¥â®¤®¢ ¤«ï
¨áá«¥¤®¢ ¨ï ¡ë« ®¡ãá«®¢«¥ á«¥¤ãîé¨¬¨ á®®¡à ¦¥¨ï¬¨: ¬¥â®¤ � à¬ àª à  ¨¬¥¥â  ¨«ãç-
èãî â¥®à¥â¨ç¥áªãî ®æ¥ªã âàã¤®¥¬ª®áâ¨ áà¥¤¨  «£®à¨â¬®¢, ¢ ª®â®àëå ¤®¯ãáâ¨¬ ï ®¡« áâì

� ¡®â  ¢ë¯®«¥  ¯à¨ ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®¤  äã¤ ¬¥â «ìëå ¨áá«¥¤®¢ ¨© (¯à®¥ªâë 03-
01-00877 ¨ 00-15-98884) ¨ á®¢¥â  ¯® £à â ¬ ¯à¨ ¯à¥§¨¤¥â¥ �®áá¨©áª®© �¥¤¥à æ¨¨ ò��-80.2003.6.
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 ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥âáï í««¨¯á®¨¤ ¬¨ [9]. � áä®à¬ã«¨à®¢  ¤«ï § ¤ ç «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ -
¨ï, ®£à ¨ç¥¨ï ¨ ®¯â¨¬ «ì®¥ § ç¥¨¥ æ¥«¥¢®© äãªæ¨¨ ª®â®àëå ¨¬¥îâ á¯¥æ¨ «ìë© ¢¨¤.
�¥â®¤ �¨ «ì¤¨ [10] ¯®§¢®«ï¥â à¥è âì § ¤ ç¨ ¡®«¥¥ ®¡é¥£® ¢¨¤ . �®à¬ã«ë, à¥ «¨§ãîé¨¥ ¬¥â®¤
�¨ª¨  [11], ¯à¥¤«®¦¥ë© ¢ 1967 £., á®¢¯ ¤ îâ á ä®à¬ã« ¬¨ ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨ ¬¥â®¤  � à¬ àª à 
¤«ï à¥è¥¨ï § ¤ ç «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï ¢ ª ®¨ç¥áª®¬ ¢¨¤¥ [12].

�¥â®¤ á¨¬¯«¥ªáëå ¯®£àã¦¥¨© [13] ¯à¨ ¤«¥¦¨â ª ¤àã£®¬ã ª« ááã § ¤ ç, ¢ ª®â®àëå ¤®-
¯ãáâ¨¬ ï ®¡« áâì  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥âáï ¥ í««¨¯á®¨¤ ¬¨,   á¨¬¯«¥ªá ¬¨.

�ãé¥áâ¢ãîâ ¥áª®«ìª® à ¡®â, ¯®á¢ïé¥ëå ¯à¨¬¥¥¨î ¬¥â®¤  � à¬ àª à  ª à¥è¥¨î
��� á® áâàãªâãà¨à®¢ ë¬¨ ¬ âà¨æ ¬¨. � [14] ¯à¥¤«®¦¥  ¬®¤¨ä¨ª æ¨ï ¬¥â®¤  � à¬ àª à 
¤«ï ��� á à §à¥¦¥®© ¬ âà¨æ¥© ¯à®¨§¢®«ì®£® ¢¨¤ . � [15] ¯à¨¢®¤¨âáï ¬®¤¨ä¨ª æ¨ï ¬¥â®¤ 
� à¬ àª à  ¤«ï à¥è¥¨ï ��� á ¬ âà¨æ¥©, ¨¬¥îé¥© ¥ª®â®àãî (¥ ãâ®ç¥ãî) á¯¥æ¨ «ì-
ãî áâàãªâãàã. �à¨ ¯®áâà®¥¨¨ íâ®© ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨ ¨á¯®«ì§®¢   ¨¤¥ï ¤¥ª®¬¯®§¨æ¨¨ � æ¨£ {
�ã«ä . � [16] ¨áá«¥¤ã¥âáï à¥è¥¨¥ ��� á ¡«®ç®© (¡¥§ ®ª ©¬«¥¨ï) ¬ âà¨æ¥©. � á®¦ «¥¨î,
¢® ¢á¥å íâ¨å à ¡®â å ¢®¯à®á ®¡ íää¥ªâ¨¢®áâ¨ ¯à¥¤«®¦¥ëå ¬®¤¨ä¨ª æ¨© ¨áá«¥¤ã¥âáï â®«ìª®
íªá¯¥à¨¬¥â «ì®.

B¢¥¤¥¬ ®¡®§ ç¥¨¥ ¤«ï ��� | 
L, £¤¥ L ¨¤¥â¨ä¨æ¨àã¥â ¬¥â®¤,   ®á®¢¥ ª®â®à®£® ¯®-
áâà®¥ ®¢ë©  «£®à¨â¬. �¤¥áì L = C ¤«ï ¬¥â®¤  á¨¬¯«¥ªáëå ¯®£àã¦¥¨©, L = K ¤«ï ¬¥â®¤ 
� à¬ àª à , L = D ¤«ï ¬¥â®¤  �¨ª¨  ¨ L = R ¤«ï ¬¥â®¤  �¨ «ì¤¨.

�à¨¢¥¤¥¬ â¥¯¥àì ¬ â¥¬ â¨ç¥áªãî ä®à¬ã«¨à®¢ªã à¥è ¥¬ëå § ¤ ç.

2. �®áâ ®¢ª  § ¤ ç¨

� áá¬ âà¨¢ îâáï § ¤ ç¨ «¨¥©®£® ¨«¨ ª¢ ¤à â¨ç®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï ¢ á«¥¤ãîé¥© ä®à-
¬¥:  ©â¨ ¬¨¨¬ã¬ «¨¥©®© ä®à¬ë

NX
j=1

cjxj (1)

¨«¨ ª¢ ¤à â¨ç®£® äãªæ¨® « 

H(x) =
MX
i=1

� NX
j=1

aijxj � bi

�2
(2)

¯à¨ ãá«®¢¨ïå

�j � xj � �j ; 1 � j � N; (3)

¨

Ax = b: (4)

�à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® ¬ âà¨æ  A ¨¬¥¥â ¡«®çãî á ®ª ©¬«¥¨¥¬ áâàãªâãàã: ¯¥à¢ë¥m áâà®ª ¥áâì
¬ âà¨æ  à §¬¥à  m � N ,   áâà®ª¨ á m + 1 ¯® M | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì R ¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï
¡«®ª®¢, à á¯®«®¦¥ëå ¯® ¤¨ £® «¨. � §¬¥àë ¡«®ª®¢ mr � nr, r = 1; : : : ; R. �®à¬ «ì® íâ¨
ãá«®¢¨ï ¬®¦® § ¯¨á âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: A = (Aij),

Aij =

8>>>>><>>>>>:
aij ; ¥á«¨ i � m ¨«¨

�
m+

r�1P
l=1

ml < i � m+
rP
l=1

ml

V
V r�1P

l=1
nl < j �

rP
l=1

nl ¤«ï ¥ª®â®à®£® r
�
;

0 ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥:

(5)

�ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ®   à §¬¥à®áâ¨ ¡«®ª®¢  «®¦¥ë ¤®¯®«¨â¥«ìë¥ ®£à ¨ç¥¨ï

nr =
N

R
(1 + �r); mr =

M �m

R
(1 + "r); £¤¥ j�rj < 1

2
; j"rj < 1

2
; r = 1; : : : ; R: (6)
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�ë¯®«¥¨¥ ¯®á«¥¤¥£® ãá«®¢¨ï ¨áª«îç ¥â á¨âã æ¨î \¯®çâ¨ § ¯®«¥®áâ¨". �à®¬¥ â®£®, ¯à¥¤-
¯®« £ ¥¬, çâ® ¬ âà¨æ  A ¨¬¥¥â ¡®«ìèãî à §¬¥à®áâì: N > 103, M > 103.

3. �æ¥ª  ��� ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© áå¥¬ë,

®á®¢ ®©   ¬¥â®¤¥ á¨¬¯«¥ªáëå ¯®£àã¦¥¨©

� íâ®¬ ¨ ¯®á«¥¤ãîé¨å à §¤¥« å ¢ ç «¥ ¯à¨¢®¤¨âáï  «£®à¨â¬ à¥è¥¨ï ��� «¨¡® ���
á ¬ âà¨æ¥© ®¡é¥£® ¢¨¤ ,   ¤ «¥¥ | ¢ëç¨á«¨â¥«ì ï áå¥¬ , ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢  ï ¤«ï à¥è¥¨ï
§ ¤ ç¨, ¬ âà¨æ  ®£à ¨ç¥¨© ¨«¨ äãªæ¨® «  ª®â®à®© ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨ï¬ (5).

� áá¬®âà¨¬ ¯à®æ¥áá à¥è¥¨ï § ¤ ç¨ (2), (3) ¬¥â®¤®¬ á¨¬¯«¥ªáëå ¯®£àã¦¥¨© (¤®ª § â¥«ì-
áâ¢® ¥£® ¯®«¨®¬¨ «ì®© âàã¤®¥¬ª®áâ¨ | ¢ [13]).

�ãáâì ¢ RN § ¤  N -¬¥àë© á¨¬¯«¥ªá Sk
N , ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© ¬ âà¨æ¥©

Xk =

0B@ xk11 : : : xk1N
... : : :

...
xkN+1;1 : : : xkN+1;N

1CA
¨ á®¤¥à¦ é¨© â®çªã ¬¨¨¬ã¬  x� § ¤ ç¨ (2), (3). �âà®ª¨ ¬ âà¨æë Xk á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¢¥àè¨ ¬
á¨¬¯«¥ªá  Sk

N , k | ®¬¥à ¨â¥à æ¨¨. �ãáâì V k | ®¡ê¥¬ á¨¬¯«¥ªá  Sk
N . �¯¨è¥¬ áå¥¬ã ¨â¥à -

â¨¢®£® ¯à®æ¥áá .
1) � ©¤¥¬ æ¥âà âï¦¥áâ¨ xk á¨¬¯«¥ªá  Sk

N ¯® ä®à¬ã«¥

xkj =
1

N + 1

N+1X
i=1

xkij ; j = 1; : : : ; N ;

2) o¯à¥¤¥«¨¬ ¢¥ªâ®à ®à¬ «¨
gk = rH(xk)

¯«®áª®áâ¨, ®âá¥ª îé¥© ç áâì á¨¬¯«¥ªá  Sk
N , ¨ ¯®«ãç¨¬ ãá¥ç¥ë© á¨¬¯«¥ªáeSk = fx 2 Sk

N : gk(x� xk) � 0g
¤«ï ¥£® ¯®£àã¦¥¨ï ¢ á¨¬¯«¥ªá Sk+1

N ¬¨¨¬ «ì®£® ®¡ê¥¬ ;
3) ¯®¤áç¨â ¥¬ ç¨á« 

ki = gk(xki � xk); i = 1; : : : ; N + 1;

£¤¥ xki | i-ï áâà®ª  ¬ âà¨æë Xk; ¯ãáâì I� = fi : ki < 0g, I+ = fi : ki > 0g;
4) o¯à¥¤¥«¨¬ ¨¤¥ªá q ¨§ ãá«®¢¨ï

kq = min
i2I�

ki ;

oç¥¢¨¤®, kq < 0;
5)  ©¤¥¬ â®çªã ¬¨¨¬ã¬  t� ¢®£ãâ®© äãªæ¨¨

�(t) =
Y

1�i�N+1; i6=q

(1 + ki t)

  ®âà¥§ª¥ 0 � t � �1=kq ; ¯ãáâì qk = 1=�(t�), á«¥¤®¢ â¥«ì®, qk < 1;
6) ¢ëç¨á«¨¬

v�i = 1 + t�ki ; ��i = 1=v�i ; i = 1; : : : ; N + 1; i 6= q;

7) ¯¥à¥áç¨â ¥¬ ¢¥àè¨ë á¨¬¯«¥ªá  Sk
N ¯® ä®à¬ã«¥

xk+1i = xki + ��i (x
k
i � xkq ); i = 1; : : : ; N + 1; i 6= q; xk+1q = xkq ;

®¢ ï ¬ âà¨æ  Xk+1 ¡ã¤¥â á®®â¢¥âáâ¢®¢ âì ®¢®¬ã á¨¬¯«¥ªáã Sk+1
N ¬¨¨¬ «ì®£® ®¡ê¥¬ , á®-

¤¥à¦ é¥¬ã ãá¥ç¥ë© á¨¬¯«¥ªá eSk;
8) ¯®¤áç¨â ¥¬ ®¡ê¥¬ á¨¬¯«¥ªá  ¯® ä®à¬ã«¥ V k+1 = V kqk;
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9) ¥á«¨ V k < ", £¤¥ " | § ¤  ï â®ç®áâì, â® ¯à®æ¥áá § ª ç¨¢ ¥âáï; ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥
§ ¬¥¨¬ k   k + 1 ¨ ¯¥à¥©¤¥¬ ª ¯. 1).

�à¨ à¥ «¨§ æ¨¨ íâ®© áå¥¬ë  ¨¡®«¥¥ âàã¤®¥¬ª®© ®¯¥à æ¨¥©, ¯®§¢®«ïîé¥© ¨á¯®«ì§®¢ âì
áâàãªâãàã ¬ âà¨æë A, ï¢«ï¥âáï  å®¦¤¥¨¥ £à ¤¨¥â  æ¥«¥¢®© äãªæ¨¨, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®£® ä®à-
¬ã«®©

rjH(x) = 2
MX
i=1

aij

NX
l=1

(ailx
k
l � bi); j = 1; : : : ; N: (7)

�¡®§ ç¨¬ ¢ëà ¦¥¨¥ ¢ áª®¡ª å ç¥à¥§ �i. �á«¨ ¬ âà¨æ  A ¨¬¥¥â ¡«®çãî á ®ª ©¬«¥¨¥¬ áâàãª-
âãàã, â®

�i =

8>>><>>>:
NP
j=1

(aijxj � bi) ¯à¨ i � m;

kr+nrP
j=kr+1

(aijxj � bi) ¯à¨ i = m+ i0; £¤¥
r�1P
l=1

ml + 1 � i0 �
rP
l=1

ml; kr =
r�1P
l=1

nl:
(8)

�ëç¨á«¨â¥«ì ï áå¥¬  à¥è¥¨ï ��� (2), (3) á ®ª ©¬«¥®© ¡«®ç®© ¬ âà¨æ¥© äãªæ¨® «  â -
ª¨¬ ®¡à §®¬ á®¢¯ ¤ ¥â á ®¯¨á ®© ¢ëè¥ §  ¨áª«îç¥¨¥¬ ¯. 2), ¢ ª®â®à®¬ £à ¤¨¥â ®¯à¥¤¥«ï¥¬
¯® ä®à¬ã«¥

rjH(x) = 2
� mX
i=1

aij�i +
k+mrX
i=k+1

aij�i

�
; (9)

£¤¥ k =
r�1P
l=1

ml,
r�1P
l=1

nl + 1 � j �
rP
l=1

nr.

�¡®§ ç¨¬ bm = maxfm; max
r=1;:::;R

mrg ¨ ¤«ï ®æ¥ª¨ âàã¤®¥¬ª®áâ¨ ¯à¥¤«®¦¥®£®  «£®à¨â¬ 
¤®ª ¦¥¬ á«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥.

�¥¬¬  1. �®íää¨æ¨¥â ã¬¥ìè¥¨ï âàã¤®¥¬ª®áâ¨ 
C � O( bm=M).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¨á«® ¨â¥à æ¨© ¤«ï à¥ «¨§ æ¨¨  «£®à¨â¬ , ®á®¢ ®£®   ¬¥â®¤¥ á¨¬-
¯«¥ªáëå ¯®£àã¦¥¨©, á®¢¯ ¤ ¥â á ç¨á«®¬ ¨â¥à æ¨©, ¥®¡å®¤¨¬ëå ¤«ï à¥è¥¨ï § ¤ ç¨ ®¡é¥£®
¢¨¤  íâ¨¬ ¬¥â®¤®¬. �®íâ®¬ã ç¨á«® ®¯¥à æ¨© ã¬¥ìè ¥âáï §  áç¥â ¡®«¥¥ íª®®¬®£® ®áãé¥áâ¢«¥-
¨ï ¨â¥à æ¨¨. � á¨âã æ¨¨, ª®£¤  ¬ âà¨æ  A ®¡é¥£® ¢¨¤ , ¤«ï  å®¦¤¥¨ï £à ¤¨¥â  ¯® ä®à¬ã«¥
(7) âà¥¡ã¥âáï O(NM) ®¯¥à æ¨©,   ¢á¥ ®áâ «ìë¥ ¤¥©áâ¢¨ï ¤«ï ¢ë¯®«¥¨ï ®¤®© ¨â¥à æ¨¨ ¬®¦-
® ¯à®¤¥« âì §  O(N 2) ®¯¥à æ¨©. �á¥£® ¤«ï ¢ë¯®«¥¨ï ®¤®© ¨â¥à æ¨¨ ¬¥â®¤  á¨¬¯«¥ªáëå
¯®£àã¦¥¨© ¥®¡å®¤¨¬® O(N 2 +NM) ®¯¥à æ¨©.

�§ (8) ¨ (9) á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«® ®¯¥à æ¨© ¤«ï  å®¦¤¥¨ï £à ¤¨¥â  ¢ ¡«®ç®¬ á«ãç ¥ à ¢®
O(Nm + Nmr + nr(M � m)), £¤¥ nr = max

1�i�R
fnig,   mr = max

1�i�R
fmig. �àã¤®¥¬ª®áâì ®áâ «ìëå

¤¥©áâ¢¨© ¤«ï ¢ë¯®«¥¨ï ¨â¥à æ¨¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡é¨¬ á«ãç ¥¬. �®íâ®¬ã âàã¤®¥¬ª®áâì ¢ë¯®«-
¥¨ï ¨â¥à æ¨¨ ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© áå¥¬ë, ®á®¢ ®©   ¬¥â®¤¥ á¨¬¯«¥ªáëå ¯®£àã¦¥¨©, à ¢ 
O(N 2 +Nm+Nmr + nr(M �m)). �®£¤ 


C = O

�
N 2 +Nm+Nmr + nr(M �m)

N 2 +NM

�
= O

�
N 2 +Nm+Nmr

N 2 +NM

�
+O

�
nr(M �m)
N(M +N)

�
:

� ª ª ª

O

�
N 2 +Nm+Nmr

N 2 +NM

�
> O

�
m+mr

N +M

�
> O

� bm
M

�
;

â®


C � O

� bm
M

�
+O

�
nr(M �m)
N(M +N)

�
� O

� bm
M

�
: �
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4. �æ¥ª  ��� ¤«ï ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© áå¥¬ë,

®á®¢ ®©   ¬¥â®¤¥ � à¬ àª à 

� [9] ¤®ª §   áå®¤¨¬®áâì ¬¥â®¤  � à¬ àª à , ¥á«¨ à¥è ¥âáï ��� ¢ ç áâ®¬ ¢¨¤¥:

NX
j=1

cjxj ! min;

Ax = 0;
NX
j=1

xj = 1; xj � 0; j = 1; : : : ; N:

(10)

�à¨ íâ®¬ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ®
1) x0 = e=N , £¤¥ e = (1; : : : ; 1)T , ï¢«ï¥âáï ¤®¯ãáâ¨¬®© â®çª®©;
2) ¥á«¨ x� | ®¯â¨¬ «ì®¥ à¥è¥¨¥, â® cx� = 0.

�¯¨è¥¬ k-î ¨â¥à æ¨î  «£®à¨â¬  � à¬ àª à , áç¨â ï, çâ® â®çª  xk ã¤®¢«¥â¢®àï¥â (10).
� ç «¥   è £ å 1.1{1.5 ¢ëç¨á«ï¥âáï á«¥¤ãîé ï â®çª  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨:

xk+1 = �(xk):

1.1. �ãáâì

B =
�

ADk

1 : : : 1

�
;

£¤¥ Dk = diag(xk1 ; : : : ; x
k
N);

1.2. ¢ëç¨á«ï¥¬ ®àâ®£® «ìãî ¯à®¥ªæ¨î Dkc ¢ ã«ì-¯à®áâà áâ¢¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï B

cp = [E �BT (BBT )�1B]Dc; (11)

®¡à é¥¨¥ ¬ âà¨æë BBT ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¯® ä®à¬ã«¥ ®¤®à £®¢®© ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨ §  O(M 2
p
N)

®¯¥à æ¨©;
1.3. ®à¬¨àã¥¬ ¢¥ªâ®à cp

c =
cp
kcpk ;

1.4. ®¯à¥¤¥«ï¥¬ á¤¢¨£

�0(xk) =
1
N
� p

N(N � 1)
c;

£¤¥  2 (0; 1) | ¯ à ¬¥âà;
1.5. ¯à¨¬¥ï¥¬ ®¡à â®¥ ¯à®¥ªâ¨¢®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ª �0(xk)

�(xk) =
Dk�0(xk)
eTDk�0(xk)

:

� «¥¥ ¯à®¢¥àï¥¬ â®çªã xk+1   ¥¤®¯ãáâ¨¬®áâì.
�¯à¥¤¥«¨¬ ¯®â¥æ¨ «ìãî äãªæ¨î ª ª

f(x) =
NX
i=1

ln
cx

xi
:

�á«¨ f(xk+1) > f(xk) � �, £¤¥ � = ln(1 + ), â® ¢ëç¨á«¥¨ï ®áâ  ¢«¨¢ îâáï ¨ ¤¥« ¥âáï § -
ª«îç¥¨¥ ® â®¬, çâ® § ç¥¨¥ æ¥«¥¢®© äãªæ¨¨ áâà®£® ¯®«®¦¨â¥«ì®. �á«¨ ª ®¨ç¥áª ï ä®à-
¬  § ¤ ç¨ ¯®«ãç¥  ¯ãâ¥¬ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï § ¤ ç¨ «¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï ¢ áâ ¤ àâ®©
ä®à¬¥, â® ¤¥« ¥âáï ¢ë¢®¤, çâ® ¨áå®¤ ï § ¤ ç  ¥ ¨¬¥¥â ª®¥ç®£® ®¯â¨¬ «ì®£® à¥è¥¨ï.

� § ª«îç¥¨¥ ¯à®¢¥àï¥¬ â®çªã xk+1   ®¯â¨¬ «ì®áâì. �â  ¯à®¢¥àª  ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¯¥à¨-
®¤¨ç¥áª¨ ¨ ¢ª«îç ¥â ¯¥à¥å®¤ ¨§ â¥ªãé¥© â®çª¨ ¢ £à ¨çãî â®çªã ¡¥§ ã¢¥«¨ç¥¨ï § ç¥¨ï
æ¥«¥¢®© äãªæ¨¨ ¨ ¯à®¢¥àªã íâ®© £à ¨ç®© â®çª¨   ®¯â¨¬ «ì®áâì. �á«¨ cxk+1 > 0, ¯®¢â®àï-
¥¬ ¨â¥à æ¨î  «£®à¨â¬ , â. ¥. ¯¥à¥å®¤¨¬   è £ 1.1.
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�®¤¨ä¨ª æ¨î ¬¥â®¤  � à¬ àª à  ¡ã¤¥¬ áâà®¨âì ¤«ï ��� (10) â ª®©, çâ® ¥¥ ¬ âà¨æ  ®£à -
¨ç¥¨© A ¨¬¥¥â ¡«®çãî á ®ª ©¬«¥¨¥¬ áâàãªâãàã. �á«®¢¨ï 1) ¨ 2) ¤«ï íâ®© § ¤ ç¨ â ª¦¥ ¢ë-
¯®«ïîâáï. �®¤¨ä¨ª æ¨ï á®áâ®¨â ¢ ¡®«¥¥ íª®®¬®¬ ã¬®¦¥¨¨ ¬ âà¨æë A   ¢¥ªâ®à-áâ®«¡¥æ
p ¨ ¢¥ªâ®àë-áâà®ª¨ q   ¬ âà¨æã A ¯à¨ ®¯à¥¤¥«¥¨¨ ®àâ®£® «ì®© ¯à®¥ªæ¨¨ ¯® ä®à¬ã«¥ (11).
�â¨ ã¬®¦¥¨ï ¢ë¯®«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬

(Ap)i =

8>>><>>>:
NP
j=1

(aijpj); ¥á«¨ i � m;

kr+nrP
j=kr+1

(aijpj); ¥á«¨ i = m+ i0; £¤¥
r�1P
l=1

ml + 1 � i0 �
rP
l=1

ml; kr =
r�1P
l=1

nl;

(qA)j =
mX
i=1

aijqi +
k+mrX
i=k+1

aijqi; £¤¥ k =
r�1X
l=1

ml;
r�1X
l=1

nl + 1 � j �
rX
l=1

nr:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ëç¨á«¨â¥«ì ï áå¥¬  ¯à¥¤« £ ¥¬®£®  «£®à¨â¬  à¥è¥¨ï à áá¬ âà¨¢ ¥¬®©
��� á®¢¯ ¤ ¥â á ¯à¨¢¥¤¥®©, ªà®¬¥ è £  1.2.

�¯à ¢¥¤«¨¢ 

�¥¬¬  2. �®íää¨æ¨¥â ã¬¥ìè¥¨ï âàã¤®¥¬ª®áâ¨ 
� ¡®«ìè¥ 1=6 ¢ á«ãç ¥, ª®£¤ p
N �M , ¨ ¥ ¬¥ìè¥ O( bm=M) ¢ ¯à®â¨¢®¬ á«ãç ¥.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �æ¥¨¬ ç¨á«® ®¯¥à æ¨©, ¥®¡å®¤¨¬ëå ¤«ï ¢ë¯®«¥¨ï ¨â¥à æ¨¨ ¬¥â®¤ 
� à¬ àª à  ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ¬ âà¨æ  A ¥ ®¡« ¤ ¥â á¯¥æ¨ «ì®© áâàãªâãà®©. �«ï ¯®áâà®¥-
¨ï ¬ âà¨æë B ¥®¡å®¤¨¬® O(NM) ®¯¥à æ¨©; ¢ëç¨á«¥¨¥ Dc ¨§ (11) âà¥¡ã¥â O(N) ®¯¥à æ¨©;
¢ëç¨á«¥¨¥ BDc âà¥¡ã¥â O(2NM) ®¯¥à æ¨© (¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ®¡é¥¯à¨ïâ®© ¬¥â®¤¨ª¨ ®áâ ¢¨¬ ã
¢ëà ¦¥¨ï NM ª®íää¨æ¨¥â 2); ¢ëç¨á«¥¨¥ (BBT )�1 âà¥¡ã¥â O(M 2

p
N) ®¯¥à æ¨© ( «£®à¨â¬

á ¤ ®© âàã¤®¥¬ª®áâìî ¯à¥¤«®¦¥ ¢ [9]); ¢ëç¨á«¥¨¥ (BBT )�1BDc âà¥¡ã¥â O(M 2) ®¯¥à æ¨©;
¢ëç¨á«¥¨¥ BT (BBT )�1BDc âà¥¡ã¥â O(2NM) ®¯¥à æ¨©. �á¥£® ¢ íâ®© á¨âã æ¨¨ ¨â¥à æ¨ï ¢ë-
¯®«ï¥âáï §  O(5NM +M 2

p
N) ®¯¥à æ¨© (¢¥«¨ç¨ë ¯®àï¤ª  N ¨ M 2 ¬®¦¥¬ ¯à®¯ãáâ¨âì).

�¨á«® ¨â¥à æ¨© ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¨ ¤«ï à¥è¥¨ï § ¤ ç á® á¯¥æ¨ «ì®© áâàãªâãà®© ®¤¨ -
ª®¢®. � á«ãç ¥ ¡«®ç®© ¬ âà¨æë ®£à ¨ç¥¨© ¢ëç¨á«¥¨¥ BDc âà¥¡ã¥â O(Nm + nr(M � m))
®¯¥à æ¨©; ¢ëç¨á«¥¨¥ (BBT )�1 âà¥¡ã¥â O(M 2

p
N) ®¯¥à æ¨©; ¢ëç¨á«¥¨¥ (BBT )�1BDc âà¥¡ã¥â

O(M 2) ®¯¥à æ¨©; ¢ëç¨á«¥¨¥ BT (BBT )�1BDc âà¥¡ã¥â O(N(m+mr)) ®¯¥à æ¨©. �â®£®, ¨â¥à æ¨ï
¢ë¯®«ï¥âáï §  O(Nm+ nr(M �m) +M 2

p
N +N(m+mr)) ®¯¥à æ¨©. �«¥¤®¢ â¥«ì®,


K = O

�
Nm+ nr(M �m) +M 2

p
N +N(m+mr)

5NM +M 2
p
N

�
¨ ¯®á«¥ ®æ¥ª¨ ¯®«ãç¨¬


K � O

�
M 2

p
N

5NM +M 2
p
N

�
> 1=6 ¯à¨ M �

p
N:

�â®à ï á¨âã æ¨ï § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® M <
p
N . �®£¤ 


K � O

�
Nm+Nmr

5NM

�
� O

� bm
M

�
: �

5. �æ¥ª  ��� ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© áå¥¬ë,

®á®¢ ®©   ¬¥â®¤¥ �¨ «ì¤¨

� à §¢¨â¨¥ ¨¤¥© � à¬ àª à  ¢ [10] à áá¬ âà¨¢ ¥âáï  «£®à¨â¬ à¥è¥¨ï § ¤ ç¨: ¬¨¨¬¨§¨-
à®¢ âì äãªæ¨î (1) ¯à¨ ®£à ¨ç¥¨ïå (4) ¨

0 � xj � 1=N; j = 1; : : : ; N: (12)

�ç¥¢¨¤®, § ¤ ç  (1), (3), (4) á¢®¤¨âáï ª (1), (4), (12).
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� áá¬®âà¨¬ § ¤ çã (1), (4), (12) ¯à¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ïå

1) cTx� = 0, £¤¥ x� | à¥è¥¨¥ (1), (4), (12);
2) â®çª  1

2N
e ¤®¯ãáâ¨¬  ¤«ï íâ®© § ¤ ç¨ ¨ cT e > 0;

3) A ¨¬¥¥â à £ M .

�¯¨è¥¬  «£®à¨â¬.
� £ 1. � ç¨ ¥¬ á â®çª¨ x0 = 1

2N
e; ¯®«®¦¨¬ D0 = 1

2N
I.

� £ 2. �®¨áª  ¯à ¢«¥¨ï. �®«®¦¨¬

dk = [I � JTk A
T (AJkH

�1
k JTk A

T )�1AJkH
�1
k ]Dkc;

bk = [(dk)TH�1
k dk]�1=2H�1

k dk;

£¤¥

Gk =
1
N
I �Dk;

Fk =
1
N
eTG�1

k eDk +
1
N
eeT (I �G�1

k Dk);

Jk =
1
N
eTG�1

k eDk +Dkee
T (I �G�1

k Dk);

Hk = I +
1

(eTG�1
k e)

F T
k G

�2
k Fk = I +D2

kG
�2
k + vku

T
k + ukv

T
k :

�¤¥áì u = (I �DkG
�1
k )e;  

v =
1
2

eTG�2
k e

(eTG�1
k e)2

DkG
�2
k e:

(� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ â ª®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ ¬ âà¨æ  Hk ï¢«ï¥âáï áã¬¬®© ¤¢ãå ¤¨ £® «ìëå ¬ -
âà¨æ ¨ ¤¢ãå ¬ âà¨æ vku

T
k ¨ ukv

T
k , ¨¬¥îé¨å à £, à ¢ë© 1. �®íâ®¬ã ®¡à é¥¨¥ ¬ âà¨æë Hk

¬®¦® ¢ë¯®«¨âì §  O(N 2) ®¯¥à æ¨© ¯® ä®à¬ã«¥

(P + uvT + vuT )�1 = P�1 � 1
1 + b

P�1(uvT + vuT )P�1 +
1

(1 + a)2 � cd
P�1(duuT + cvvT )P�1;

£¤¥ P | ¤¨ £® «ì ï ¬ âà¨æ , a = vTP�1u, b = a� cd=(1 + a), c = uTP�1u, d = vTP�1v.)
� £ 3. �®«®¦¨¬

xk+1 =
1
N

 
1 + �

s
2N

2N � 1
eT (I �G�1

k Dk)bk

eTG�1
k e

!�1 
xk � �

s
2N

2N � 1
Dkb

k

!
¨

Dk+1 = diag(xk+11 ; : : : ; xk+1N ):

� £ 4. �á«¨ cTxk+1=cTxk � 2�p, â® ¯à®æ¥áá § ¢¥àè¥; ¨ ç¥ ¯¥à¥å®¤¨¬   è £ 1.
�âàãªâãàã ¬ âà¨æë ®£à ¨ç¥¨© ¡ã¤¥¬ ãç¨âë¢ âì ¯à¨ ¢ëç¨á«¥¨¨ ¬ âà¨æë AJkH

�1
k JTk A

T ;
  â ª¦¥ ¯à¨ ã¬®¦¥¨¨ ¬ âà¨æ A ¨ AT   N -¬¥àë¥ ¨ M -¬¥àë¥ ¢¥ªâ®àë á®®â¢¥âáâ¢¥®.

�æ¥ªã ��� ¬¥â®¤  �¨ «ì¤¨ ¤«ï ¡«®ç®© ¬ âà¨æë ®£à ¨ç¥¨© ¤ ¥â

�¥¬¬  3. �®íää¨æ¨¥â ã¬¥ìè¥¨ï âàã¤®¥¬ª®áâ¨ 
R � O(m=M).

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  «¥¬¬ë 3, ª ª ¨ à ìè¥, § ¬¥â¨¬, çâ® ç¨á«® ¨â¥à æ¨© ¤«ï à¥ «¨§ æ¨¨
¬¥â®¤  ¯à¨ à¥è¥¨¨ § ¤ ç¨ (1), (4), (12) á® á¯¥æ¨ «ì®© áâàãªâãà®© á®¢¯ ¤ ¥â á ç¨á«®¬ ¨â¥à -
æ¨©, ¥®¡å®¤¨¬ëå ¤«ï à¥è¥¨ï   «®£¨ç®© § ¤ ç¨ ®¡é¥£® ¢¨¤ .
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�àã¤®¥¬ª®áâì ¢ë¯®«¥¨ï ®¤®© ¨â¥à æ¨¨ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ â ª®¢ : ¤«ï  å®¦¤¥¨ï ¬ âà¨æ
Gk, Fk, Jk ¨ Hk ¥®¡å®¤¨¬® O(N 2) ®¯¥à æ¨©; ¤«ï ®¡à é¥¨ï ¬ âà¨æë Hk, ª ª ®â¬¥ç «®áì à -
¥¥, âà¥¡ã¥âáï O(N 2) ®¯¥à æ¨©; ¯à¨ ¢ëç¨á«¥¨¨ dk  ¨¡®«¥¥ âàã¤®¥¬ª®© ç áâìî ï¢«ï¥âáï  -
å®¦¤¥¨¥ AJkH

�1
k JTk A

T ¨ ¥¥ ®¡à é¥¨¥,   ¢á¥ ®áâ «ìë¥ ®¯¥à æ¨¨ ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ã¬®-
¦¥¨¥ ¬ âà¨æë   ¢¥ªâ®à ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ë¯®«¥ë §  O(N 2) ®¯¥à æ¨©. �¯à¥¤¥«¥¨¥ ¬ âà¨æë
AJkH

�1
k JTk A

T âà¥¡ã¥â ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ O(NM(N +M)) ®¯¥à æ¨©; ®ç¥¢¨¤®, íâ  ¬ âà¨æ  ï¢«ï-
¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç®© ¨ ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥®©, ¥á«¨ A ¨¬¥¥â à £, à ¢ë© M . �¥ ®¡à é¥-
¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ë¯®«¥® §  O(M 3) ®¯¥à æ¨©. �¡é¥¥ ç¨á«® ®¯¥à æ¨©, ¥®¡å®¤¨¬ëå ¤«ï ¢ë-
¯®«¥¨ï ®¤®© ¨â¥à æ¨¨ ¬¥â®¤  �¨ «ì¤¨ ¡¥§ ãç¥â  áâàãªâãàë ¬ âà¨æë ®£à ¨ç¥¨©, à ¢®
O(N 2M +NM 2 +M 3).

� á«ãç ¥ ¡«®ç®© ¬ âà¨æë A ã¬®¦¥¨¥ ¥¥   Jk á«¥¢  âà¥¡ã¥â O
�
N 2m + NMr

RP
r=1

nr
�
=

O(N 2(m+mr)) ®¯¥à æ¨©,   ã¬®¦¥¨¥   AT á¯à ¢  ¬ âà¨æë à §¬¥à M�N âà¥¡ã¥â O
�
NMm+

M
RP
r=1

nrm
r
�
= O(NM(m + mr)) ®¯¥à æ¨©. �àã¤®¥¬ª®áâì ®áâ «ìëå ¤¥©áâ¢¨© ¯® ¢ë¯®«¥¨î

¨â¥à æ¨¨ á®¢¯ ¤ ¥â á ®¡é¨¬ á«ãç ¥¬. �á¥£® ¤«ï ¢ë¯®«¥¨ï ®¤®© ¨â¥à æ¨¨ ¢ ¡«®ç®¬ á«ãç ¥
¥®¡å®¤¨¬® O((N 2 +NM)(m+mr) +M 3) ®¯¥à æ¨©. �®£¤ 


R =
O((N 2 +NM)(m+mr) +M 3)

O(N 2M +NM 2 +M 3)
=

O(N 2m+NMm+M 3)
O(N 2M +NM 2 +M 3)

+

+
O(N 2mr +NMmr)

O(N 2M +NM 2 +M 3)
� O(N 2 bm+NM bm+M 3)

O(N 2M +NM 2 +M 3)
> O

� bm
M

�
: �

6. �æ¥ª  ��� ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© áå¥¬ë,

®á®¢ ®©   ¬¥â®¤¥ �¨ª¨ 

�«£®à¨â¬ ¬¥â®¤  ¢ãâà¥¥© â®çª¨ (¬¥â®¤  �¨ª¨ ) ¤«ï ��� (1), (3), (4) á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå
íâ ¯®¢ [11]. �¥à¢ë© íâ ¯ § ª«îç ¥âáï ¢  å®¦¤¥¨¨ ¤®¯ãáâ¨¬®© â®çª¨, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®-
¢¨ï¬ (3), (4); ¢â®à®© | ¢  å®¦¤¥¨¨ ®¯â¨¬ã¬ . �¯¨è¥¬ ®¡  íâ¨å íâ ¯ .

I. � å®¦¤¥¨¥ ¤®¯ãáâ¨¬®© â®çª¨.
1.0. �¯à¥¤¥«ï¥âáï â®çª  x0, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï (3),

x0j = (�j + �j)=2; j = 1; : : : ; N; (13)

¨ ¤ «¥¥ ¤«ï  å®¦¤¥¨ï â®çª¨, «¥¦ é¥© ¢ ®¡« áâ¨ (3), (4), ¢ë¯®«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨© ¨â¥à æ¨-
®ë© ¯à®æ¥áá;

1.1. ¢ëç¨á«ïîâáï ¢¥«¨ç¨ë

�kj = min[(xkj � �j)
2; (�j � xkj )

2]; j = 1; : : : ; N ; (14)

1.2. p¥è ¥âáï á¨áâ¥¬  «¨¥©ëå ãà ¢¥¨©

MX
t=1

bkstu
k
t = rks ; s = 1; : : : ;M; (15)

£¤¥ bkst =
NP
j=1

�kj asjatj , s; t = 1; : : : ;M ,   ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬ rki = bi�
NP
j=1

aijx
k
j ,

i = 1; : : : ;M ;
1.3.  å®¤ïâáï ¤¢®©áâ¢¥ë¥ ¥¢ï§ª¨

�kj =
MX
i=1

aiju
k
i ; j = 1; : : : ; N ;
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1.4. ¢ëç¨á«ï¥âáï äãªæ¨® «

�k =
NX
j=1

�kj (�
k
j )
2; (16)

1.5. o¯à¥¤¥«ï¥âáï  ¯à ¢«¥¨¥ á¯ãáª 

skj = �kj �
k
j ; j = 1; : : : ; N ; (17)

1.6. oáãé¥áâ¢«ï¥âáï ¨â¥à æ¨®ë© ¯¥à¥å®¤ ¯® ä®à¬ã« ¬

xk+1j = xkj + �ks
k
j ; j = 1; : : : ; N; £¤¥ (18)

�k = min(1; 'k);

'k = max(��k; (�
k)�1=2); 0:5 � � � 1; (19)

�k = min(�0k; �
00
k);

�0k = min
1�j�N

[(xkj � �j)=skj ]; �00k = min
1�j�N

[(�j � xkj )=s
k
j ]:

�á«¨ ¥¢ª«¨¤®¢  ®à¬  krkk � ", â® â®çª  xk, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï (3), (4), ¯®«ãç¥ . � ¯à®-
â¨¢®¬ á«ãç ¥ ¯à®æ¥áá ¯à®¤®«¦ ¥âáï, ¥á«¨

p
�k > ",   á¨âã æ¨ï, ª®£¤ 

p
�k � ", á®®â¢¥âáâ¢ã¥â

á«ãç î ®âáãâáâ¢¨ï ¤®¯ãáâ¨¬®£® à¥è¥¨ï ��� (1), (3), (4).
II. � å®¦¤¥¨¥ ®¯â¨¬ «ì®£® à¥è¥¨ï ��� (1), (3), (4) ¯à®¨§¢®¤¨âáï á ¯®¬®éìî ¯à®æ¥áá 

1.1{1.6, ¢ ª®â®à®¬

¯à ¢ë¥ ç áâ¨ ��� ¢ ¯. 1.2 ¢ëç¨á«ïîâáï ¯® ä®à¬ã«¥ rki =
NP
j=1

cj�
k
j aij , i = 1; : : : ;M ,

¤¢®©áâ¢¥ë¥ ¥¢ï§ª¨ ¢ ¯. 1.3  å®¤ïâáï ¯® ä®à¬ã«¥

�kj =
MX
i=1

aiju
k
i � cj ; j = 1; : : : ; N;

¨â¥à æ¨®ë© ¯¥à¥å®¤ ¢ë¯®«ï¥âáï ¯® ¯à ¢¨«ã

xk+1j = xkj + �ks
k
j ; j = 1; : : : ; N; £¤¥

�k = max(��k; 'k);

  ¢¥«¨ç¨  'k ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ (19).
�á«¨

p
�k < ", â® ¢ëç¨á«¥¨ï ¯à¥ªà é îâáï ¨ ¢¥ªâ®à xk+1 ¯®« £ ¥âáï à¥è¥¨¥¬ ��� (1),

(3), (4).
�«ï â®£® çâ®¡ë ¯®áâà®¨âì íää¥ªâ¨¢ë©  «£®à¨â¬ à¥è¥¨ï ��� ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ¬ âà¨æ 

A ¡«®ç ï á ®ª ©¬«¥¨¥¬, ¯®ª ¦¥¬ á ç « , çâ® ¬ âà¨æ  ��� kbstk â ª¦¥ ¨¬¥¥â á¯¥æ¨ «ìãî
áâàãªâãàã.

�¥¬¬  4. �á«¨ ¬ âà¨æ  A ï¢«ï¥âáï ¡«®ç®© á ®ª ©¬«¥¨¥¬, â® á¨¬¬¥âà¨ç ï ¬ âà¨æ 

kbkstk ï¢«ï¥âáï ¡«®ç®© á ®ª ©¬«¥¨¥¬, ã ª®â®à®© ¯¥à¢ë¥ m áâà®ª ¨ áâ®«¡æ®¢ | ¬ âà¨æë

à §¬¥à  M � m ¨ m �M á®®â¢¥âáâ¢¥®,   ¬ âà¨æ , á®áâ ¢«¥ ï ¨§ ¯®á«¥¤¨å (M � m)
áâà®ª ¨ áâ®«¡æ®¢, ¡«®ç®-¤¨ £® «ì ï, á®áâ®ïé ï ¨§ R ¡«®ª®¢ à §¬¥à  mr �mr.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¨ ¬ âà¨æ  A ¡«®ç ï, â® ¢ á¨«ã ¯. 1.2

bkst =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

NP
j=1

�jasjatj ; ¥á«¨ 1 � s; t � m (bst ¨§ ®ª ©¬«¥¨ï);

l+nrP
j=l+1

�jasjatj ; ¥á«¨ s = m+ p;
r�1P
k=1

mk < p �
rP

k=1
mk ¨«¨

t = m+ q;
r�1P
k=1

mk < q �
rP

k=1
mk; l =

r�1P
k=1

nk (bst ¨§ r-£® ¡«®ª );

0 ¨ ç¥;

(20)

s; t = 1; : : : ;M .
�®à¬ã«ë (20) á ®ç¥¢¨¤®áâìî ®¡®á®¢ë¢ îâ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ «¥¬¬ë.

�§ íâ¨å ä®à¬ã« â ª¦¥ á«¥¤ã¥â, çâ® ¬ âà¨æã Bk = kbkstk ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥

B =

2664
V Y1 : : YR
Y T
1 D1 : : :
: : : : :
Y T
R : : : DR

3775 ;
£¤¥ V , Yr ¨ Dr | ¬ âà¨æë à §¬¥à®¢ m�m, m�mr, m�mr á®®â¢¥âáâ¢¥®.

�¥¬¬  4 ¯®§¢®«ï¥â ª®áâàã¨à®¢ âì ¨â¥à â¨¢ë©  «£®à¨â¬ à¥è¥¨ï ¡«®çëå á ®ª ©¬«¥¨¥¬
���, ®á®¢ ë©   ¬¥â®¤¥ �¨ª¨ .

� ç «ì ï â®çª  ¢ íâ®¬  «£®à¨â¬¥ ¢ëç¨á«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥ (13),   k-ï ¨â¥à æ¨ï ¨¬¥¥â
á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤.

2.1. �¥«¨ç¨ë �kj  å®¤ïâáï ¯® ä®à¬ã«¥ (14);
2.2. o¯à¥¤¥«ïîâáï ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ ��� (15): rki = bi � ki ; £¤¥

ki =

8>><>>:
NP
j=1

aijx
k
j ; ¥á«¨ i � m;

s+nrP
j=s+1

aijx
k
j ; ¥á«¨ i = m+ i0

V� r�1P
l=1

ml + 1 � i0 �
rP
l=1

ml

�
; s =

r�1P
l=1

nl;

2.3. í«¥¬¥âë ¬ âà¨æë kbkstk ¢ëç¨á«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬ (20);
2.4. à¥è ¥âáï á¨áâ¥¬  ãà ¢¥¨©

mX
t=1

v�sty
k
t = eks ; 1 � s � m;

£¤¥ ¬ âà¨æ  V � = kv�stk ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯® ä®à¬ã«¥

V � = V �
RX
i=1

YiD
�1
i Y T

i ; (21)

¯à ¢ë¥ ç áâ¨ áç¨â îâáï ¯® ä®à¬ã«¥

eks = rks �
� RX

l=1

YlD
�1
l rl

�
s

; s = 1; : : : ;m;

£¤¥ rl | ml-¬¥àë© ¢¥ªâ®à, á®áâ®ïé¨© ¨§ ª®¬¯®¥â ¢¥ªâ®à  r, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å l-¬ã ¡«®ªã Dl

¬ âà¨æë Bk = kbkstk;
2.5.  å®¤ïâáï ¢¥ªâ®àë

f i = D�1
i (ri � Y T

i y
k); i = 1; : : : ; R;
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2.6. o¯à¥¤¥«ïîâáï ¤¢®©áâ¢¥ë¥ ¥¢ï§ª¨

�j =
mX
i=1

aiju
k
i +

l+mrX
i=l

aijf
r
i ;

£¤¥ l = m+
r�1P
s=1

ms + 1, ¥á«¨
r�1P
s=1

ns � j �
rP

s=1
ns;

2.7. ¢ëç¨á«ï¥âáï äãªæ¨® « �k ¯® ä®à¬ã«¥ (16);
2.8. ®¯à¥¤¥«ï¥âáï  ¯à ¢«¥¨¥ á¯ãáª  ¯® ä®à¬ã«¥ (17);
2.9. ¨â¥à æ¨®ë© ¯¥à¥å®¤ ¤¥« ¥âáï ¯® ä®à¬ã« ¬ (18){(19).
�à¨â¥à¨© ®áâ ®¢ª¨ ¯®¨áª  ¤®¯ãáâ¨¬®© ¢ãâà¥¥© â®çª¨   «®£¨ç¥ ªà¨â¥à¨î ®áâ ®¢ª¨

¯à®æ¥áá  1.1{1.6.
� å®¦¤¥¨¥ à¥è¥¨ï ��� ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï á ¯®¬®éìî ®¯¨á ®£® ¢ëè¥ ¯à®æ¥áá  2.1{2.9.

�à¨ íâ®¬ ¢ ¯. 2.2 ¤«ï ¢ëç¨á«¥¨ï ¢¥«¨ç¨ rki ¨á¯®«ì§ãîâáï ä®à¬ã«ë

rki =

8>><>>:
NP
j=1

aij�
k
j cj ; ¥á«¨ i � m;

s+nrP
j=s+1

aij�
k
j cj ; ¥á«¨ i = m+ i0

V� r�1P
l=1

ml � i0 �
rP
l=1

ml

�
; s =

r�1P
l=1

nl;

  ä®à¬ã«ë ¯. 2.6 ¤«ï  å®¦¤¥¨ï ¤¢®©áâ¢¥ëå ¥¢ï§®ª ¢â®à®£® íâ ¯  ¥®¡å®¤¨¬® ¤®¯®«¨âì
¢ëç¨â ¨¥¬ ¢¥«¨ç¨ cj ¨§ ¯®«ãç¥ëå ¢ ¨å áã¬¬.

�¥¬¬  5. � âà¨æ  V � = kv�stk á¨¬¬¥âà¨ç  ¨ ¯®«®¦¨â¥«ì® ®¯à¥¤¥«¥ .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á¯®«ì§ãï á¢®©áâ¢® á¨¬¬¥âà¨ç®áâ¨ ¬ âà¨æë Bk, ¨§ ä®à¬ã«ë (21) ¯®-
«ãç ¥¬

v�ji = bkji �
MX

s=m+1

bkjsb
k
si=b

k
ss = bkij �

MX
s=m+1

bksjb
k
ij=b

k
ss = v�ij ; i; j = 1; : : : ;m:

�«¥¤®¢ â¥«ì®, V � á¨¬¬¥âà¨ç .
�®ª ¦¥¬ â¥¯¥àì ¯®«®¦¨â¥«ìãî ®¯à¥¤¥«¥®áâì ¬ âà¨æë V �. �ç¥¢¨¤®, V � = V �Y D�1Y T ,

£¤¥ D | ¡«®ç®-¤¨ £® «ì ï ¬ âà¨æ  à §¬¥à  (M �m)� (M �m), ¡«®ª ¬¨ ª®â®à®© ï¢«ïîâáï
¬ âà¨æë Dr,   Y | ¬ âà¨æ  ¢¨¤  [Y1j : : : jYR].

�¬®¦¨¬ ¬ âà¨æã Bk á«¥¢    P ¨ á¯à ¢    P T , £¤¥

P =

2664
Em �Y1D�1

1 : : :
0 Em1

: : :
: : : : :
0 : : : EmR

3775 ;
  Ei | ¥¤¨¨çë¥ ¬ âà¨æë à §¬¥à  i� i. �®£¤ 

PBkP T =
�
V � Y D�1Y T 0

0 D

�
:

� «¥¢®¬ ¢¥àå¥¬ ã£«ã ¬ âà¨æë PBkP T áâ®¨â ¬ âà¨æ  V �. �ãáâì x� = (x�1; : : : ; x
�
m)

T 6= 0 |
¯à®¨§¢®«ìë© ¢¥ªâ®à. �®«®¦¨¬ x = (x�1; : : : ; x

�
m; 0; : : : ; 0)

T | M -¬¥àë© ¢¥ªâ®à,   x0 = P Tx.
�®£¤ 

(V �x�; x�) = (PBkP Tx; x) = (BkP Tx; P Tx) = (Bkx0; x0) > 0

¢ á¨«ã ¯®«®¦¨â¥«ì®© ®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ ¬ âà¨æë Bk. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬ âà¨æ  V � ¯®«®¦¨â¥«ì®
®¯à¥¤¥«¥ .

�¯¨à ïáì   à¥§ã«ìâ â «¥¬¬ë 5, ¤¥« ¥¬ ¢ë¢®¤ ® â®¬, çâ® ��� ¨§ ¯. 2.4 ¬®¦® à¥è âì
¬¥â®¤®¬ ª¢ ¤à â®£® ª®àï.

�æ¥¨¬ â¥¯¥àì ª®íää¨æ¨¥â ã¬¥ìè¥¨ï âàã¤®¥¬ª®áâ¨ ¤«ï ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ®£®  «£®à¨â¬ 
�¨ª¨  ¯à¨ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨ïå (6).
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�¥¬¬  6. �á«¨ N > 103, M > 103 ¨ ¢ë¯®«ï¥âáï (6), â®


D � O

� bm2

M 2
+
M �m

RM 2

�
: (22)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � á¨âã æ¨¨, ª®£¤  ¬ âà¨æ  A ¨¬¥¥â ®¡é¨© ¢¨¤, ¨§ ä®à¬ã« 1.1{1.6 á«¥¤ã-
¥â, çâ® ¢ëç¨á«¥¨¥ �kj , j = 1; : : : ; N , âà¥¡ã¥â O(N) ®¯¥à æ¨©; ¯®áâà®¥¨¥ ¬ âà¨æë Bk âà¥¡ã¥â
O(NM 2) ®¯¥à æ¨©; ¯®¤áç¥â ¯à ¢ëå ç áâ¥© ��� (15) âà¥¡ã¥â O(NM) ®¯¥à æ¨©; ¥¥ à¥è¥¨¥ âà¥-
¡ã¥â O(M 3) ®¯¥à æ¨©; ¤¢®©áâ¢¥ë¥ ¥¢ï§ª¨ 1.3 (c. 57) ®¯à¥¤¥«ïîâáï §  O(NM) ®¯¥à æ¨©; ¢á¥
®áâ «ìë¥ ¤¥©áâ¢¨ï ¢ ¯à®æ¥áá¥ 1.1{1.6 (cc. 57, 58) âà¥¡ãîâ O(N) ®¯¥à æ¨©. �á¥£® ®¤  ¨â¥à æ¨ï
¢ë¯®«ï¥âáï §  O(NM 2 +M 3 +NM) ®¯¥à æ¨©.

�á«¨ ¬ âà¨æ  A ¨¬¥¥â ¡«®çãî áâàãªâãàã, â® ®¯à¥¤¥«¥¨¥ ¢¥ªâ®à  rk âà¥¡ã¥â O
�
Nm +

RP
r=1

nrmr

�
®¯¥à æ¨©; ¬ âà¨æ  Bk ¯® ä®à¬ã« ¬ (20) áâà®¨âáï §  O

�
Nm2+m

RP
r=1

nrmr

�
®¯¥à æ¨©;

á®áâ ¢«¥¨¥ ¬ âà¨æë V � ¯® ä®à¬ã«¥ (21) âà¥¡ã¥â O
� RP
r=1

m3
r + m

RP
r=1

m2
r + m2(M � m)

�
®¯¥à -

æ¨©; ¢¥ªâ®à ¯à ¢ëå ç áâ¥© ek ¨é¥âáï §  O(m(M �m)) ®¯¥à æ¨©; à¥è¥¨¥ á¨áâ¥¬ë ¨§ 2.4 (c. 59)

âà¥¡ã¥â O(m3) ®¯¥à æ¨©; ª®¬¯®¥âë ¢¥ªâ®à  fi  å®¤ïâáï §  O
� RP
r=1

m2
r

�
®¯¥à æ¨©; ¤¢®©áâ¢¥-

ë¥ ¥¢ï§ª¨ áç¨â îâáï §  O
�
Nm +

RP
r=1

nrmr

�
®¯¥à æ¨©; ®áâ «ìë¥ ¤¥©áâ¢¨ï ¨¬¥îâ â ªãî ¦¥

âàã¤®¥¬ª®áâì, ª ª ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥. �á¥£®   ¢ë¯®«¥¨¥ ®¤®© ¨â¥à æ¨¨ ¢ ¡«®ç®¬ á«ãç ¥ ¥-
®¡å®¤¨¬®

O

�
Nm2 +m3 +m

RX
r=1

nrmr +
RX
r=1

m3

r +m
RX
r=1

m2

r +m2(M �m) +

+
RX
r=1

nrmr +
RX
r=1

m2

r +m(M �m) +Nm

�

®¯¥à æ¨©. � ª ª ª ç¨á«® ¨â¥à æ¨© à¥è¥¨ï ��� ¢ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥ à ¢® ç¨á«ã ¨â¥à æ¨© à¥è¥¨ï
��� á ¡«®ç®© ¬ âà¨æ¥© ®£à ¨ç¥¨©, ��� à ¢¥


D = O

�
Nm2 +m2(M �m) +m3 +Nm+m(M �m)

NM 2 +NM +M 3

�
+

+O

� RP
r=1

m3
r +m

RP
r=1

m2
r +m

RP
r=1

nrmr +
RP
r=1

nrmr +
RP
r=1

m2
r

NM 2 +NM +M 3

�
: (23)

�æ¥¨¬ ¯¥à¢®¥ á« £ ¥¬®¥

O

�
Nm2 +m2(M �m) +m3 +Nm+m(M �m)

NM 2 +NM +M 3

�
�

� O

�
m2

M 2

N +M +m

N +M +N=M
+

m

M 2

N +M

N +M +N=M

�
�

� O

�
m2

M 2

N +M +m

N +M
+

m

M 2

N +M

N +M +N=M

�
� O

�
m2

M 2

�
:
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�æ¥¨¬ ¢â®à®¥ á« £ ¥¬®¥. � ª ª ª mr = max
r=1;:::;R

fmrg, â®

O

� RP
r=1

m3
r +m

RP
r=1

m2
r +m

RP
r=1

nrmr +
RP
r=1

nrmr +
RP
r=1

m2
r

NM 2 +NM +M 3

�
�

� O

�
(mr)3 +m(mr)(M �m) +Nmmr +Nmr +mr(M �m)

NM 2 +NM +M 3

�
�

� bm2

M 2

mr +M �m+N

N +M
+

mr

M 2

N +M �m

N +M
:

�ç¨âë¢ ï (6), ¯®«ãç¨¬ mr < 3

2

M�m
R

. �®£¤  mr

M2
� 3

2

M�m
RM2

. �¥«¨ç¨ëm ¨ mr ¬ «ë ¯® áà ¢¥¨î á
¢¥«¨ç¨ ¬¨N ¨M . �®íâ®¬ã (N+M�m)=(N+M) ¨ (mr+N+M�m)=(N+M) ¡«¨§ª¨ ª ¥¤¨¨æ¥.
�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢â®à®¥ á« £ ¥¬®¥ ¨§ (23) ¬®¦® ®æ¥¨âì á¢¥àåã ¢¥«¨ç¨®© O

� bm2

M2 + M�m
RM2

�
. �â ª,

(22) ¢ë¯®«¥®.

� § ª«îç¥¨¥ § ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ ¯®¤ íää¥ªâ¨¢ë¬ ãç¥â®¬ áâàãªâãàë ��� ¯®¨¬ âì ª®íä-
ä¨æ¨¥â ã¬¥ìè¥¨ï âàã¤®¥¬ª®áâ¨ ¢ëç¨á«¥¨© íâ®© § ¤ ç¨, â® á¯à ¢¥¤«¨¢®

�â¢¥à¦¤¥¨¥. � ¨¡®«¥¥ íää¥ªâ¨¢® ãç¨âë¢ âì áâàãªâãàã ¡«®ç®© á ®ª ©¬«¥¨¥¬ ¬ -

âà¨æë ®£à ¨ç¥¨© ¯®§¢®«ï¥â ¢ëç¨á«¨â¥«ì ï áå¥¬ , ®á®¢  ï   ¬¥â®¤¥ �¨ª¨ .

�®ª § â¥«ìáâ¢® á ®ç¥¢¨¤®áâìî á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ 1, 2, 3 ¨ 6.
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