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В ИССЛЕДОВАНИЯХ П.Л.УЛЬЯНОВА И ДРУГИХ МАТЕМАТИКОВ

Аннотация. В работе рассмотрен A-интеграл и его использование в теории тригонометриче-
ских рядов.
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Abstract. In this paper we consider the A-integral and its application in the theory of trigonometric
series.
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1. A-интеграл.

Определение 1. Функция f A-интегрируема на [a, b], если f определена почти всюду и
измерима на [a, b] и

1) мера µ{x ∈ E : |f(x)| > n} = o( 1
n) при n → ∞,

2) существует предел интегралов Лебега lim
n→∞

b∫
a
[f(x)]ndx, где

[f(x)]n =

{
f(x), если |f(x)| � n;
0, если |f(x)| > n.

Величину предела называютA-интегралом от функции f на [a, b] и обозначают (A)
b∫
a
f(x)dx.

Фактически A-интеграл был введен Е.Титчмаршем [1] в 1929 году в связи с изучением
сопряженных функций (правда, без условия 1)), где он отмечал (см. [1] или [2], с. 586),
что без этого условия введенный интеграл, названный им Q-интегралом, не аддитивен по
функциям. Для формулировки результата Е.Титчмарша введем ряд определений.
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Определение 2. Рядом, сопряженным к тригонометрическому ряду

σ =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cosnx+ bn sinnx,

называют ряд

σ =
∞∑

n=1

−bn cosnx+ an sinnx.

Ряды σ и σ являются соответственно действительной и мнимой частью степенного ряда
∞∑

n=0
cnz

n, c0 = a0
2 , cn = an − ibn, n = 1, 2, . . . , z = reix при r = 1.

Систематическое изучение сопряженных тригонометрических рядов началось с опубли-
кованной в 1911 году работы У.Юнга [3], в которой была установлена связь сопряженного

к ряду Фурье функции f ряда σ[f ] с выражением − 1
π

π∫
0

f(x+t)−f(x−t)

2 tg t
2

dt. Было показано, что

если f — 2π-периодическая функция ограниченной вариации, то необходимым и достаточ-
ным условием сходимости сопряженного ряда σ[f ] в точке x является существование пре-

дела lim
ε→+0

− 1
π

π∫
ε

f(x+t)−f(x−t)

2 tg t
2

dt, который и представляет тогда сумму ряда σ[f ] (см. также

[2], с. 521 или [4], т. 1, c. 102).
Указанный предел стали называть сопряженной функцией f . Результат У.Юнга был в

2005 году обобщен на функции ограниченной гармонической вариации Е.Ю.Редкозубовой
[5].

2. A-интегрируемость сопряженных функций.

Определение 3. Функцией, сопряженной к функции f , называется

f(x) = lim
ε→+0

− 1
π

∫ π

ε

f(x+ t)− f(x− t)
2 tg t

2

dt. (1)

В 1913 году Н.Н.Лузин показал, что сопряженная функция существует почти всюду для
любой 2π-периодической функции с суммируемым квадратом ([6]; [7], с. 200–217).
В 1918 году И.И.Привалов показал, что сопряженная функция существует почти всю-

ду для любой 2π-периодической суммируемой функции [8]. При этом им отмечалось, что
имеет место суммируемость сопряженного ряда σ[f ] методом средних арифметических или
методом Абеля–Пуассона к f почти всюду.
Теорема 1 (Е.Титчмарш). Если f — 2π-периодическая суммируемая функция, то со-
пряженная функция f и ее произведения на функции cosnx и sinnx, n = 1, 2, . . . , Q-
интегрируемы на [0, 2π] и ряд Фурье-Q сопряженной функции f равен сопряженному (к
ряду Фурье f) ряду, т. е. (Q)σ[f ] = σ[f ].

Поскольку в 1925 году А.Н. Колмогоров ([9]; [10], с. 40–45 или [2], с. 573; [4], т. 1, c. 218) вы-
вел для функции, сопряженной к суммируемой функции, оценку µ{x ∈ [0, 2π] : |f(x)| > λ} �
C
λ

2π∫
0

|f(x)|dx, из которой следует выполнение для сопряженной (к суммируемой) функции
условия 1) A-интегрируемости, то результат E.Титчмарша допускает замену в формули-
ровке Q-интеграла на A-интеграл.
В 1928 году, на год раньше, чем Е.Титчмарш, А.Н.Колмогоров в [11] (см. также [10],

с. 93–94; [4], т. 1, c. 419) доказал аналогичный результат для другого обобщения интеграла
Лебега — интеграла Бокса.
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Теорема 2 (А.Н.Колмогоров). Для любой 2π-периодической суммируемой функции f со-
пряженная функция f и ее произведения на функции einx, n = 0,±1,±2, . . . , B-интегриру-
емы на [0, 2π] и ряд Фурье-B сопряженной функции f равен сопряженному (к ряду Фурье
f) ряду, т. е. (B)σ[f ] = σ[f ].

B-интеграл был впервые предложен А.Данжуа в [12] и изучался его учеником Т.Боксом
в [13] (работа Т.Бокса есть также в [14], с. 545–596). Других применений ввиду сложности
не нашел. В 1986 году Б.В.Панников [15] доказал, что если измеримая функция B-ин-
тегрируема на отрезке, то она также A-интегрируема и значения интегралов совпадают.
Существование B-интегрируемых неизмеримых (а значит, не A-интегрируемых) функций
было показано в [16].
В 1929 году В.И.Смирнов методами комплексного переменного доказал следующую тео-

рему ([17], [18], а также [19], с. 33–46).

Теорема 3 (В.И.Смирнов). Если f — такая 2π-периодическая суммируемая функция,
что ее сопряженная функция f также суммируема, то ряд Фурье сопряженной функции
равен сопряженному (к ряду Фурье f) ряду, т. е. σ[f ] = σ[f ].

Так как B-интеграл и Q-интеграл — обобщения интеграла Лебега, то теорема В.И.Смир-
нова следует из теорем А.Н.Колмогорова и Е.Титчмарша, которые являются более общими,
так как Н.Н.Лузин показал в 1914 году, что сопряженная функция может быть несумми-
руемой ни на каком интервале (см. [7], с. 227, или [2], с. 557, или [4], т. 1, с. 410). Ценность
приведенных теорем в том, что в ряде случаев они позволяют сводить сопряженные триго-
нометрические ряды к более изученным тригонометрическим рядам Фурье.
В терминах комплексного переменного результат В.И.Смирнова формулируется следу-

ющим образом.

Теорема 4 (В.И.Смирнов). Если интеграл типа Коши

Φ(z) =
1
2π

∫ 2π

0

f(φ)eiφ

eiφ − z
dφ (2)

от суммируемой на [0, 2π] функции f имеет суммируемые угловые граничные значения
на единичной окружности Φ(eiφ) (равные 1

2(f(φ) + if(φ))), то Φ(z) представима своим
интегралом Коши

Φ(z) =
1
2π

∫ 2π

0

Φ(eiφ)eiφ

eiφ − z
dφ.

А.Н.Колмогоров в 1933 году (см. гл. 6 в [20], [21]) использовал A-интеграл в связи с обоб-
щением понятия математического ожидания. В пятидесятые годы XX века П.Л.Ульянов
занялся изучением A-интеграла и его приложений, особенно к теории сопряженных функ-
ций. Он доказал (см. [22]–[24] или [2], с. 587–591) следующую теорему.

Теорема 5 (П.л.Ульянов). Если f — 2π-периодическая суммируемая функция, а ϕ — та-
кая 2π-периодическая ограниченная функция, что ее сопряженная функция ϕ также огра-
ничена, то fϕ A-интегрируема на [0, 2π] и имеет место равенство

(A)
∫ 2π

0
f(x)ϕ(x) dx = −(L)

∫ 2π

0
f(x)ϕ(x) dx, (3)

называемое равенством Рисса.
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Если в качестве ϕ брать функции 1, sinnx и cosnx, n = 1, 2, . . . , то получится утвержде-
ние теоремы Е.Титчмарша.
П.Л.Ульянов также показал ([25], [26]), что интеграл типа Коши (2) от суммируемой на

[0, 2π] функции f представляется A-интегралом Коши

Φ(z) =
1
2π

(A)
∫ 2π

0

Φ(eiφ)eiφ

eiφ − z
dφ.

Он также показал, что 2π-периодическую суммируемую функцию f можно восстановить
по сопряженной функции f с помощью A-интеграла по формуле, аналогичной формуле (1),
с заменой интеграла Лебега на A-интеграл и обычного предела на асимптотический.

3. Другие применения A-интеграла. П.Л.Ульянов в [27], [28] указал еще один класс
A-интегрируемых функций на [0, 2π]

∞∑
n=1

an cosnx и
∞∑

n=1

an sinnx,

где an → 0 при n → ∞,
∞∑

n=1
|an − an+1| < +∞.

Указанные тригонометрические суммы остаются A-интегрируемыми при умножении на
такую 2π-периодическую функцию ϕ, что ϕ и сопряженная функция ϕ суть функции огра-
ниченной вариации, при том имеет место аналог формулы Рисса (3), а коэффициенты an

— коэффициенты Фурье-A (в смысле A-интеграла) указанных тригонометрических сумм.
В работах [22], [23] П.Л.Ульянов показал, что в формуле сопряженной функции (1) в

случае f ∈ Lp[0, 2π], p > 1, можно заменить несобственный интеграл Лебега A-интегралом.
Им был поставлен вопрос, можно ли это сделать для любой 2π-периодической суммируемой
функции? Вопрос был повторен в 1980 году в работе [29]. Ответ был дан в 1982 году в
[30]. Существует такая 2π-периодическая суммируемая функция g, что для почти всех x
интеграл

− 1
π
(A)

∫ π

0

g(x+ t)− g(x− t)
2 tg t

2

dt

не существует.
П.Л.Ульянов [26] нашел достаточное условие замены переменной в A-интеграле.

Теорема 6 (П.Л.Ульянов). Если функция f A-интегрируема на [a, b], ϕ — строго моно-
тонная дифференцируемая в каждой точке функция, отображающая [α, β] на [a, b], про-
изводная которой удовлетворяет условию 0 < m � |ϕ′(t)| � M < ∞, то

(A)
∫ b

a
f(x) dx = (A)

∫ β

α
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Этот результат был усилен И.Л.Бонди в [31], [32], которая ослабила условия на диффе-
ренцируемость ϕ.
В [23] П.Л. Ульянов отметил, что из существования A-интеграла на отрезке [a, b] не сле-

дует его существования на подотрезке [a′, b′] ⊂ [a, b]. В [33] был построен пример A-интегри-
руемой на отрезке функции, которая не является A-интегрируемой на любом подотрезке
[a′, b′] ⊂ [a, b], [a′, b′] 
= [a, b]. Но даже если интеграл существует для почти всех подотрезков
(как для сопряженной функции), то, как показали И.А.Виноградова и О.Д.Церетели (см.
[34]–[38]), нет никакой дифференциальной связи между A-интегралом и подинтегральной
функцией. Имеется ряд других патологических свойств у A-интеграла, он противоречит да-
же несобственному интегралу Лебега (см. обзор в [39], § 3). Различные сужения A-интеграла
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с более хорошими свойствами рассматривал ряд математиков — О.Д.Церетели, И.Л.Бонди,
И.А.Виноградова, Ф.С.Вахер (см. [39], § 3). Отдельно отметим вышедшие позднее и не упо-
мянутые в указанном обзоре работы И.А.Виноградовой [40]–[42] по сужениям A-интеграла.
С работ П.Л.Ульянова, посвященных A-интегралу и его использованию в теории триго-

нометрических рядов, началось систематическое изучение и применение этого интеграла в
теории функций. В данной работе не рассмотрены применения этого интеграла в теории ря-
дов по системам Хаара и Уолша, рядов по мультипликативным системам Виленкина и в дру-
гих разделах математики. A-интеграл занял особое место в теории обобщенных интегралов
и навсегда связан с именами математиков, первыми использовавших его — Е.Титчмарша,
А.Н.Колмогорова и П.Л.Ульянова.
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– V. 7. – P. 23–28.
[10] Колмогоров А.Н. Математика и механика. Избранные труды. – М.: Наука, 1985. – 469 с.
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