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А.Л.КУЗЬМИНА

ПРОСТРАНСТВА Lp(AP ) (1 ≤ p ≤ ∞) И ИХ СОПРЯЖЕННЫЕ

Аннотация. Изучаются пространства обобщенных почти периодических функций типа про-
странства Безиковича. Основной результат — теорема о представлении линейного непрерыв-
ного функционала, совпадающая по форме с классическим результатом Ф.Рисса.

Ключевые слова: почти периодические функции, пространство Безиковича, линейные непре-
рывные функционалы.

УДК: 517.982

Abstract. We study Besicovitch-type spaces of generalized almost periodic functions. The main
result is a theorem on representation of linear continuous functionals that is similar to the classical
result of F. Riesz.

Keywords: almost-periodic functions, Besicovitch space, linear continuous functionals.

В этой работе рассматриваются пространства Lp — интегрируемых почти периодических
(п. п.) функций Lp(AP ) (1 ≤ p ≤ ∞) и их сопряженные пространства.

В п. 1 вводятся пространства п. п. функций Lp(AP ) (1 ≤ p ≤ ∞) как пополнения про-
странств п. п. по Бору функций AP по норме

‖ · ‖p =
(

lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
| · |p dt

)1/p

(1 ≤ p < ∞)

и
‖ · ‖∞ = lim

p→∞
‖ · ‖p.

Устанавливается возможность введения скалярного произведения для функций пространств
Lp(AP ) и Lq(AP ) (1/p + 1/q = 1, 1 ≤ p ≤ ∞), взаимно сопряженных по Юнгу.

В п. 2 доказывается теорема об общем виде линейного непрерывного функционала на
Lp(AP ) (1 ≤ p < ∞). Откуда следует, что сопряженные по Юнгу пространства являются
также и сопряженными, т. е.

[Lp(AP )]∗ = Lq(AP ) (1/p + 1/q = 1, 1 ≤ p < ∞).

1. Пространства Lp(AP ) (1 ≤ p ≤ ∞) как пополнения пространства AP с соответствую-
щей нормой. AP — линейное пространство п. п. по Бору функций x(t), −∞ < t < ∞ ([1],
гл. 1, § 1). Если x(t) ∈ AP , то |x(t)| ∈ AP и если y(t) ∈ AP , то x(t)y(t) ∈ AP . Для каждой
функции x(t) ∈ AP существует интегральное среднее ([1], § 3)

lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
x(t)dt (�= ∞).
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12 А.Л.КУЗЬМИНА

Докажем, что функции |x(t)|p (0 < p < ∞) также принадлежат AP , если x(t) принадле-
жит AP .

Действительно, из неравенства∣∣|x(t + τ)|α − |x(t)|α
∣∣ ≤ ∣∣|x(t + τ)| − |x(t)|

∣∣α (0 < α < 1)

следует, что если τ есть ε-почти период функции x(t), то τ является также εα-почти перио-
дом функции |x(t)|α ∈ AP (0 < α < 1).

При p целом (p > 1) функция |x(t)|p принадлежит AP как конечное произведение функ-
ций |x(t)|, x(t) ∈ AP . При любом p, 1 < p < ∞, очевидно, функция

|x(t)|p = |x(t)|[p]|x(t)|α, p = [p] + α, 0 < α < 1,

также принадлежит пространству AP . Поэтому на пространстве AP можно задать норму

‖x‖p =
(

lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
|x(t)|p dt

)1/p

(1 ≤ p < ∞)

и, пополнив его по этой норме, будем иметь полные пространства Lp-интегрируемых п. п.
функций пространства Lp(AP ) (1 ≤ p < ∞).

Из неравенства для интегральных средних ([2], с. 264) очевидным образом следует

Lp′′(AP ) ⊂ Lp′(AP ) и ‖ · ‖p′ ≤ ‖ · ‖p′′ , 1 ≤ p′ < p′′ < ∞.

Определим пространство

L∞(AP ) =
⋂
p≥1

Lp(AP ) = lim
p→∞

Lp(AP )

с нормой ‖ · ‖∞ = lim
p→∞

‖ · ‖p (�= ∞). Очевидно, L∞(AP ) является полным пространством,

которое можно рассматривать как пополнение пространства AP с нормой

‖x‖∞ = lim
p→∞

‖x‖p, x ∈ AP.

Пространства Lp(AP ) и Lq(AP ) при условии 1/p+1/q = 1 (p > 1) назовем (как и простран-
ства Lp(a, b) и Lq(a, b) при этом условии) взаимно сопряженными по Юнгу. Пространство
L∞(AP ) будем считать взаимно сопряженным по Юнгу пространству L(AP ) ≡ L1(AP ).

Замечание 1. Пространство L∞(AP ) нельзя отождествить с пространством почти всюду
ограниченных на (−∞,+∞) Lp-интегрируемых п. п. функций с нормой, равной

vrai sup
|t|<∞

|x(t)| = lim
T→∞

vrai sup
|t|≤T

|x(t)| = lim
T→∞

lim
p→∞

(
1

2T

∫ T

−T
|x(t)|p dt

)1/p

.

Очевидно, последнее содержится в L∞(AP ).

Замечание 2. Имеют место вложения

Lp(AP ) ⊂ Bp (1 ≤ p < ∞),

где Bp — пространство Безиковича с метрикой

DBp(x, y) =
(

lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
|x(t) − y(t)|p dt

)1/p

([1], с. 248–249; [3], гл. III).



ПРОСТРАНСТВА Lp(AP ) (1 ≤ p ≤ ∞) И ИХ СОПРЯЖЕННЫЕ 13

В [3] (см. “Appendix”) дается пример B ≡ B1-функции, не являющейся в B (B = L(AP ))-
функцией, так что B ≡ B1 �= L1(AP ) = L(AP ).

Будет ли Bp �= Lp(AP ) для каждого p, 1 < p < ∞?
Докажем теорему о произведении функций из взаимно сопряженных пространств.

Теорема 1. Если функции x(t) ∈ Lp(AP ) и y(t) ∈ Lq(AP )
(
1/p + 1/q = 1, 1 ≤ p < ∞

)
, то

их произведение x(t)y(t) принадлежит L(AP ) и существует

lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
x(t)y(t)dt. (1)

Доказательство. Так как x(t) ∈ Lp(AP ), y(t) ∈ Lq(AP ), то x(t) = (Lp) lim
n→∞

xn(t), y(t) =

(Lq) lim
n→∞

yn(t), где xn(t), yn(t) ∈ AP (n = 1, 2, . . . ).
Пусть p > 1. Из неравенств

1
2T

∫ T

−T
|xy − xnyn|dt ≤ 1

2T

∫ T

−T
|x − xn| |y|dt +

1
2T

∫ T

−T
|y − yn| |xn|dt ≤

≤
(

1
2T

∫ T

−T
|x−xn|p dt

)1/p( 1
2T

∫ T

−T
|y|q dt

)1/q

+
(

1
2T

∫ T

−T
|y−yn|q dt

)1/q( 1
2T

∫ T

−T
|xn|p dt

)1/p

будем иметь

lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
|xy − xnyn|dt ≤ lim

T→∞

(
1

2T

∫ T

−T
|x − xn|p dt

)1/p

lim
T→∞

(
1

2T

∫ T

−T
|y|q dt

)1/q

+

+ lim
T→∞

(
1

2T

∫ T

−T
|y−yn|q dt

)1/q

lim
T→∞

(
1

2T

∫ T

−T
|xn|p dt

)1/p

= ‖x−xn‖p‖y‖q +‖xn‖p‖y−yn‖q.

Отсюда следует

lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
|xy − xnyn|dt → 0, n → ∞, (2)

так что x(t)y(t) есть B-п. п. функция ([1], с. 248) и ее интегральное среднее

lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
x(t)y(t)dt

существует ([3], гл.VI, § 13).
Функция |xy − xnyn| (xn, yn ∈ AP ) является также B-п. п. функцией и существует

lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
|xy − xnyn|dt (n = 1, 2, . . . ).

В силу (2)

lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
|xy − xnyn|dt → 0, n → ∞,

так что функция x(t)y(t) принадлежит Lp(AP ) и существует предел (1).
Итак, при p > 1 теорема доказана.
Пусть p = 1. Если x(t) ∈ L(AP ) и y(t) ∈ L∞(AP ) удовлетворяют такому условию

lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
|x(t)y(t)|dt ≤ ‖x‖1‖y‖∞, (3)
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что, в частности, имеет место, если x(t) ∈ L(AP ) и x(t) ∈ Lp0(AP ) (p0 > 1) (p0 фиксирова-
но), y(t) ∈ L∞(AP ) или если x(t) ∈ L(AP ) и y(t) ∈ L∞(AP ), ‖y‖∞ = vrai sup

|t|<∞
|y(t)| (�= ∞),

то, как и при p > 1, получаем соотношение (2), из которого и следует утверждение теоремы.
Таким образом, если иметь в виду, что существование предела (1) в формулировке тео-

ремы означает условие (3) при p = 1, то теорема 1 полностью доказана. �

Доказанная теорема дает возможность определить скалярное произведение функций
x(t) ∈ Lp(AP ) и y(t) ∈ Lq(AP ) (1/p + 1/q = 1, 1 ≤ p < ∞) формулой

(x, y) = lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
x(t)y(t)dt,

при этом |(x, y)| ≤ ‖x‖p‖y‖q (1 ≤ p < ∞) (при p = 1, q = ∞ и условии (3)).
В общем случае при p = 1 (q = ∞) из того, что если x(t) ∈ L(AP ), x(t) = (L) lim

n→∞
xn(t),

{xn} ⊂ AP , xn(t) ∈ Lp(AP ) (p ≥ 1) и y(t ∈ L∞(AP ), то для каждого p (p > 1) имеем

|(xn, y)| ≤ ‖xn‖p‖y‖q, |(xn − xm, y)| ≤ ‖xn − xm‖p‖y‖q

и при p → 1 (q → ∞) в пределе имеем

|(xn, y)| ≤ ‖xn‖1‖y‖∞, |(xn − xm, y)| ≤ ‖xn − xm‖1‖y‖∞.

Следовательно, последовательность {(xn, y)} сходится, какова бы ни была последователь-
ность {xn}, сходящаяся к x, и ее предел не зависит от {xn} ⊂ AP , сходящейся к x в L(AP ).

Скалярное произведение функций x(t) ∈ L(AP ) и y(t) ∈ L∞(AP ) по определению пола-
гаем равным

(x, y) = lim
n→∞

(xn, y),

который существует и не зависит от последовательности {xn} ⊂ AP , сходящейся к x в
L(AP ), при этом |(x, y)| ≤ ‖x‖1‖y‖∞, что является предельным неравенством Гёльдера.

2. Линейные непрерывные функционалы на Lp(AP ) (p ≥ 1). Функция F (x) = (x, y0),
x ∈ Lp(AP ), где y0 ∈ Lq(AP ) (1/p + 1/q = 1, p ≥ 1), y0 фиксировано, является линейным
непрерывным функционалом на Lp(AP ) (p ≥ 1) и ‖F‖ = ‖y0‖q.

Из определения скалярного произведения и его оценки

|F (x)| = |(x, y0)| ≤ ‖y0‖q‖x‖p, x ∈ Lp(AP ) (p ≥ 1),

следует линейность и ограниченность функционала F .
Докажем, что норма функционала ‖F‖ равна ‖y0‖q. Пусть p > 2 (q < 2). Покажем, что

функция x̃(t) = |y0(t)|q−1 sgn y0(t) ∈ Lp(AP ). Так как

|y0(t)|q−1(q − 1 < 1) ∈ Lp(AP ), sgn y0(t) = sgn y+
0 (t) − sgn y−0 (t),

y+
0 (t) =

1
2
[y0(t) + |y0(t)|], y−0 (t) =

1
2
[|y0(t)| − y0(t)],

y+
0 (t) и y−0 (t) ∈ Lq(AP ), |y±0 (t)|q−1 ∈ Lp(AP ),

то
x̃(t) = |y0(t)|q−1 sgn y0(t) = |y+

0 (t)|q−1 − |y−0 (t)|q−1 ∈ Lp(AP )

и

‖x̃‖p =
(

lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
|x̃(t)|p dt

)1/p

=
(

lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
|y0(t)|(q−1)p dt

)1/p

= ‖y0‖q/p
q .



ПРОСТРАНСТВА Lp(AP ) (1 ≤ p ≤ ∞) И ИХ СОПРЯЖЕННЫЕ 15

Тогда

‖F‖ ≥ F

(
x̃

‖x̃‖p

)
= lim

T→∞

1
2T

∫ T

−T
y0(t)

x̃(t)
‖x̃‖p

dt =
1

‖x̃‖p
‖y0‖q

q = ‖y0‖q.

Поскольку ‖F‖ ≤ ‖y0‖q, то ‖F‖ = ‖y0‖q.
Пусть 1 < p ≤ 2 (q ≥ 2). Рассмотрим функции

yn(t) =

{
y0(t), |y0(t)| ≤ n;
y0(t)
|y0(t)|n, |y0(t)| > n (n = 1, 2, . . . ),

и ỹn(t) = |yn(t)|q−1 sgn y0(t). Так как y0(t) ∈ Lq(AP ) и, очевидно, |yn(t1)− yn(t2)| ≤ |y0(t1)−
y0(t2)|, то функции yn(t) (n = 1, 2, . . . ) принадлежат Lq(AP ). Поскольку функции yn(t)
ограничены, то |yn(t)|q−1 ∈ Lp(AP ), а также и ỹn(t) ∈ Lp(AP ) (в чем убеждаемся так же,
как и при q < 2). Тогда

F (ỹn) = lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
ỹn(t)y0(t)dt = lim

T→∞

1
2T

∫ T

−T
|yn(t)|q−1|y0(t)| ≥ lim

T→∞

1
2T

∫ T

−T
|yn(t)|q dt.

Но

F (ỹn) ≤ ‖F‖ ‖ỹn‖p = ‖F‖
(

lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
|yn(t)|q dt

)1/p

= ‖F‖(‖yn‖q)q/p

и, очевидно, ‖yn‖q ≤ ‖F‖ (n = 1, 2, . . . ).
Покажем, что ‖yn‖q → ‖y0‖q, n → ∞. Получим

‖y0‖q
p = lim

T→∞

1
2T

∫ T

−T
|y0(t)|q dt = lim

T→∞
lim

n→∞
1

2T

∫ T

−T
|yn(t)|q dt,

‖yn‖q
q = lim

T→∞

1
2T

∫ T

−T
|yn(t)|q dt.

Последовательность
1

2T

∫ T

−T
|yn(t)|q dt, n = 1, 2, . . . ,

равномерно сходится относительно T , 0 < T0 ≤ T < ∞ (T0 фиксировано). Отсюда (переста-
новка пределов возможна)

lim
n→∞

‖yn‖q
q = lim

n→∞
lim

T→∞

1
2T

∫ T

−T
|yn(t)|q dt = lim

T→∞
lim

n→∞
1

2T

∫ T

−T
|yn(t)|q dt = ‖y0‖q

q

и
‖yn‖q → ‖y0‖q, n → ∞.

Так как ‖yn‖q ≤ ‖F‖ (n = 1, 2, . . . ), то ‖y0‖q ≤ ‖F‖, но ‖F‖ ≤ ‖y0‖q и, следовательно,
‖F‖ = ‖y0‖q.

Пусть p = ∞ (q = 1). Тогда F (x) = (x, y0), x ∈ L∞(AP ), где y0 ∈ L(AP ), y0 фиксировано.
Так как y0 ∈ L(AP ), то y0(t) = (L) lim

n→∞
yn(t), где yn(t) — тригонометрические многочлены,

для которых sgn yn(t) ∈ L∞(AP ) ([1], с. 210–211, но с заменой пространства S-п. п. функций
на Lp(AP ) (p ≥ 1) и, как следствие, будем иметь: знак любого действительного тригоно-
метрического многочлена есть функция из L∞(AP )).

Последовательность линейных непрерывных на L∞(AP ) функционалов

Fn(x) = (x, yn), x ∈ L∞(AP ),
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очевидно, с нормой ‖Fn‖ = ‖yn‖1 (n = 1, 2, . . . ) сходится в F (x), так как |Fn(x) − F (x)| =
|(x, yn − y0)| ≤ ‖x‖∞‖yn − y0‖1, x ∈ L∞(AP ), и ‖Fn − F‖ ≤ ‖yn − y0‖1 → 0, n → ∞, то
‖Fn‖ = ‖yn‖1 → ‖y0‖1 = ‖F‖.

Пусть p = 1 (q = ∞). Тогда F (x) = (x, y0), x ∈ L(AP ), где y0 ∈ L∞(AP ), y0 фиксировано.
Покажем, что ‖F‖ = ‖y0‖∞. Так как y0(t) ∈ L∞(AP ), то y0(t) = (L∞) lim

n→∞
yn(t), где yn(t)

— приведенные выше тригонометрические многочлены, для которых sgn yn(t) ∈ L(AP ) ([1],
с. 210–211).

Последовательность линейных непрерывных функционалов на L(AP )

Fn(x) = (x, yn), x ∈ L(AP ),

очевидно, с нормой ‖Fn‖ = ‖yn‖∞ (n = 1, 2, . . . ) сходится к F (x), так как

|Fn(x) − F (x)| = |(x, yn − y0)| ≤ ‖x‖1‖yn − y0‖∞
и ‖Fn − F‖ ≤ ‖yn − y0‖∞ → 0, n → ∞, то ‖Fn‖ = ‖yn‖∞ → ‖y0‖∞ = ‖F‖.

Общий вид линейного непрерывного функционала на Lp(AP ) (1 ≤ p < ∞) дает

Теорема 2. Всякий линейный непрерывный функционал F на Lp(AP ) (1 ≤ p < ∞) пред-
стави́м в виде

F (x) = (x, y0), x ∈ Lp(AP ), (4)
где y0 ∈ Lq(AP ) (1/p + 1/q = 1, 1 ≤ p < ∞), y0 единственно, причем

‖F‖ = ‖y0‖q. (5)

Доказательство. Пусть F — линейный непрерывный функционал на Lp(AP ) (1 ≤ p < ∞).
Тогда Lp

(α) (1 ≤ p < ∞) — пространства периодических функций, где (α), 0 < α < ∞,
означает, что eiαt ∈ Lp

(α), Lp
(α) ⊂ Lp(AP ) и Lp

(α) являются подпространствами Lp(AP ) (1 ≤
p < ∞).

Будем изучать сужения функционала F на Lp
(α)

F(α)(x) = F (x), x ∈ Lp
(α) (0 < α < ∞).

Очевидно, функционал F(α) представи́м в виде

F(α)(x) = (x, y(α)) = lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
x(t)y(α)(t)dt, x ∈ Lp

(α),

где y(α) ∈ Lq
(α) (1/p + 1/q = 1), причем y(α) ∈ L∞

(α) при p = 1 и

‖y(α)‖∞ = vrai sup
|t|<∞

|y(α)(t)|,

y(α) является производящей функцией функционала F(α).
Рассмотрим линейное многообразие W множества всех производящих функционалы F(α)

функций y(α), 0 < α < ∞, и его замыкание W в Lq(AP ). Пусть y0 = y0(t) ∈ W , y0 ∈ Lq(AP )
и Λ0 = {λk} — множество (разве лишь счетное) его показателей Фурье. Очевидно, для
каждого тригонометрического многочлена P (t) =

∑
(k)

ake
iµkt имеем (P, y0) = F (P ), если

{µk} ⊂ Λ0, и (P, y0) = 0, если {µk} �⊂ Λ0, так что, вообще говоря, (P, y0) = F (P ), если
F (P ) = 0, и (P, y0) �= F (P ), если F (P ) �= 0.

Если же существует y0 ∈ W такой, что (P, y0) = F (P ) для каждого тригонометрического
многочлена P (t), то для любой функции x(t) ∈ Lp(AP ), x(t) = (Lp) lim

m→∞
Pm(t),

F (x) = F ( lim
m→∞

Pm) = lim
m→∞

F (Pm) = lim
m→∞

(Pm, y0) = (x, y0)
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и (4) будет доказано.
Докажем, что такой ỹ0 ∈ W существует.
Итак, пусть y0 ∈ W . Если найдется многочлен P̃ (t) такой, что (P̃ , y0) �= F (P̃ ) и (P, y0) =

F (P ) для каждого многочлена P �= P̃ , то ỹ0 = y0 + yP̃ ∈ W , где yp̃ — производящая
функция сужения F на P̃ , т. е. (P̃ , yP̃ ) = F (P̃ ), и (P, ỹ0) = (P, y0 + yP̃ ) = F (P ) для каждого
многочлена P , так как для P̃ (P̃ , y0) = 0 в силу выбора yP̃ , а для P �= P̃ (P, y0) = F (P ) и
(P, yP̃ ) = 0, если P ⊂ {µk} ⊂ Λ0 или если P ⊂ {µk} �⊂ Λ0 и не совпадающими с показателями
многочлена P̃ .

Если же для y0 ∈ W имеется бесконечное множество многочленов P̃ ⊂ {µk} �⊂ Λ0 таких,
что (P̃ , y0) �= F (P̃ ), то, “присоединив” к y0 соответствующие им производящие функции
yP̃ последовательно, как элементы из W , получим ỹ0 ∈ W такой, что (P, ỹ0) = F (P ) для
каждого многочлена P (t) с любыми показателями {µk}.

Заметим, что при этом будут “изъяты” из дополнения ΛC = (−∞,∞) \ Λ0 все {µk}, для
которых (P̃ , y0) �= F (P̃ ), и что их не более чем счетное множество.

Поскольку (5) уже доказано выше, то единственность y0 следует из того, что если

F (x) = (x, y0) = (x, z0), x ∈ Lp(AP ), y0, z0 ∈ Lq(AP ),

то (x, y0 − z0) = 0, x ∈ Lp(AP ) и, следовательно, ‖y0 − z0‖ = 0, y0 = z0. �
Замечание 3. При p = 2 L2(AP ) является H-пространством и утверждение теоремы —
известный факт ([4], с. 193).

Замечание 4. При p = ∞ линейные непрерывные функционалы F , представимые в виде
(4), — регулярные функционалы, если все сужения F на L∞

(α) (0 < α < ∞) — подпро-
странства L∞(AP ) почти всюду ограниченных периодических функций с нормой ‖ · ‖∞ =
vrai sup
|t|<∞

| · | — являются регулярными функционалами.

В противном случае, если хотя бы одно из сужений F не является регулярным функци-
оналом на L∞

(α), то функционалы F на L∞(AP ) являются сингулярными функционалами.

Примером сингулярного функционала является

F (x) = lim
T→∞

1
2T

∫ T

−T
x(t)dy0(t), x ∈ L∞(AP ), (6)

y0(t) ∈ V (AP ), y0(t) �=
∫ t

0
y′0(s)ds, y′0(t) ∈ L(AP ).

Не будет ли непрерывный функционал F на L∞(AP ) представим в виде (6)?

Замечание 5. Теорема 2 является аналогом теоремы Ф.Рисса об общем виде линейного
непрерывного функционала на Lp(a, b) (1 ≤ p < ∞) ([5], п. 36).

Для пространств Lp(AP ) (1 ≤ p < ∞) риссовская схема доказательства не проходит.
“Модифицированная” схема доказательства теоремы Ф.Рисса для Lp(a, b) (1 ≤ p < ∞) [6]
также не проходит для пространств Lp(AP ) при p > 2, а при 1 ≤ p < 2 теорема 2 может
быть доказана так же, как и для Lp(a, b) (1 ≤ p < 2) ([6], с. 194).

В заключение отметим, что в силу теоремы 2

[Lp(AP )]∗ = Lq(AP ) (1/p + 1/q = 1, 1 ≤ p < ∞),

т. е. сопряженными пространствами для Lp(AP ) (1 ≤ p < ∞) являются пространства
Lq(AP ) (1/p + 1/q = 1) — им сопряженные по Юнгу.
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