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� áá¬®âà¨¬ «¨¥©ãî  ¢â®®¬ãî á¨áâ¥¬ã ®¡ëª®¢¥ëå ¤¨ää¥à¥æ¨ «ìëå ãà ¢¥¨©

_x = Ax; (1)

£¤¥ ®¯¥à â®à A : Cn ! Cn § ¤  ¬ âà¨æ¥© A = (ajk)nj;k=1.
�ãáâì �(�) | å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨© ¬®£®ç«¥ ¬ âà¨æë A, �l, l = 1; r, | ¥£® ª®à¨. � ª ¨§-

¢¥áâ® ( ¯à., [1], á. 244), ª ¦¤ ï ª®¬¯®¥â  xm(t), m = 1; n, à¥è¥¨ï x(t) á¨áâ¥¬ë (1) ï¢«ï¥âáï
áã¬¬®© ª¢ §¨¬®£®ç«¥®¢ ®â t á ¯®ª § â¥«ï¬¨ �l:

xm(t) =
rX

l=1

e�ltpm;l(t); (2)

£¤¥ pm;l(t) | ¬®£®ç«¥ áâ¥¯¥¨, ¬¥ìè¥© ªà â®áâ¨ ª®àï �l. �¥«ìî áâ âì¨ ï¢«ï¥âáï ¯®«ãç¥¨¥
¥®¡å®¤¨¬ëå ¨ ¤®áâ â®çëå ãá«®¢¨© ¯à¨áãâáâ¢¨ï ¤ ®£® ¯®ª § â¥«ï íªá¯®¥âë ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥-
¨¨ ¯¥à¢®© ª®¬¯®¥âë à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ë (1) ¢ ¢¨¤¥ (2).

�¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§ ç¥¨ï: Es, 0 � s � n� 1, | ¥¤¨¨çë¥ ¬ âà¨æë ¯®àï¤ª  (n � s);
A1 = (ajk)nj;k=2 | ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª  (n� 1); B1(�) | ¬ âà¨æ -äãªæ¨ï A1 � �E1; Bi(�), i = 2; n,
| ¬ âà¨æë-äãªæ¨¨, § ¢¨áïé¨¥ ®â �, ¯®«ãç ¥¬ë¥ § ¬¥®© á®®â¢¥âáâ¢¥® i-© áâà®ª¨ ¬ âà¨-
æë B1(�) áâà®ª®© (a12; a13; : : : ; a1n); �i(�), i = 1; n, | ¬®£®ç«¥ë-®¯à¥¤¥«¨â¥«¨ ¬ âà¨æ Bi(�),
i = 1; n, á®®â¢¥âáâ¢¥®; �(�) |  ¨¡®«ìè¨© ®¡é¨© ¤¥«¨â¥«ì íâ¨å ¬®£®ç«¥®¢. �§ à §«®¦¥-
¨ï ®¯à¥¤¥«¨â¥«ï ¬ âà¨æë A� �E0 ¯® ¯¥à¢®¬ã áâ®«¡æã á«¥¤ã¥â, çâ® ¬®£®ç«¥ �(�) ï¢«ï¥âáï
¤¥«¨â¥«¥¬ ¬®£®ç«¥  �(�).

�¥®à¥¬  1. � ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥ ¯¥à¢®© ª®¬¯®¥âë à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ë (1) ¢ ¢¨¤¥ (2) ¢å®¤ïâ
ª¢ §¨¬®£®ç«¥ë á â¥¬¨ ¨ â®«ìª® â¥¬¨ ¯®ª § â¥«ï¬¨, ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ª®àï¬¨ ¬®£®ç«¥-

  �(�)=�(�).

� §¨á ¯à®áâà áâ¢  Cn, ¢ ª®â®à®¬ A ï¢«ï¥âáï ¬ âà¨æ¥© ®¯¥à â®à  A, ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§
feig

n
i=1 ¨  §®¢¥¬ ¥áâ¥áâ¢¥ë¬. �ãáâì S | «¨¥© ï ®¡®«®çª  á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ feigni=2. � -

ç¨â, í«¥¬¥â ¬¨ ¯à®áâà áâ¢  S ï¢«ïîâáï â¥ ¨ â®«ìª® â¥ ¢¥ªâ®àë ¯à®áâà áâ¢  Cn, ¯¥à¢ë¥
ª®¬¯®¥âë ª®â®àëå ¢ ¥áâ¥áâ¢¥®¬ ¡ §¨á¥ Cn à ¢ë 0.

�¢¥¤¥¬ â ª¦¥ á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§ ç¥¨ï: Si | £¨¯¥à¯«®áª®áâì ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ S, ®àâ®£® «ì-
 ï ¢¥ªâ®àã ei, 2 � i � n; a | ¢¥ªâ®à ¯à®áâà áâ¢  S, ¨¬¥îé¨© ¢ ¡ §¨á¥ feigni=2 ª®®à¤¨ âë
(a12; a13; : : : ; a1n); Sa | £¨¯¥à¯«®áª®áâì ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ S, ®àâ®£® «ì ï ¢¥ªâ®àã a; Pi | ®àâ®-
¯à®¥ªâ®à ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ S   £¨¯¥à¯«®áª®áâì Si; Bi(�) | ®¯¥à â®à-äãªæ¨¨, ¤¥©áâ¢ãîé¨¥ ¨§
S ¢ S, § ¤ ¢ ¥¬ë¥ ¢ ¡ §¨á¥ feigni=2 ¬ âà¨æ ¬¨-äãªæ¨ï¬¨ Bi(�).

�¡ê¥¤¨¨¬ ¢ ®¤®¬ ãâ¢¥à¦¤¥¨¨ á«¥¤áâ¢¨ï â¥®à¥¬ë ® ¯à¨¢¥¤¥¨¨ ¬ âà¨æë ª ¦®à¤ ®¢ã
¢¨¤ã ([2], á. 383{389; [3], á. 151{155).
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�¥¬¬  1. �ãáâìM | ¥ª®â®à ï ª®¬¯«¥ªá®§ ç ï ª¢ ¤à â ï ¬ âà¨æ  ¨ �| ª®à¥ì ¥¥

å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª®£® ¬®£®ç«¥  ªà â®áâ¨ p. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ ï

á¨áâ¥¬  ¨§ p áâ®«¡æ®¢ fh(k)m g, k = 1; s, m = 1; pk,
sP

k=1
pk = p, çâ® ¢ë¯®«ïîâáï á®®â®è¥¨ï

h
(k)
1 6= 0;

Mh
(k)
1 = �h

(k)
1 ;

Mh(k)n = �h(k)n + h(k)n�1; n = 2; : : : ; pk:

�ãáâì Z | ¥ª®â®à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®, L | «¨¥©®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ ¯à®áâà áâ¢ 
Z ¨ �| á®¡áâ¢¥®¥ § ç¥¨¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï L. �«¥¤ãï â¥à¬¨®«®£¨¨ [3], ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¢¥ª-
â®à h ¯à¨á®¥¤¨¥ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ ®¯¥à â®à  L, ®â¢¥ç îé¨¬ á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î �, ¥á«¨ ¤«ï
¥ª®â®à®£® æ¥«®£® p � 1 ¢ë¯®«ïîâáï á®®â®è¥¨ï (L� �E)ph 6= 0, (L� �E)p+1h = 0, £¤¥ E |
â®¦¤¥áâ¢¥ë© ®¯¥à â®à. �à¨ íâ®¬ ç¨á«® p ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯®àï¤ª®¬ ¯à¨á®¥¤¨¥®£® ¢¥ªâ®à 
h,   ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (L��E)ph; (L��E)p�1h; : : : ; (L��E)h;h á®£« á® â¥à¬¨®«®£¨¨ [2] |
á¥à¨¥© á á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ � ®â®á¨â¥«ì® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï L ¯à®áâà áâ¢  Z. �â®«¡æë,
®â¢¥ç îé¨¥ ¢ ¥ª®â®à®¬ ¡ §¨á¥ á®¡áâ¢¥ë¬ ¨ ¯à¨á®¥¤¨¥ë¬ ¢¥ªâ®à ¬, â ª¦¥ ¡ã¤¥¬  §ë-
¢ âì á®®â¢¥âáâ¢¥® á®¡áâ¢¥ë¬¨ ¨ ¯à¨á®¥¤¨¥ë¬¨.

� «î¡®¬ ¡ §¨á¥ ¨§ á®¡áâ¢¥ëå ¨ ¯à¨á®¥¤¨¥ëå ¢¥ªâ®à®¢ ®¯¥à â®à  A á¨áâ¥¬  (1) ¨¬¥¥â
¢¨¤ _y = Jy ([1], á. 242{244), £¤¥

J =

0
BBB@

J1
J2 0

0
. . .

Jk

1
CCCA ; Jj =

0
BBBBBB@

�j 1 0 : : : 0
0 �j 1 : : : 0

. . .
0 : : : 0 �j 1
0 : : : 0 0 �j

1
CCCCCCA
; j = 1; k;

  ¢á¥ ¥¥ à¥è¥¨ï ®¯à¥¤¥«ïîâáï ä®à¬ã«®©

y(t) = eJty(0);

£¤¥

eJt =

0
BBB@

eJ1t

eJ2t 0

0
. . .

eJkt

1
CCCA ; eJjt =

0
BBBBBBB@

1 t t2

2
: : : t

sj�1

(sj�1)!

0 1 t : : : t
sj�2

(sj�2)!

...
. . . . . .

...
1 t

0 : : : : : : 0 1

1
CCCCCCCA
e�jt; j = 1; k:

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ (2) ¯à¨ m = 0 â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  ¯à¨áãâáâ¢ãîâ ª¢ -
§¨¬®£®ç«¥ë á ¯®ª § â¥«¥¬ �l, ª®£¤  ¢á¥ á®¡áâ¢¥ë¥ ¨ ¯à¨á®¥¤¨¥ë¥ ¢¥ªâ®àë, ®â¢¥ç îé¨¥
á®¡áâ¢¥®¬ã § ç¥¨î �l, ¨¬¥îâ ¢ ¥áâ¥áâ¢¥®¬ ¡ §¨á¥ ¯¥à¢ãî ª®¬¯®¥âã, ¥ à ¢ãî 0.

� ¬¥â¨¬, çâ® á¥à¨ï á á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ �0 ®â®á¨â¥«ì® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï A ¯à®áâà -
áâ¢  Cn â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤  á®áâ®¨â ¨§ ¢¥ªâ®à®¢, ¨¬¥îé¨å à ¢ë¥ 0 ¯¥à¢ë¥ ª®¬¯®¥âë,
ª®£¤  ®  ï¢«ï¥âáï á¥à¨¥© á â¥¬ ¦¥ á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ ®â®á¨â¥«ì® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï A1

¯à®áâà áâ¢  S, á®áâ®ïé¥© ¨§ ¢¥ªâ®à®¢, ®àâ®£® «ìëå ¢¥ªâ®àã a. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¨§ ®¯à¥¤¥-
«¥¨ï ¬®£®ç«¥  �(�)=�(�) á«¥¤ã¥â, çâ® á®¡áâ¢¥®¥ § ç¥¨¥ �0 ¥ ï¢«ï¥âáï ¥£® ª®à¥¬ â®£¤ 
¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï ¢á¥å i, 1 � i � n, ªà â®áâ¨ �i ª®àï �0 ¬®£®ç«¥®¢ �i(�) ¥ ¬¥ìè¥
ªà â®áâ¨ � ª®àï �0 ¬®£®ç«¥  �(�). �®áª®«ìªã ¨§ «¥¬¬ë 1 á«¥¤ã¥â, çâ® á¥à¨¨ á á®¡áâ¢¥ë¬
§ ç¥¨¥¬ �0 ®â®á¨â¥«ì® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï A ¢ª«îç îâ � «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå ¢¥ªâ®à®¢, â®
â¥®à¥¬  1 ®ª ¦¥âáï á¯à ¢¥¤«¨¢®©, ¥á«¨ ¡ã¤¥â ¤®ª §  
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�¥®à¥¬  2. �«ï â®£® çâ®¡ë áãé¥áâ¢®¢ «¨ á¥à¨¨ á á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ �0 ®â®á¨-

â¥«ì® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï A1, á®áâ®ïé¨¥ ¨§ � «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå ¢¥ªâ®à®¢, ®àâ®£® «ìëå

¢¥ªâ®àã a, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç® ¢ë¯®«¥¨ï ¢á¥å ¥à ¢¥áâ¢ �i � �, i = 1; n.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®¡å®¤¨¬®áâì. �¡®§ ç¨¬ á¨áâ¥¬ã ¢¥ªâ®à®¢ ¨§ ãª § ëå ¢ ä®à¬ã-
«¨à®¢ª¥ â¥®à¥¬ë á¥à¨© ç¥à¥§ X = f�jg

�
j=1, ¯à¨ç¥¬ ¢¥ªâ®àë ª ¦¤®© á¥à¨¨ § ã¬¥àã¥¬ ¯®á«¥¤®-

¢ â¥«ì®. �ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì® i, 1 � i � n. �¯¥à â®à Bi(�) ®â®¡à ¦ ¥â «¨¥©ãî ®¡®«®çªã
á¨áâ¥¬ë X ¥§ ¢¨á¨¬® ®â � ¢ «¨¥©ãî ®¡®«®çªã á¨áâ¥¬ë Y = f�jg

�
j=1 ®àâ®£® «ìëå ¯à®-

¥ªæ¨© ¢¥ªâ®à®¢ á¨áâ¥¬ë X   £¨¯¥à¯«®áª®áâì Si. � ç¨â, ¥á«¨ á¨áâ¥¬  Y «¨¥©® § ¢¨á¨¬ ,
â® �i(�) � 0, ¯®áª®«ìªã á¨áâ¥¬  X «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ . �ãáâì á¨áâ¥¬  Y «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨-
¬ . �®¯®«¨¬ ®¡¥ á¨áâ¥¬ë ¯à®¨§¢®«ìë¬ ®¡à §®¬ ¤® ¡ §¨á®¢ XS = f�jg

n�1
j=1 ¨ YS = f�jg

n�1
j=1

¯à®áâà áâ¢  S. � âà¨æ  ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï Bi(�), ¥á«¨ ¢¥ªâ®àë, ª ª®â®àë¬ ®® ¯à¨¬¥ï¥âáï,
§ ¤ îâáï ¢ ¡ §¨á¥ XS,   ¨å ®¡à §ë | ¢ ¡ §¨á¥ YS, ¨¬¥¥â ¢¨¤

Ui(�) =

0
BBBBBBBBBBBBB@

J1 � �E(1) u1;�+1 : : : u1;n�1

J2 � �E(2)
...

...
. . .

Jq � �E(q)
...

...
0 : : : : : : 0

...
...

0 : : : : : : 0 un�1;�+1 : : : un�1;n�1

1
CCCCCCCCCCCCCA

;

£¤¥ Jk, k = 1; q, | ¦®à¤ ®¢ë ª«¥âª¨ á á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ �0, E(k) | ¥¤¨¨çë¥ ¬ âà¨æë
á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¯®àï¤ª , ¯à¨ íâ®¬ Ui(�) = V Bi(�)W , £¤¥ V ¨W | ¥ª®â®àë¥ ¥¢ëà®¦¤¥ë¥
¬ âà¨æë. �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ªà â®áâì �i ª®àï �0 ¬®£®ç«¥  detBi(�) ¥ ¬¥ìè¥ �. � á¨«ã
¯à®¨§¢®«ì®áâ¨ i ¥®¡å®¤¨¬®áâì ¤®ª §  .

�®áâ â®ç®áâì. �á¯®«ì§ã¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ âà¨ «¥¬¬ë.
�ãáâì I(�0) | ¬ âà¨æ  à §¬¥à  n(n� 1)� (n� 1)2 ¢¨¤ 

I(�0) =

0
BBBBBB@

D(�0) F1

D(�0) F1 0
. . .

0 D(�0) F1

D(�0)

1
CCCCCCA
;

£¤¥D(�0) | ¬ âà¨æ  à §¬¥à  n�(n�1), ¯®«ãç ¥¬ ï ¨§ ¬ âà¨æë �0E0�A ®â¡à áë¢ ¨¥¬ ¯¥à¢®£®
áâ®«¡æ , F1 | ¬ âà¨æ , ¯®«ãç ¥¬ ï ¯à¨¯¨áë¢ ¨¥¬ ª ¬ âà¨æ¥ E1 ¯¥à¢®© áâà®ª¨, ¢á¥ í«¥¬¥âë
ª®â®à®© à ¢ë 0. �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ Ii(�0), i = 1; n, ¬ âà¨æë, ¯®«ãç ¥¬ë¥ ®â¡à áë¢ ¨¥¬ ¨§ I(�0)
áâà®ª á ®¬¥à ¬¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® i+ jn, j = 0; n� 2.

�¥¬¬  2. � §¬¥à®áâì ï¤à  ¬ âà¨æë Ii(�0), 1 � i � n, ¥ ¬¥ìè¥ �i.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì i = 1. �®£¤ , ¯®áª®«ìªã ªà â®áâì ª®àï �0 ¬®£®ç«¥  �1(�) =
det(A1 � �E1) à ¢  �1, â®, ãç¨âë¢ ï «¥¬¬ã 1 ¨ à ¢¥áâ¢® A1 � �E1 = B1(�), ¯®«ãç ¥¬, çâ®

áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï á¨áâ¥¬  fx(j)k g, j = 1; s, k = 1; pj ,
sP

j=1
pj = �1, ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà áâ¢  S, çâ®

x
(j)
1 6= 0;

B1(�0)x
(j)
1 = 0;

B1(�0)x
(j)
k = x

(j)
k�1; k = 2; : : : ; pj :

69



�®áâà®¨¬ áå®¤ãî á¨áâ¥¬ã á®®â®è¥¨© ¤«ï i � 2. �ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ìãî ¬ âà¨æã Bi(�),
2 � i � n. � áá¬®âà¨¬ ¤¢  á«ãç ï.

1. �ãáâì a1i 6= 0, çâ® à ¢®á¨«ì® ãá«®¢¨î ei =2 Sa. �¯à¥¤¥«¨¬ ¯à®¨§¢®«ìë© ¡ §¨á
X = f�jg

n�2
j=1 £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ Sa. �¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ Y = f�jg

n�2
j=1 = fPi�jg

n�2
j=1 «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨-

¬  ¢ á¨«ã ei =2Sa. �¯à¥¤¥«¨¬ ¥¥ ª ª ¡ §¨á £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ Si. � âà¨æ  áã¦¥¨ï Ci(�) : Sa ! Si

®¯¥à â®à -äãªæ¨¨ Bi(�) ¢ ¢ë¡à ëå ¡ §¨á å ¯à®áâà áâ¢ Sa ¨ Si ¨¬¥¥â ¢¨¤ A2 � �E2, £¤¥
A2 | ¥ª®â®à ï (n � 2)-¬ âà¨æ . � ¬¥â¨¬, çâ® ¢¥ªâ®à Bi(�)ei ¥ § ¢¨á¨â ®â � ¨ ¢ á¨«ã
a1i 6= 0 ¥ ¯à¨ ¤«¥¦¨â Si. �¡®§ ç¨¬ �n�1 = ei ¨ �n�1 = Bi(�)ei, â®£¤  á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢
XS = f�jg

n�1
j=1 ¨ YS = f�jg

n�1
j=1 ï¢«ïîâáï ¡ §¨á ¬¨ ¯à®áâà áâ¢  S. �á«¨ ¢¥ªâ®àë, ª ª®â®àë¬

¯à¨¬¥ï¥âáï ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ Bi(�), § ¤ îâáï ¢ ¡ §¨á¥ XS,   ¨å ®¡à §ë | ¢ ¡ §¨á¥ YS, â® ¬ âà¨-
æ  Ui(�) ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï Bi(�) ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¬ âà¨æë A2��E2 ¯à¨¯¨áë¢ ¨¥¬ á¯à ¢  áâ®«¡æ 
¨ áâà®ª¨,   ¯¥à¥á¥ç¥¨¨ ª®â®àëå  å®¤¨âáï 1,   ®áâ «ìë¥ í«¥¬¥âë à ¢ë 0. �®áª®«ìªã
det(A2 � �E2) = detUi(�) = det V detBi(�) detW , £¤¥ V ¨ W | ¥ª®â®àë¥ ¥¢ëà®¦¤¥ë¥ ¬ -
âà¨æë, â® ªà â®áâì ª®àï �0 ¬®£®ç«¥  det(A2 � �E2) à ¢  �i. �®£« á® «¥¬¬¥ 1 áãé¥áâ¢ã¥â

á¨áâ¥¬  ¨§ �i «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå (n� 2)-¬¥àëå áâ®«¡æ®¢ fx(j)k g, j = 1; s, k = 1; pj ,
sP

j=1
pj = �i,

á¢ï§ ëå á®®â®è¥¨ï¬¨

x
(j)
1 6= 0;

A2x
(j)
1 = �0x

(j)
1 ;

A2x
(j)
k = �0x

(j)
k + x

(j)
k�1; k = 2; : : : ; pj :

�ãáâì ¢ ¯à®áâà áâ¢ å Sa ¨ Si á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ fx(j)k g ¨ fy
(j)
k g á®®â¢¥âáâ¢¥® § ¤ îâáï áâ®«¡-

æ ¬¨ fx(j)k g ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¡ §¨á å XS ¨ YS. � áá¬ âà¨¢ ï ¢¥ªâ®àë á¨áâ¥¬ fx
(j)
k g ¨ fy

(j)
k g

ª ª í«¥¬¥âë ¯à®áâà áâ¢  S ¨ ãç¨âë¢ ï, çâ® y(j)k = Pix
(j)
k , ¯®«ãç ¥¬ á®®â®è¥¨ï

x(j) 6= 0;

Bi(�0)x
(j)
1 6= 0; (3)

Bi(�0)x
(j)
k = Pix

(j)
k�1; k = 2; : : : ; pj :

2. �ãáâì â¥¯¥àì a1i = 0. �ë¡¥à¥¬ á¨áâ¥¬ã X = f�jg
n�3
j=1 «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå ¢¥ªâ®à®¢

¢ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ Sa â ª, çâ®¡ë ¢¥ªâ®à ei ¥ ¯à¨ ¤«¥¦ « ¥¥ «¨¥©®© ®¡®«®çª¥. �¨áâ¥¬ 
¢¥ªâ®à®¢ Y = f�jg

n�3
j=1 = fPi�jg

n�3
j=1 â®¦¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ . �¡®§ ç¨¬ �n�2 = �n�2 = a ¨

�n�1 = �n�1 = ei, â®£¤  á¨áâ¥¬ë ¢¥ªâ®à®¢ XS = f�jg
n�1
j=1 ¨ YS = f�jg

n�1
j=1 «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë ¨,

á«¥¤®¢ â¥«ì®, ï¢«ïîâáï ¡ §¨á ¬¨ ¯à®áâà áâ¢  S. � âà¨æ  Qi(�) ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï Bi(�) ¯à¨
§ ¤ ¨¨ ¢¥ªâ®à®¢, ª ª®â®àë¬ ¯à¨¬¥ï¥âáï ¯à¥®¡à §®¢ ¨¥ Bi(�), ¢ ¡ §¨á¥ XS ,   ¨å ®¡à §®¢ |
¢ ¡ §¨á¥ YS, ¯à¨¬¥â ¢¨¤

Qi(�) =

0
BBBBBBBB@

q11 � � q12 : : : q1;n�3 q1;n�2 q1;n�1
q21 q22 � � : : : q2;n�3 q2;n�2 q2;n�1
...

...
. . .

...
...

...
qn�3;1 qn�3;2 : : : qn�3;n�3 � � qn�3;n�2 qn�3;n�1
qn�2;n�1 qn�2;2 : : : qn�2;n�3 qn�2;n�2 � � qn�2;n�1

0 0 : : : 0 qn�1;n�2 0

1
CCCCCCCCA
:

�á«¨ qn�1;n�2qn�2;n�1 6= 0, â®, à áá¬ âà¨¢ ï áã¦¥¨¥ ®¯¥à â®à  Bi(�)   «®£¨ç® â®¬ã, ª ª
íâ® ¤¥« «®áì ¢ á«ãç ¥ 1, ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¨ ¢ á«ãç ¥ a1i = 0 áãé¥áâ¢ãeâ á¨áâ¥¬a fx(j)k g ¢¥ªâ®à®¢
¯à®áâà áâ¢  S, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï á®®â®è¥¨ï¬ (3). �á«¨ qn�2;n�1 = 0, ¯®¢â®àï¥¬ à ááã¦¤¥¨ï
á«ãç ï 2 ¢ ¯à®áâà áâ¢¥ à §¬¥à®áâ¨, ¬¥ìè¥©   1.
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� ¢¥àè¥¨¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®¤¨ ª®¢® ¤«ï ¢á¥å 1 � i � n. �ãáâì ®¯à¥¤¥«¥ë ¢¥ªâ®àë fx(j)k g,

j = 1; s, k = 1; pj ,
sP

j=1
pj = �i. � ¡ §¨á¥ feigni=2 ¯à®áâà áâ¢  S ¯ãáâì x(j)k = (x(j)k1 ; x

(j)
k2 ; : : : ; x

(j)
k n�1).

�®£¤  à¥è¥¨ï¬¨ á¨áâ¥¬ë Ii(�0)� = 0 ï¢«ïîâáï �i ¢¥ªâ®à®¢

�
(j)
k = (x(j)k1 ; x

(j)
k2 ; : : : ; x

(j)
k n�1; x

(j)
k�1 1; x

(j)
k�1 2; : : : ; x

(j)
k�1 n�1; : : : ; x

(j)
11 ; x

(j)
12 ; : : : ; x

(j)
1 n�1; 0; 0; : : : ; 0);

«¨¥© ï ¥§ ¢¨á¨¬®áâì ª®â®àëå á«¥¤ã¥â ¨§ «¨¥©®© ¥§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ¢¥ªâ®à®¢ x(j)k . � ª¨¬ ®¡à -
§®¬, à §¬¥à®áâì ï¤à  ¬ âà¨æë Ii(�0) ¥ ¬¥ìè¥ �i.

�¥¬¬  3. �ãáâì § ¤   ¬ âà¨æ  C à §¬¥à  (k + 1)m� km ¢¨¤ 

C =

0
BBBBBB@

D Fk

D Fk 0
. . .

0 D Fk

D

1
CCCCCCA
;

£¤¥ D | ¯à®¨§¢®«ì ï ¬ âà¨æ  à §¬¥à  (k+1)�k, Fk | ¬ âà¨æ , ¯®«ãç ¥¬ ï ¯à¨¯¨áë¢ ¨¥¬

ª ¬ âà¨æ¥ Ek ¯¥à¢®© áâà®ª¨, ¢á¥ í«¥¬¥âë ª®â®à®© à ¢ë 0. �ãáâì ¬ âà¨æë Cj, j = 1; k + 1,
¯®«ãç îâáï ¨§ ¬ âà¨æë C ®â¡à áë¢ ¨¥¬ m áâà®ª á ®¬¥à ¬¨ á®®â¢¥âáâ¢¥® j + l(k + 1),
l = 0;m� 1. �®£¤ , ¥á«¨ à £¨ ¢á¥å ¬ âà¨æ Cj, j = 1; k + 1, ¥ ¯à¥¢ëè îâ r, â® ¨ à £ C ¥

¯à¥¢ëè ¥â r.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®ã¬¥àã¥¬ áâà®ª¨ ¬ âà¨æë C á¨§ã ¢¢¥àå. �¨áâ¥¬ë áâà®ª á ®¬¥à ¬¨

®â (p� 1)(k+1)+ 1 ¤® p(k+1), p = 1;m, ®¡®§ ç¨¬ á®®â¢¥âáâ¢¥® ç¥à¥§ Qp. �ãáâì Rl =
l

[
p=1

Qp.

� £ «î¡®© á¨áâ¥¬ë Rl, 1 � l � m, à ¢¥ à £ã á¨áâ¥¬ë ¨§ lk «¥¢ëå áâ®«¡æ®¢ ¬ âà¨æë C. � -
ç¨â, rankRl+1�rankRl � k, 1 � l � m�1. �ã¤¥¬  §ë¢ âì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ áâà®ª¨ ¬ âà¨æë C,
®¬¥à  ª®â®àëå ®â«¨ç îâáï   ç¨á«®, ªà â®¥ (k+1). �ë¡¥à¥¬ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ãî ¯®¤á¨áâ¥-
¬ã T1 á¨áâ¥¬ë Q1 â ªãî, çâ®¡ë ¥¥ à £ ¡ë« à ¢¥ à £ã Q1. �®áª®«ìªã rankQ1 = rankR1 � k,
â® á¨áâ¥¬  T1 á®áâ®¨â ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ ¨§ k ¢¥ªâ®à®¢. �®¯®«¨¬ ¥¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ áâà®ª ¬¨
¨§ Q2. �¨¥© ï ¥§ ¢¨á¨¬®áâì ¯à¨ íâ®¬, ®ç¥¢¨¤®, á®åà ¨âáï. �®¯®«¨¬ ¯®«ãç¥ãî á¨áâ¥-
¬ã, á®åà ïï «¨¥©ãî ¥§ ¢¨á¨¬®áâì, ¥á«¨ ã¦®, ¥é¥ ¥áª®«ìª¨¬¨ áâà®ª ¬¨ ¨§ á¨áâ¥¬ë Q2

â ª, çâ®¡ë à £ ®¢®© á¨áâ¥¬ë ¡ë« à ¢¥ à £ã R2, ¨  §®¢¥¬ ¯®«ãç¥ãî â¥¯¥àì á¨áâ¥¬ã T2.
�  ¢ª«îç ¥â ¥ ¡®«¥¥ k áâà®ª á¨áâ¥¬ë Q2, ¯®áª®«ìªã rankT2� rankT1 = rankR2� rankR1 � k.
�á«¨ m � 3, â® ¤®¯®«¨¬ á¨áâ¥¬ã T2 áâà®ª ¬¨ á¨áâ¥¬ë Q3, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ¢å®¤ïé¨¬ ¢ T2
áâà®ª ¬ á¨áâ¥¬ë Q2, ¨ § â¥¬, ¥á«¨ ã¦®, ¥é¥ ¥áª®«ìª¨¬¨ áâà®ª ¬¨ ¨§ Q3 â ª, çâ®¡ë à £
¯®«ãç¥®© á¨áâ¥¬ë ¡ë« à ¢¥ à £ã R3. �®«ãç¥ãî á¨áâ¥¬ã  §®¢¥¬ T3. �  ¢ª«îç ¥â ¥
¡®«¥¥ k áâà®ª ¨§ á¨áâ¥¬ë Q3, ¨ ¥ª®â®àë¥ ¨§ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¨¬ áâà®ª ¨§ Q2 ¨ Q1. �á«¨
m � 4, ¯à®¤®«¦¨¬ ¯à®æ¥áá ¯®áâà®¥¨ï á¨áâ¥¬ Tl   «®£¨çë¬ ®¡à §®¬, ¯®ª  ¥ ¯®«ãç¨¬ â ªãî
¯®¤á¨áâ¥¬ã Tm á¨áâ¥¬ë Rm ¢á¥å áâà®ª ¬ âà¨æë C, çâ® rankTm = rankRm = rankC ¨ Tm ï¢«ï-
¥âáï ¯®¤á¨áâ¥¬®© á¨áâ¥¬ë ¢á¥å áâà®ª ¥ª®â®à®© ¬ âà¨æë Cj , 1 � j � k + 1. �¥¬¬  á«¥¤ã¥â ¨§
áãé¥áâ¢®¢ ¨ï â ª®© á¨áâ¥¬ë Tm.

�¥¬¬  4. �ãé¥áâ¢ãîâ á¥à¨¨ ®â®á¨â¥«ì® á®¡áâ¢¥®£® § ç¥¨ï �0 ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï A1,

¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ Sa, á®áâ®ïé¨¥ ¨§ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå ¢¥ªâ®à®¢, ç¨á«® ª®-

â®àëå ¥ ¬¥ìè¥ à §¬¥à®áâ¨ ï¤à  ¬ âà¨æë I(�0).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¡®§ ç¨¬ d = dimker I(�0). �ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ìãî á¨áâ¥¬ã f�jgdj=1 «¨-
¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå áâ®«¡æ®¢, ï¢«ïîé¨åáï à¥è¥¨ï¬¨ á¨áâ¥¬ë I(�0)� = 0. � áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã
(n � 1)-¬¥àëå áâ®«¡æ®¢ fxjgdj=1, ª®¬¯®¥âë ª®â®àëå à ¢ë ª®¬¯®¥â ¬ á â¥¬¨ ¦¥ ®¬¥à -
¬¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å áâ®«¡æ®¢ á¨áâ¥¬ë f�jg

d
j=1. � ¬¥â¨¬, çâ® ª ¦¤ë© ¨§ áâ®«¡æ®¢ xj , j = 1; d,

ï¢«ï¥âáï «¨¡® á®¡áâ¢¥ë¬, «¨¡® ¯à¨á®¥¤¨¥ë¬ áâ®«¡æ®¬ ¬ âà¨æëA1. �®ª ¦¥¬, çâ® áâ®«¡æë
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á¨áâ¥¬ë fxjgdj=1 «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë. �¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ ¥ª®â®à ï ¥âà¨¢¨ «ì ï «¨¥© ï
ª®¬¡¨ æ¨ï áâ®«¡æ®¢ íâ®© á¨áâ¥¬ë à ¢  ã«î, â® à ¢ë ã«î ¨ «¨¥©ë¥ ª®¬¡¨ æ¨¨ á â¥¬¨
¦¥ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å áâ®«¡æ®¢ ¢á¥å á¨áâ¥¬ f(A1 � �0E1)pxjgdj=1, 1 � p � n� 2.
�®áª®«ìªã ª®¬¯®¥âë áâ®«¡æ®¢ íâ¨å á¨áâ¥¬ à ¢ë ª®¬¯®¥â ¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å áâ®«¡æ®¢
á¨áâ¥¬ë f�jg

d
j=1 á ®¬¥à ¬¨, ¡®«ìè¨¬¨   p(n � 1), â® à ¢  ã«î ¨ «¨¥© ï ª®¬¡¨ æ¨ï á

â¥¬¨ ¦¥ ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ áâ®«¡æ®¢ á¨áâ¥¬ë f�jg
d
j=1, çâ® ¥¢®§¬®¦® ¯® ®¯à¥¤¥«¥¨î íâ®© á¨-

áâ¥¬ë. �â ª, áâ®«¡æë xj , j = 1; d, «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ë. �® ¢¨¤ã ¬ âà¨æë I(�0) § ¬¥â¨¬, çâ® ¢á¥
¢¥ªâ®àë, § ¤ ¢ ¥¬ë¥ ¢ ¥áâ¥áâ¢¥®¬ ¡ §¨á¥ ¯à®áâà áâ¢  S áâ®«¡æ ¬¨ á¨áâ¥¬ë fxjg

d
j=1, ï¢«ï-

îâáï á®¡áâ¢¥ë¬¨ ¨ ¯à¨á®¥¤¨¥ë¬¨ ¢¥ªâ®à ¬¨ ®¯¥à â®à  A1, ®â¢¥ç îé¨¬¨ á®¡áâ¢¥®¬ã
§ ç¥¨î �0, ¯à¨ íâ®¬ ®¨ ¢ª«îç îâáï ¢ á¥à¨¨, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ Sa. �®íâ®¬ã
«¨¥© ï ®¡®«®çª  Sd á¥à¨© á á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ �0 ®â®á¨â¥«ì® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï A1, ¯à¨-
 ¤«¥¦ é¨å £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ Sa, ¨¬¥¥â ¥ ¬¥ìè¥ ç¥¬ d ¨§¬¥à¥¨©. �®áª®«ìªã «¨¥© ï ®¡®«®ç-
ª  á¥à¨© á ª ¦¤ë¬ á®¡áâ¢¥ë¬ § ç¥¨¥¬ ®â®á¨â¥«ì® ¥ª®â®à®£® «¨¥©®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï
¨¢ à¨ â® ®â®á¨â¥«ì® íâ®£® «¨¥©®£® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï ([2], á. 366{374), â® ¯à®áâà áâ¢® Sd

¨¬¥¥â â®ç® ®¤® á®¡áâ¢¥®¥ § ç¥¨¥ �0, ªà â®áâì ª®â®à®£® ¥ ¬¥ìè¥ d. � ç¨â, á®£« á®
«¥¬¬¥ 1 áãé¥áâ¢ãîâ á¥à¨¨ ®â®á¨â¥«ì® á®¡áâ¢¥®£® § ç¥¨ï �0 áã¦¥¨ï A0 ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï
A1   ¯à®áâà áâ¢® Sd, á®áâ®ïé¨¥ ¨§ «¨¥©® ¥§ ¢¨á¨¬ëå ¢¥ªâ®à®¢, ç¨á«® ª®â®àëå ¥ ¬¥ìè¥
d, ®âªã¤  á«¥¤ã¥â «¥¬¬ , ¯®áª®«ìªã A0 | áã¦¥¨¥ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï A1 ¨ Sd | ¯®¤¯à®áâà áâ¢®
¯à®áâà áâ¢  Sa.

�à®¤®«¦¨¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¤®áâ â®ç®áâ¨ ¢ â¥®à¥¬¥ 2. �ãáâì ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¥à ¢¥áâ¢ 
�i � �, i = 1; n. �®£« á® «¥¬¬¥ 2 dimker Ii(�0) � �i, 1 � i � n, § ç¨â, rankIi(�0) �
n� � �i � n� � �. �à¨¬¥ïï «¥¬¬ã 3 ª ¬ âà¨æ¥ I(�0) ¨ ¥¥ ¯®¤¬ âà¨æ ¬ Ii(�0), i = 1; n, ¯®-
«ãç ¥¬ rankI(�0) � n���, â. ¥. dimker I(�0) � �. � ç¨â, á®£« á® «¥¬¬¥ 4 á¥à¨¨ á á®¡áâ¢¥ë¬
§ ç¥¨¥¬ �0 ®â®á¨â¥«ì® ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï A1, ¯à¨ ¤«¥¦ é¨¥ £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ Sa, ¢ª«îç îâ
¥ ¬¥¥¥ � ¢¥ªâ®à®¢. �®áâ â®ç®áâì ¤®ª §  , â¥¬ á ¬ë¬ ¤®ª §   â¥®à¥¬  2,   á ¥© ¨ â¥®à¥¬ 
1.

�§ â¥®à¥¬ë 1 ®ç¥¢¨¤ë¬ ®¡à §®¬ á«¥¤ã¥â ªà¨â¥à¨© ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¯¥à¢®© ª®¬¯®¥âë á¨áâ¥-
¬ë (1).

�«¥¤áâ¢¨¥. �¥à¢ ï ª®¬¯®¥â  x1(t) à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ë (1)  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨ ãáâ®©ç¨¢  â®£¤ 
¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢á¥ ª®à¨ ¬®£®ç«¥  �(�)=�(�) ¨¬¥îâ ®âà¨æ â¥«ìë¥ ¢¥é¥áâ¢¥ë¥
ç áâ¨.
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