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�«ï ¢ë¯ãª«®£® ª®¬¯ ªâ  G ¢ C ç¥à¥§ A(G) ®¡®§­ ç¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢® ¢á¥å à®áâª®¢  ­ «¨â¨-
ç¥áª¨å ­  G äã­ªæ¨© ¨ á­ ¡¤¨¬ ¥£® ¥áâ¥áâ¢¥­­®© â®¯®«®£¨¥© ¨­¤ãªâ¨¢­®£® ¯à¥¤¥« . �á«¨ K |
¢ë¯ãª«ë© ª®¬¯ ªâ ¢ C , â® ª ¦¤ë©  ­ «¨â¨ç¥áª¨© äã­ªæ¨®­ « � 2 A(C )0 n f0g, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë©
K, ¯®à®¦¤ ¥â «¨­¥©­ë© ­¥¯à¥àë¢­ë© ®¯¥à â®à á¢¥àâª¨

T� : A(G+K)! A(G); T�(g)(z) := �(g(� + z)); g 2 A(G+K)

(G + K ®¡®§­ ç ¥â  à¨ä¬¥â¨ç¥áªãî áã¬¬ã ¬­®¦¥áâ¢ G ¨ K). �á«¨ K = f0g, â® T� ï¢«ï¥âáï
¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ë¬ ®¯¥à â®à®¬ ­  A(G) (ª®­¥ç­®£® ¨«¨ ¡¥áª®­¥ç­®£® ¯®àï¤ª ) á ¯®áâ®ï­­ë¬¨
ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨. � íâ®¬ á«ãç ¥ T� áîàê¥ªâ¨¢¥­ [1], [2]. �á«¨K 6= f0g ¨ ¢­ãâà¥­­®áâìG ­¥¯ãáâ ,
å à ªâ¥à¨§ æ¨ï áîàê¥ªâ¨¢­ëå ®¯¥à â®à®¢ T� å®à®è® ¨§¢¥áâ­  [3]{[6]. � ­ áâ®ïé¥© áâ âì¥ ¬ë
¨áá«¥¤ã¥¬, ª®£¤  § ¤ ­­ë© áîàê¥ªâ¨¢­ë© ®¯¥à â®à á¢¥àâª¨ T� : A(G+K)! A(G) ¨¬¥¥â «¨­¥©-
­ë© ­¥¯à¥àë¢­ë© ¯à ¢ë© ®¡à â­ë© (����) R, â.¥. ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â à¥è¥­¨¥ R(f) 2 A(G+K)
ãà ¢­¥­¨ï á¢¥àâª¨ T�(R(f)) = f , «¨­¥©­® ¨ ­¥¯à¥àë¢­® § ¢¨áïé¥¥ ®â f 2 A(G).

� ¤ ­­®¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ ¢ ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ¨§¢¥áâ­ë á«¥¤ãîé¨¥ à¥§ã«ìâ âë. �á«¨ K = f0g,
G á®¢¯ ¤ ¥â á â®çª®©, â® ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢ � ©§¥ ¨ �¥©«®à  [7] ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® â®«ìª® ¤¨ää¥à¥­æ¨-
 «ì­ë© ®¯¥à â®à T� ª®­¥ç­®£® ¯®àï¤ª  ¨¬¥¥â ����. �«ï ®â«¨ç­®£® ®â â®çª¨ § ¬ª­ãâ®£® ªàã£ 
G ¨ K = f0g �.�.�®à®¡¥©­¨ª®¬ [8] ¯®ª § ­®, çâ® «î¡®© ®¯¥à â®à T� ¨¬¥¥â ����. �®«®¦¨¬
�̂(z) := �(exp(�z)); z 2 C ; ç¥à¥§ A� ®¡®§­ ç¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯à¥¤¥«ì­ëå â®ç¥ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâ¨ (a=jaj)faj�̂(a)=0g (¥á«¨ íâ  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ª®­¥ç­ , â® áç¨â ¥¬ A� = ?). � ­£¥­¡àãå [9]
¢ á«ãç ¥ G = [�1; 1] � R, K = f0g ãáâ ­®¢¨«, çâ® T� ¨¬¥¥â ���� â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
A� � f�i; ig.

1. �à¥¤¢ à¨â¥«ì­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï

�áî¤ã ¤ «¥¥ G ¨ K | ¢ë¯ãª«ë¥ ª®¬¯ ªâë ¢ C ¨ � 2 A(K)0 n f0g. �¨­¥©­ë© ­¥¯à¥àë¢­ë©
®¯¥à â®à á¢¥àâª¨ T� : A(G+K)! A(G) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®¬

T�(g)(z) := �(g(�+ z)); g 2 A(G+K):

�®«®¦¨¬ �̂(z) := �(exp(�z)), z 2 C . �̂ ï¢«ï¥âáï æ¥«®© äã­ªæ¨¥© íªá¯®­¥­æ¨ «ì­®£® â¨¯ , á®-
¯àï¦¥­­ ï ¤¨ £à ¬¬  ª®â®à®© á®¤¥à¦¨âáï ¢ K ([10], £«.1, x 20; [11], â¥®à¥¬  4.5.3). �®«®¦¨¬
V (�̂) := fz 2 C j �̂(z) = 0g.

� ¬¥ç ­¨¥ 1. � «¥¥ ¢áî¤ã ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ­ã«¥© V (�̂) äã­ªæ¨¨ �̂ ¡¥áª®­¥ç-
­®. � á«ãç ¥, ª®£¤  V (�̂) ª®­¥ç­® ¨«¨ ¯ãáâ®, ®¯¥à â®à T� : A(G+K)! A(G) ¨¬¥¥â ����.

�à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ¤ ­­®© à ¡®âë ¯¥à¢ë© ¨§  ¢â®à®¢ ¯®«ì§®¢ «áï ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª®© �®áá¨©áª®£®
ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨© (ª®¤ ¯à®¥ªâ  93-011-242, 96-01-01041) ¨ �¥¬¥æª®© á«ã¦¡ë  ª ¤¥-
¬¨ç¥áª¨å ®¡¬¥­®¢ (DAAD).
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�«ï ¢ë¯ãª«®£® ¬­®¦¥áâ¢  Q ¢ C HQ(z) := sup
w2Q

Re(zw) | ®¯®à­ ï äã­ªæ¨ï Q. �ãáâì H :=

HG, L := HK . �®«®¦¨¬ D := fz 2 C
��jzj < 1g; @ D := fz 2 C

��jzj = 1g. �¥à¥§ SG ®¡®§­ ç¨¬
¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å a 2 @ D â ª¨å, çâ® ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â ®âªàëâ®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ a, ¢ ª®â®à®© äã­ªæ¨ïH
£ à¬®­¨ç­ . A� ®¡®§­ ç ¥â ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯à¥¤¥«ì­ëå â®ç¥ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (a=jaj)a2V (�̂).

�«ï ¢ë¯ãª«®£® ª®¬¯ ªâ  Q ¢ C ¯®«®¦¨¬

A�HQ
:= ff 2 A(C ) j kfkn := sup

z2C
jf(z)j exp(�HQ(z)� jzj=n) <1 8n 2 Ng:

� ¥áâ¥áâ¢¥­­®© â®¯®«®£¨¥© ¯à®¥ªâ¨¢­®£® ¯à¥¤¥«  ¡ ­ å®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ A�HQ
ï¢«ï¥âáï ï¤¥à-

­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬ �à¥è¥. �á«¨ (Qn)n2N | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¢ë¯ãª«ëå ª®¬¯ ªâ®¢ â ª¨å,
çâ® Qn+1 � intQn 8n 2 N, ¨ Q = \

n2N
Qn, â® ­®à¬ë sup

z2C
jf(z)j exp(�HQn

(z)), n 2 N, ®¡à §ãîâ

äã­¤ ¬¥­â «ì­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­®à¬ ¢ A�HQ
.

�«ï «®ª «ì­® ¢ë¯ãª«®£® ¯à®áâà ­áâ¢  (���) E ç¥à¥§ E0� ®¡®§­ ç¨¬ á¨«ì­®¥ á®¯àï¦¥­­®¥
ª E ¯à®áâà ­áâ¢®.

�¥¬¬  1 ([12], [13]). �ãáâì Q | ¢ë¯ãª«ë© ª®¬¯ ªâ ¢ C . �à¥®¡à §®¢ ­¨¥ � ¯« á 
F (g)(z) := g(exp(�z)), z 2 C , g 2 A(Q)0, ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¨§®¬®àä¨§¬®¬
A(Q)0� ­  A

�
HQ

. �á«¨ A(G)0 ¨ A(G+K)0 ®â®¦¤¥áâ¢¨âì á A�H ¨ A�H+L á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, â® á®¯àï-
¦¥­­ë¬ ª T� : A(G+K)! A(G) ®¯¥à â®à®¬ ï¢«ï¥âáï ®¯¥à â®à ã¬­®¦¥­¨ï M�̂ : A�H ! A�H+L,
f 7! �̂ � f .

� ¬¥ç ­¨¥ 2. �ãáâì ®¯¥à â®à á¢¥àâª¨ T� : A(G+K) ! A(G) áîàê¥ªâ¨¢¥­. � ª ª ª A�H ¨
A�H+L | à¥ä«¥ªá¨¢­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  �à¥è¥, â® �̂ � A�H § ¬ª­ãâ® ¢ A�H+L. �¯¥à â®à T� : A(G +
K)! A(G) ¨¬¥¥â ���� â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® �̂ �A�H ¤®¯®«­¨¬® ¢ A�H+L.

�«ï B � C ¯®«®¦¨¬ �(B) := ftb j t � 0; b 2 Bg.
�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 1. �á«¨ B � @ D § ¬ª­ãâ®, â® � ¨ �̂ ­ §®¢¥¬ ¬¥¤«¥­­® ã¡ë¢ îé¨¬¨ ­  �(B),

¥á«¨ 8k 2 N 9R > 0 : 8z 2 �(B), jzj � R, 9w 2 C , jw � zj � jzj=k : j�̂(w)j � exp(L(w)� jwj=k).
�¥¬¬  2. i) �á«¨ T� : A(G+K)! A(G) áîàê¥ªâ¨¢¥­, â® �̂ ¬¥¤«¥­­® ã¡ë¢ ¥â ­  �(SG).
ii) �á«¨ T� : A(G+K)! A(G) áîàê¥ªâ¨¢¥­, â® �̂ �A�H = (�̂ � A(C )) \A�H+L.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. i) �â® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯® áãé¥áâ¢ã á®¤¥à¦¨âáï ¢ [4]; ®­® ¤®ª § ­® â ª¦¥ ¢
([6], ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 2.3 ¨ â¥®à¥¬  3.9).

ii). �ãáâì (Qn)n2N | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¢ë¯ãª«ëå ª®¬¯ ªâ®¢ â ª¨å, çâ® Qn+1 � intQn

8n 2 N ¨ G = \
n2N

Qn. �«ï ª ¦¤®£® n 2 N ¯®«®¦¨¬ Hn := HQn
¨ ¢¢¥¤¥¬ ���

AHn+L := ff 2 A(C ) j 9m : sup
z2C

jf(z)j exp(�Hn(z)� L(z) + jzj=m) <1g;

­ ¤¥«¥­­®¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¨­¤ãªâ¨¢­®© â®¯®«®£¨¥©. �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® áç¨-
â âì, çâ® 0 2 G. �® ([12], â¥®à¥¬  4.4) 8n 2 N ¬­®¦¥áâ¢® �̂ � C [z] (C [z] | ¯à®áâà ­áâ¢® ¢á¥å
¬­®£®ç«¥­®¢) ¯«®â­® ¢ (�̂ �A(C ))\AHn+L. � ª ª ª C [z] � A�H , â® �̂ �A�H ¯«®â­® ¢ (�̂ �A(C ))\AHn+L

¤«ï ¢á¥å n 2 N. �®íâ®¬ã �̂ �A�H ¯«®â­® ¢ (�̂ �A(C ))\AH+L = (�̂ �A(C ))\proj
 n

AHn+L. �®áª®«ìªã T�

áîàê¥ªâ¨¢¥­, â® �̂�A�H § ¬ª­ãâ® ¢ A�H+L (á¬. § ¬¥ç ­¨¥ 2),   §­ ç¨â, �̂�A�H = (�̂�A(C ))\A�H+L .

�¥¬¬  3 ([14], «¥¬¬  5). �ãáâì ®¯¥à â®à T� : A(G +K) ! A(G) áîàê¥ªâ¨¢¥­ ¨ A� � SG;
Q | ¢ë¯ãª«ë© ª®¬¯ ªâ ¢ C . �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ®âªàëâ ï ®ªà¥áâ­®áâì U � C ¬­®¦¥áâ¢ 
V (�̂) â ª ï, çâ® 8n 2 N 9C <1 :

 ) j�̂(z)j � exp(L(z) � jzj=n� C), z 2 @ U ;
¡) sup

z2S
(HQ(z)+ jzj=(n+1)) � inf

z2S
(Hq(z)+ jzj=n)+C ¤«ï «î¡®© ª®¬¯®­¥­âë S ¬­®¦¥áâ¢  U ;

¢) sup
z;w2S

jz � wj � 1
n
inf
z2S

jzj+ C ¤«ï «î¡®© ª®¬¯®­¥­âë S ¬­®¦¥áâ¢  U .
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� ¬¥ç ­¨¥ 3. �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® ®ªà¥áâ­®áâì U ¢ «¥¬¬¥ 3
á®áâ®¨â ¨§ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ª®¬¯®­¥­â (Sj)j2N â ª¨å, çâ® 8j 2 N 9zj 2 Sj \ V (�̂) ¨
inf
z2Sj

jzj � inf
z2Sj+1

jzj. �á«¨ nj | ç¨á«® ­ã«¥© �̂ ¢ Sj (á ãç¥â®¬ ¨å ªà â­®áâ¨), â® ¢ á¨«ã ãá«®¢¨ï ¢)

«¥¬¬ë 3
jP

p=1
np = O( inf

z2Sj
jzj), j !1 ([10], £«. 1, x 5).

� ¬¥ç ­¨¥ 4. �ãáâì ¢ë¯ãª«ë© ª®¬¯ ªâ G ­¥ á®¢¯ ¤ ¥â á â®çª®©; '| ­¥ª®â®à®¥ ª®­ä®à¬-
­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¥¤¨­¨ç­®£® ªàã£  D ­  C n G â ª®¥, çâ® '(0) = 1. �®«®¦¨¬ D r := fz 2 C j
jzj < rg, 0 < r < 1.

 ) � ª ®â¬¥ç¥­® ¢ ([15], § ¬¥ç ­¨¥ 1.3), ¤«ï ¢á¥å 0 < r < 1 ª®¬¯ ªâë C n'(D r ) ¢ë¯ãª«ë (íâ®
á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ® Re(z'00(z)='0(z)) � �1 8z 2 D ).

¡) �ãáâì Hr, 0 < r < 1, | ®¯®à­ ï äã­ªæ¨ï C n'(D r ). �«ï ¢á¥å z 2 C äã­ªæ¨ï � 7! Hj�j(z) =
sup
jaj=1

Re('(�a)z) áã¡£ à¬®­¨ç­  ¢ D . �®íâ®¬ã äã­ªæ¨ï x 7! Hex(z) ¢ë¯ãª«  ­  (�1; 0). � ª ª ª

lim
r!1�0

Hr(z) = H(z), â® ¤«ï ¢á¥å z 2 C áãé¥áâ¢ã¥â

D(z) := lim
r!1�0

Hr(z) �H(z)
� log r

= inf
0<r<1

Hr(z)�H(z)
� log r

: (1)

�à¨ íâ®¬ äã­ªæ¨ï D : C ! [0;+1) ¯®«ã­¥¯à¥àë¢­  á¢¥àåã.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2. �«ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¡ ­ å®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ E := (Ej ; j � jj)j2N, ¤«ï
¬ âà¨æë A := (ajn)j;n2N â ª®©, çâ® 0 < ajn � aj;n+1 8j; n 2 N, ¯®«®¦¨¬

�(A; E ) :=
�
X = (xj)j2N 2

Y
j2N

Ej

���n(X) :=X
j2N

jxj jjajn <1 8n 2 N

�
:

� ¥áâ¥áâ¢¥­­®© â®¯®«®£¨¥© �(A; E ) | ¯à®áâà ­áâ¢® �à¥è¥. �á«¨ Ej = C 8j 2 N, â® ¢¬¥áâ®
�(A; E ) ¯¨è¥¬ �(A).

�á«¨ �j � 0, �j � �j+1 8j 2 N, ¨ lim
j!1

�j = 1, â® ¤«ï ¬ âà¨æë A := (exp(��j=n))j;n2N
¯®«®¦¨¬ �0(�) := �(A).

2. �à¨â¥à¨¨ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï «¨­¥©­®£® ­¥¯à¥àë¢­®£®
¯à ¢®£® ®¡à â­®£® ¤«ï ®¯¥à â®à  á¢¥àâª¨

� «¥¥ ¨á¯®«ì§ã¥¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ë¥ ¯®áâà®¥­¨ï. �ãáâì U | ®âªàëâ ï ®ªà¥áâ-
­®áâì V (�̂), á®áâ®ïé ï ¨§ ª®¬¯®­¥­â Sj , j 2 N, ¨¬¥îé¨å ­¥¯ãáâë¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï á V (�̂) ¨ ã¤®¢«¥-
â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨ï¬  ){¢) «¥¬¬ë 3.

�¥à¥§ Bj ®¡®§­ ç¨¬ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ¢á¥å ®£à ­¨ç¥­­ëå  ­ «¨â¨ç¥áª¨å ¢ Sj äã­ªæ¨©
á ­®à¬®© sup

z2Sj

jf(z)j exp(�L(z)) ,   ç¥à¥§ Ij | ¥£® § ¬ª­ãâ®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® �̂jSj � Bj , j 2 N.

�®«®¦¨¬ Ej := Bj=Ij ¨ á­ ¡¤¨¬ Ej ä ªâ®à­®à¬®©

jxjj := inf
�2x

sup
z2Sj

j�(z)j exp(�L(z)); x 2 Ej ; j 2 N:

�¢¥¤¥¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ �(f) := (f jSj + Ij)j2N, f 2 A�H+L. �ë¡¥à¥¬ zj 2 Sj \ V (�̂), j 2 N. �§ ãá«®¢¨ï
¡) «¥¬¬ë 3 ¨ â®£®, çâ® log j = o(jzj j), j ! 1 (á¬. § ¬¥ç ­¨¥ 3), á«¥¤ã¥â, çâ® � | «¨­¥©­®¥
­¥¯à¥àë¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ A�H+L ¢ �(A; E ), £¤¥ A := (exp(�H(zj)� jzj j=n))j;n2N (á¬. ®¯à¥¤¥«¥­¨¥
2).

�¨¦¥ ¯®­ ¤®¡¨âáï

�¥¬¬  4 ([16], «¥¬¬  2.8). �ãáâì  : [0;+1) ! [0;+1) | ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ ï ­¥ã¡ë¢ î-
é ï ¨ ­¥®£à ­¨ç¥­­ ï äã­ªæ¨ï â ª ï, çâ® äã­ªæ¨ï log ¢ë¯ãª« . �®£¤  ¤«ï «î¡®© ­¥ã¡ë-
¢ îé¥© äã­ªæ¨¨ f : [0;+1) ! [0;+1), ¤«ï ª®â®à®© f(x) = o( (x)), x ! +1, áãé¥áâ¢ã¥â
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­¥ã¡ë¢ îé ï ¨ ¢ë¯ãª« ï äã­ªæ¨ï g : [0;+1) ! [0;+1), ¤«ï ª®â®à®© f � g ¨ g(x) = o( (x)),
x! +1.

�® ¯®¢®¤ã ¡®«¥¥ à ­­¨å à¥§ã«ìâ â®¢,  ­ «®£¨ç­ëå á«¥¤ãîé¥© «¥¬¬¥, ®â®è«¥¬ ª à ¡®â¥ ([17],
â¥®à¥¬  1.7).

�¥¬¬  5. �ãáâì ®¯¥à â®à á¢¥àâª¨ T� : A(G+K)! A(G) áîàê¥ªâ¨¢¥­; áãé¥áâ¢ã¥â ®â-
ªàëâ ï ®ªà¥áâ­®áâì U ¬­®¦¥áâ¢  V (�̂), ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬  ){¢) «¥¬¬ë 3 ¨ á®áâ®-
ïé ï ¨§ ª®¬¯®­¥­â Sj â ª¨å, çâ® 8j 2 N 9zj 2 Sj \ V (�̂). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ
áã¡£ à¬®­¨ç¥áª¨¥ ¢ C äã­ªæ¨¨ uj, j 2 N, á® á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨: 8m 9k 9C < 1 : 8j 2 N

uj
��
Sj
� 0 ¨ uj(z) � H(z) + jzj=m�H(zj)� jzj j=k + C 8z 2 C . �®£¤  �̂ � A�H ¤®¯®«­¨¬® ¢ A�H+L.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®«®¦¨¬ ajn := exp(�H(zj) � jzj j=n), A := (ajn)j;n2N. �¯à¥¤¥«¨¬ ¯à®-
áâà ­áâ¢  Ej , j 2 N, ¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ �, ª ª ¢ëè¥.

�®ª ¦¥¬, çâ® � : A�H+L ! �(A; E ) áîàê¥ªâ¨¢­®. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ï¢«ï¥âáï
¬®¤¨ä¨ª æ¨¥© ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ([7], ¯. 2.5; [18], ¯. 2.9; [14], ¯. 6) �®«®¦¨¬ q(z) := max

�
sup
jtj�jzj

(log j�̂(t)j�
L(t)); sup

jtj�jzj
t2@ U

(� log j�̂(t)j + L(t)); 0
	
; qk(z) := kq(kz), z 2 C , k 2 N. �«ï ¢á¥å k 2 N qk(z) = ��o(jzj),

z ! 1. �à®¬¥ â®£®, j�̂(z)j � exp(L(z) + q(z)), z 2 C , ¨ j�̂(z)j � exp(L(z) � q(z)), z 2 @ U . � ª ¢
([19], á. 120; [18], ¯. 2.9), ¯®«ãç¨¬: áãé¥áâ¢ãîâ ª®­áâ ­â  C1 � 1, l 2 N, äã­ªæ¨ï � 2 C1(C ) â -
ª¨¥, çâ® ¤«ï ~Sj := fz 2 Sj j j�̂(z)j < exp(L(z)� ql(z))g, j 2 N, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé¥¥: 0 � � � 1,
supp� � U , �j ~U � 1, £¤¥ ~U := [

j2N

~Sj ¨ j@ �j � C1 exp ql.

�ãáâì X := (xj)j2N 2 �(A; E ). �á«¥¤áâ¢¨¥ ãá«®¢¨ï ¡) «¥¬¬ë 3 ¨ ql(z) = ��o(jzj), z ! 1,
áãé¥áâ¢ã¥â áâà®£® ¢®§à áâ îé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (jn)n2N � N â ª ï, çâ® ¤«ï jn � j < jn+1,
n 2 N, ­ ©¤¥âáï �j 2 xj , ¤«ï ª®â®à®©

sup
z2Sj

j�j(z)j exp(�H(z) � L(z)� jzj=n+ 2ql(z)) � 1:

�«ï 1 � j < j1 ¢ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ äã­ªæ¨¨ �j 2 xj . �®«®¦¨¬ �(z) := �j(z), z 2 Sj , j 2 N, ¨
�(z) := 0, z 2 C n U . �®£¤ 

sup
z2C

j�(z)j exp(�H(z)� L(z)� jzj=n+ 2ql(z)) <1 8n 2 N:

�ãáâì v | áã¡£ à¬®­¨ç¥áª ï ¢ C äã­ªæ¨ï, ¤«ï ª®â®à®© Bv(�) := sup
z2C

j�(z)j exp(�v(z) � L(z) +

2ql(z)) <1. �á«¨ � := �@ (��)=�̂, â® � 2 C1(C ) ¨
�Z

C

j�(z)j2 exp(�2v(z) � 2 log(1 + jzj2))d� (z)
�1=2

� p
� C1B�(�)

(d� ®¡®§­ ç ¥â ¬¥àã �¥¡¥£  ¢ C ). �® ([11], â¥®à¥¬  4.4.2) 9h 2 L2
loc(C ) : @ h = � ¨

�Z
C

jh(z)j2 exp(�2v(z) � 4 log(1 + jzj2))d� (z)
�1=2

� p
� C1Bv(�):

� ª ª ª ¤«ï äã­ªæ¨¨ gv := � � � + h � �̂ @ gv = 0, â® gv 2 A(C ). �à¨ íâ®¬
�Z

C

jgv(z)j2 exp(�2v(z) � 4 log(1 + jzj2)� 2L(z) � 2q(z))d� (z)
�1=2

� 2
p
� C1Bv(�):

�®íâ®¬ã ­ ©¤¥âáï ª®­áâ ­â  C2, ­¥ § ¢¨áïé ï ®â �, ¤«ï ª®â®à®©

jgv(z)j � C2Bv(�) exp(L(z) + q2(z) + sup
jw�zj�1

v(w) + 2 log(1 + jzj2)) 8z 2 C : (2)

41



�®«®¦¨¬
f(x) := max

�
sup
jzj�ex

(log j�(z)j �H(z)� L(z) + 2ql(z)); 0
	
; x 2 R:

�®£¤  f(x) = ��o(ex), x ! +1. �® «¥¬¬¥ 4, ¯à¨¬¥­¥­­®© ª äã­ªæ¨¨  (x) := ex, áãé¥áâ¢ã¥â
¢ë¯ãª« ï ­¥ã¡ë¢ îé ï äã­ªæ¨ï g : [0;+1)! [0;+1) â ª ï, çâ® f � g ¨ g(x) = ��o(ex), x! +1.
�®®¯à¥¤¥«¨¬ g ­  R : g(x) := g(0), x < 0. �® ([11], â¥®à¥¬  1.6.7) äã­ªæ¨ï �(z) := g(log jzj)
áã¡£ à¬®­¨ç­  ¢ C . �à¨ íâ®¬ �(z) = ��o(jzj), z ! 1. �«ï äã­ªæ¨¨ v := � + H Bv(�) < 1
¨ ¢á«¥¤áâ¢¨¥ (2) gv 2 A�H+L. � ª ª ª �j ~U � 1, â® �(gv) = X. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®â®¡à ¦¥­¨¥
� : A�H+L ! �(A; E ) áîàê¥ªâ¨¢­®.

�ãáâì (ejp)1�p�nj (nj := dimEj) | ¡ §¨á �ãíà¡ å  ¢ Ej , j 2 N (á¬. [20], á. 291). �®«®¦¨¬
Xjp := (�jsejp)s2N, 1 � p � nj , j 2 N (�js | á¨¬¢®« �à®­¥ª¥à ). �á«¥¤áâ¢¨¥ § ¬¥ç ­¨ï 3 ¨
lim
j!1

log j=jzj j = 0
P
j2N

njajn=aj;n+1 < 1 8n 2 N. �® ([21], á. 66) (Xjp)1�p�nj ; j2N |  ¡á®«îâ­ë©

¡ §¨á ¢ �(A; E ).
�®«®¦¨¬ â¥¯¥àì X := Xjp ¤«ï ä¨ªá¨à®¢ ­­ëå j 2 N ¨ 1 � p � nj. � ª ª ª jejpjj = 1, â®

­ ©¤¥âáï äã­ªæ¨ï �jp 2 ejp, ¤«ï ª®â®à®© sup
z2Sj

j�jp(z)j exp(�L(z)) � 2. �ãáâì �(z) := �jp(z), z 2 Sj;
�(z) = 0, z 2 C n Sj . � á¨«ã uj jSj � 0 ¤«ï v := uj ¯®«ãç¨¬ Bv(�) � 2 sup

z2Sj

exp(2ql(z)). �­ ç¨â,

9gjp 2 A�H+L : �(gjp) = Xjp ¨ (á¬. (2)) 8z 2 C

jgjp(z)j � 2C2 exp(L(z) + q2(z) + 2 sup
t2Sj

ql(t) + sup
jt�zj�1

uj(t) + 2 log(1 + jzj2)):

�ç¨âë¢ ï ®æ¥­ª¨ á¢¥àåã ¤«ï uj ¨ â®, çâ® sup
t2Sj

ql(t) = ��o(jzj j), j ! 1, ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì 8n 9k > n

9cn <1 : 8z 2 C

jgjp(z)j � cn exp(H(z) + L(z) + jzj=n�H(zj)� jzj j=k) 81 � p � nj; 8j 2 N: (3)

� á¨«ã ([21], áá. 65, 66) 8n 9m 9 ~Bn <1 :

X
j2N

njX
p=1

j�jpjajn � ~Bn�m

�X
j2N

njX
p=1

�jpXjp

�

¤«ï «î¡®£® X =
P

j2N

Pnj
p=1 �jpXjp 2 �(A; E ) (á¬. ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2). �ç¨âë¢ ï (3), ¯®«ãç¨¬

8n 9k 9m = m(k) 9cn <1 :

X
j2N

njX
p=1

j�jpj kgjpkn � cn
X
j2N

njX
p=1

j�jpjajk � cn ~Bk�m

�X
j2N

njX
p=1

�jpXjp

�
:

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡®£® X =
P

j2N

Pnj
p=1 �jpXjp 2 �(A; E ) á¥¬¥©áâ¢® (�jpgjp)1�p�nj ; j2N  ¡-

á®«îâ­® áã¬¬¨àã¥¬® ¢ A�H+L,   «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à { :
P

j2N

Pnj
p=1 �jpXjp !

P
j2N

Pnj
p=1 �jpgjp

­¥¯à¥àë¢­® ®â®¡à ¦ ¥â �(A; E ) ¢ A�H+L. �à¨ íâ®¬ { ï¢«ï¥âáï ���� ¤«ï �. � á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥-
­¨ï ii) «¥¬¬ë 2 �̂ �A�H = Ker �. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, �̂ �A�H ¤®¯®«­¨¬® ¢ A�H+L.

� ¬¥ç ­¨¥ 5. � å®¤¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  «¥¬¬ë 5 ¯®¯ãâ­® ãáâ ­®¢«¥­ á«¥¤ãîé¨© à¥§ã«ìâ â.
�ãáâì ®¯¥à â®à T� : A(G+K) ! A(G) áîàê¥ªâ¨¢¥­; áãé¥áâ¢ã¥â ®âªàëâ ï ®ªà¥áâ­®áâì U ¬­®-
¦¥áâ¢  V (�̂), ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬  ){¢) «¥¬¬ë 3. �®£¤  ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : A�H+L ! �(A; E )
| â®¯®«®£¨ç¥áª¨© £®¬®¬®àä¨§¬ \­ ".

�¥¬¬  6. �ãáâì ¢ë¯ãª«ë© ª®¬¯ ªâ G ¢ C ®â«¨ç¥­ ®â â®çª¨; ' | ª®­ä®à¬­®¥ ®â®¡à -
¦¥­¨¥ D ­  C n G â ª®¥, çâ® '(0) = 1 ¨ inf

a2A�
D(a) > 0, £¤¥ äã­ªæ¨ï D ®¯à¥¤¥«¥­  ä®à¬ã«®©

(1). �®£¤  ¤«ï «î¡®£® b 2 �(A�) áãé¥áâ¢ã¥â áã¡£ à¬®­¨ç¥áª ï ¢ C äã­ªæ¨ï ub â ª ï, çâ®
8m 9k : 8b 2 �(A�) ub(b) � 0 ¨

ub(z) � H(z) + jzj=m�H(b)� jbj=k 8z 2 C :
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�®ª § â¥«ìáâ¢® ï¢«ï¥âáï ¬®¤¨ä¨ª æ¨¥© ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ([14], ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 6). �®«®¦¨¬
¤«ï z 2 C , w 2 C + := ft 2 C jRe t > 0g

u(z; w) := sup
�2R

Re('(e�wei�)z) = Hexp(�Rew)(z):

�ã­ªæ¨ï u ¯«îà¨áã¡£ à¬®­¨ç­  ¢ C � C + . �®§ì¬¥¬ â ª®¥ c > 0, çâ®

c � D(a) 8a 2 A�: (4)

�® ([22], â¥®à¥¬  2.2) äã­ªæ¨ï

v(z) := inf
w2C+

(u(z; w) � cRew) = inf
0<r<1

(Hr(z) + c log r); z 2 C ;

áã¡£ à¬®­¨ç­  ¢ C . � á¨«ã (4) v(a) � H(a) 8a 2 A�. �«ï b 2 �(A�), b 6= 0, ¯®«®¦¨¬ ub(z) :=
jbjv(z=jbj) �H(b). �®£¤  ub(b) � 0 8b 2 �(A�), b 6= 0.

� ä¨ªá¨àã¥¬ m 2 N. �¯à¥¤¥«¨¬ â ª®¥ r 2 (0; 1), çâ® 8z 2 C Hr(z) � H(z) + jzj=m. � â¥¬
®¯à¥¤¥«¨¬ k 2 N, ¤«ï ª®â®à®£® 1=k � �c log r. �®«ãç¨¬ 8b 2 �(A�), b 6= 0,

ub(z) � Hr(z=jbj)jbj + jbjc log r �H(b) � H(z) + jzj=m �H(b)� jbj=k 8z 2 C :

� ª®­¥æ, ¯®«®¦¨¬ u0(z) := H(z), z 2 C . �

�¥¬¬  7. �ãáâì ¢ë¯ãª«ë© ª®¬¯ ªâ G ¢ C ®â«¨ç¥­ ®â â®çª¨, K = f0g; ' | ª®­ä®à¬­®¥
®â®¡à ¦¥­¨¥ D ­  C n G â ª®¥, çâ® '(0) = 1; äã­ªæ¨ï D ®¯à¥¤¥«¥­  ä®à¬ã«®© (1). �á«¨
®¯¥à â®à á¢¥àâª¨ T� : A(G)! A(G) ¨¬¥¥â ����, â® infa2A� D(a) > 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®£« á­® ([10], áá. 182, 183, 150) áãé¥áâ¢ã¥â ®âªàëâ ï ®ªà¥áâ­®áâì U ¬­®-
¦¥áâ¢  V (�̂), ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬  ){¢) «¥¬¬ë 3 ¨ á®áâ®ïé ï ¨§ ª®¬¯®­¥­â Sj â ª¨å,
çâ® 8j 2 N 9zj 2 Sj \ V (�̂). � á¨«ã § ¬¥ç ­¨© 2 ¨ 5 áãé¥áâ¢ã¥â ���� { ¤«ï ®â®¡à ¦¥­¨ï
� : A�H ! �(A; E ). �®«®¦¨¬

ẑm := zj ;
j�1X
k=0

nk < m �
jX

k=0

nk; j 2 N (n0 := 0);

Â := (exp(�H(ẑm)� jẑmj=n))m;n2N:

�ãáâì Xjp, 1 � p � nj , j 2 N, | â ª¨¥ ¦¥, ª ª ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ «¥¬¬ë 5. �®£« á­® ([21],
«¥¬¬  1.4) ®â®¡à ¦¥­¨¥

T :
X
j2N

njX
p=1

�jpXjp 7! (�jp)1�p�nj ; j2N

ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ ¨§®¬®àä¨§¬®¬ �(A; E ) ­  �(Â). �à¨ íâ®¬ 9k0 8n9D0 <1 :

�n(T (X)) � D0�n+k0(X) 8X 2 �(A; E ): (5)

�®«®¦¨¬ Qn := C n '(D exp(�1=n)), n 2 N. � á¨«ã § ¬¥ç ­¨ï 4 Qn | ¢ë¯ãª«ë¥ ª®¬¯ ªâë,
¯à¨ç¥¬ Qn+1 � intQn 8n 2 N, ¨ G = \

n2N
Qn. �¢¥¤¥¬ ­®à¬ë pn(f) := sup

z2C
jf(z)j exp(�HQn

(z)).

�á«¥¤áâ¢¨¥ ([15], 1.10) áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© «¨­¥©­ë© â®¯®«®£¨ç¥áª¨© ¨§®¬®àä¨§¬ q ��� A�H ­ 
�0((m)) (á¬. ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2), çâ® 9k1 8n 9D1 <1 :

pn(q�1(c)) � D1�n+k1(c) 8c 2 �0((m)): (6)

�¯à¥¤¥«¨¬ ¤¨ £®­ «ì­ë© ®¯¥à â®à � : �(Â) ! �0((jẑmj)), (cm)m2N 7! (cm exp(�H(ẑm)))m2N.
�®«®¦¨¬ M := q � { � T�1 � ��1. �®£¤  M | «¨­¥©­ë© â®¯®«®£¨ç¥áª¨© ¨§®¬®àä¨§¬ �0((jẑmj))
­  �0((m)). �®£« á­® [23] 9b 8n 9D2 <1 :

�n(M(c)) � D2�bn(c) 8c 2 �0((jẑmj)): (7)
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� ª ª ª { = q�1 �M � � � T , â® ¢ á¨«ã (5){(7) 9d 8n 9B <1 :

pn({(X)) � B�dn(X) 8X 2 �(A; E ):
� ç áâ­®áâ¨,

sup
z2Sj

j{(Xj1)(z)j exp(�HQn
(z)) � B exp(�H(zj)� 1

dn
jzj j) 8n; j 2 N:

�®áª®«ìªã jej1jj = inf
�2ej1

sup
z2Sj

j�(z)j = 1, â® 9wj 2 Sj : j{(Xj1)(wj)j � 1=2. �­ ç¨â, HQn
(wj)�H(zj) �

� log(2B) + 1
dn
jzj j ¨ 8zj 6= 0

n(HQn
(wj=jzj j)�H(zj=jzj j)) � �n log(2B)jzj j +

1
d

8n 2 N:

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á¨«ã «¥¬¬ë 3 A� á®¢¯ ¤ ¥â á ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¢á¥å ¯à¥¤¥«ì­ëå â®ç¥ª ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì­®áâ¨ (zj=jzj j)j2N. �à¨ íâ®¬, ¥á«¨ ¤«ï a 2 A� zjs=jzjs j ! a, s!1, â® ¨ wjs=jzjs j ! a, s!1.
�®íâ®¬ã n(Hexp(�1=n)(a)�H(a)) � 1=d 8a 2 A�, 8n 2 N. �­ ç¨â,

D(a) = lim
n!1

Hexp(�1=n) �H(a)
1=n

� 1
d

8a 2 A�: �

� «¥¥ ¯®âà¥¡ãîâáï ­¥ª®â®àë¥ ä ªâë ¨§ £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© â¥®à¨¨ äã­ªæ¨© ª®¬¯«¥ªá­®£® ¯¥-
à¥¬¥­­®£®.

� ¬¥ç ­¨¥ 6. �ãáâì G | ¢ë¯ãª«ë© ª®¬¯ ªâ ¢ C á ­¥¯ãáâ®© ¢­ãâà¥­­®áâìî. �® â¥®à¥¬¥
� à â¥®¤®à¨ ª®­ä®à¬­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ' ¥¤¨­¨ç­®£® ªàã£  D ­  C nG ('(0) =1) ¯à®¤®«¦ ¥âáï
¤® £®¬¥®¬®àä¨§¬  D ­  C n intG. �«ï «î¡®£® z 2 @ D , ¤«ï «î¡®£® ã£«  �â®«ìæ  W := ft 2
D j arg(1 � �zt) < �=2 � �g (0 < � < �=2) á ¢¥àè¨­®© z áãé¥áâ¢ã¥â ª®­¥ç­ë© ¯à¥¤¥« lim

t!z
t2W

'(t)�'(z)

t�z
,

­ §ë¢ ¥¬ë© ã£«®¢®© ¯à®¨§¢®¤­®© ' ¢ z.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �á«¥¤áâ¢¨¥ ¢ë¯ãª«®áâ¨ G ¬®¦­® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® z = 1, '(1) = 0 ¨
G � ft 2 C jRe t � 0g. �®«®¦¨¬ f(t) := t�1

t+1
. �ã­ªæ¨ï F := '�1 � f ª®­ä®à¬­® ®â®¡à ¦ ¥â D ¢

D . �® â¥®à¥¬¥ � à â¥®¤®à¨ ([24], â¥®à¥¬  1.5) ã£«®¢ ï ¯à®¨§¢®¤­ ï F ¢ 1 ¯à¨­ ¤«¥¦¨â (0;+1].
� ª ª ª F (t)�F (1)

t�1
= '�1(f(t))�'�1(0)

f(t)

f(t)�f(1)

t�1
¨ f 0(1) = 1=2, â® ¤«ï ª ¦¤®£® ã£«  V := ft 2 C j

j arg t� �j < �=2� �0g (0 < �0 < �=2) áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¥¤¥« lim
t!0
t2V

'�1(t)�'�1(0)
t

¢ C n f0g.

�ãáâì áãé¥áâ¢ã¥â ª á â¥«ì­ ï ª @ G ¢ â®çª¥ '(1). �® â¥®à¥¬¥ �¨­¤¥«¥ä  ([25], â¥®à¥¬  10.4)
¤«ï ª ¦¤®£® ã£«  �â®«ìæ  W á ¢¥àè¨­®© 1 áãé¥áâ¢ãîâ ®ªà¥áâ­®áâì U â®çª¨ 1 ¨ ã£®« V â ª¨¥,
çâ® '(W \U) � V . �âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ã£«  �â®«ìæ  W á ¢¥àè¨­®© 1 áãé¥áâ¢ã¥â
ª®­¥ç­ë© ¯à¥¤¥« lim

t!1
t2W

'(t)�'(1)

t�1
.

�ãáâì â¥¯¥àì '(1) | ã£«®¢ ï â®çª  @ G. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® áãé¥áâ¢ãîâ � 2 (0; 1) ¨ �1, �2 â ª¨¥,
çâ® 0 < �2 � �1 < ��, Re('(1)ei�j ) = H(ei�j ), j = 1; 2; G � ft 2 C jRe(tei�j ) � H(ei�j ); j = 1; 2g,
¨ íâ® � | ­ ¨¬¥­ìè¥¥ á â ª¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨. �®£« á­® ([25], â¥®à¥¬  10.6) áãé¥áâ¢ã¥â ã£«®¢ ï
¯à®¨§¢®¤­ ï ' ¢ 1, à ¢­ ï 0.

� ¬¥ç ­¨¥ 7.  ) �ãáâì intG 6= 0. �«ï z 2 @ D ¯ãáâì '(z) | ã£«®¢ ï â®çª  @ G ¨ � 2 (0; 1),
�1 ¨ �2 â ª¨¥, ª ª ¢ § ¬¥ç ­¨¨ 6. �®£¤  D(ei�) = 0 8� 2 (�1; �2).

¡) �á«¨ G = [�1; 1] ¨ '(z) = 1
2
(z + 1=z), â® D(a) = 0 8a =2 f�i; ig, jaj = 1, ¨ D(�i) = D(i) = 1.
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�®ª ¦¥¬  ). �¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® z = 1, '(1) = 0, �=2 < �1 < � <
�2 < 3�=2 ¨ � = �. �ãáâì G1 | â ª®© ¢ë¯ãª«ë© ª®¬¯ ªâ ¢ C , çâ® G � G1, @ G1 á¨¬¬¥âà¨ç­ 
®â­®á¨â¥«ì­® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®© ¯àï¬®©, 0 2 @ G1 ¨ 0 | ã£«®¢ ï â®çª  @ G1. �ãáâì '1 | ª®­-
ä®à¬­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ D ­  C nG1 â ª®¥, çâ® '1(0) =1 ¨ '1(z) = '1(�z) 8z 2 D ; Hr;1 | ®¯®à­ ï
äã­ªæ¨ï '1(D r ), 0 < r < 1. � á¨«ã á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨ '1(D r ) ®â­®á¨â¥«ì­® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®© ¯àï¬®©
Hr;1(�1) = '1(r), 0 < r < 1. �® «¥¬¬¥ �¢ àæ  j('�1 �'1)(z)j � jzj 8z 2 D . �­ ç¨â, '1(D r ) � '(D r )
¨ Hr(�1) � Hr;1(�1) = '1(r), 0 < r < 1. �ç¨âë¢ ï § ¬¥ç ­¨¥ 6, ¯®«ãç¨¬

D(�1) = lim
r!1�0

Hr(�1)�H(�1)
1� r

� lim
r!1�0

'1(r)� '1(1)
1� r

= 0:

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ ¡) ¯à®¢¥àï¥âáï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì G ¨ K | ¢ë¯ãª«ë¥ ª®¬¯ ªâë ¢ C , ¯à¨ç¥¬ G ­¥ á®¢¯ ¤ ¥â á â®çª®©;
äã­ªæ¨®­ « � 2 A(K)0 n f0g â ª®¢, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ­ã«¥© äã­ªæ¨¨ �̂ ¡¥áª®­¥ç­® ¨ ®¯¥à â®à
á¢¥àâª¨ T� : A(G + K) ! A(G) áîàê¥ªâ¨¢¥­. �ãáâì ' | ª®­ä®à¬­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ D ­ 
C n G â ª®¥, çâ® '(0) = 1; äã­ªæ¨ï D ®¯à¥¤¥«¥­  ä®à¬ã«®© (1). �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï
à ¢­®á¨«ì­ë:

 ) T� : A(G+K)! A(G) ¨¬¥¥â ����.
¡) inf

a2A�
D(a) > 0, £¤¥ A� | ¬­®¦¥áâ¢® ¯à¥¤¥«ì­ëå â®ç¥ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (z=jzj)z2V (�̂).

¢) �«ï «î¡®£® b 2 �(A�) áãé¥áâ¢ã¥â áã¡£ à¬®­¨ç¥áª ï ¢ C äã­ªæ¨ï ub á® á«¥¤ãîé¨¬¨
á¢®©áâ¢ ¬¨: 8m 9k : 8b 2 �(A�) ub(b) � 0 ¨ ub(z) � H(z) + jzj=m �H(b)� jbj=k 8z 2 C .

�®ª § â¥«ìáâ¢®.  )) ¡). �ãáâì T� : A(G+K)! A(G) ¨¬¥¥â ����. �«¥¤ãï [15], ¢®§ì¬¥¬
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì (dj)j2N � V (�̂), ¤«ï ª®â®à®© ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¯à¥¤¥«ì­ëå â®ç¥ª ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì­®áâ¨ (dj=jdj j)j2N á®¢¯ ¤ ¥â á A�,   äã­ªæ¨ï d(z) :=

Q1
j=1(1 � z=dj), z 2 C , ï¢«ï¥âáï

æ¥«®© äã­ªæ¨¥© ¬¨­¨¬ «ì­®£® â¨¯  ¯à¨ ¯®àï¤ª¥ 1. �®«®¦¨¬ c := �̂=d. �ãé¥áâ¢ãîâ äã­ª-
æ¨®­ «ë 
 2 A(K)0 ¨ � 2 A(f0g)0 â ª¨¥, çâ® 
̂ = c ¨ �̂ = d. �á«¨ R | ���� ¤«ï T�, â®
¢á«¥¤áâ¢¨¥ T� = T� � T
 ®¯¥à â®à T
 � R ï¢«ï¥âáï ���� ¤«ï T� : A(G) ! A(G). � á¨«ã «¥¬¬ë
7 infa2A� D(a) > 0.

�¬¯«¨ª æ¨ï ¡) ) ¢) ¢ë¯®«­ï¥âáï ¯® «¥¬¬¥ 6.
¢)) ¡). �®áâà®¨¬ äã­ªæ¨î d ¨ äã­ªæ¨®­ « � 2 A(f0g)0, ª ª ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¨¬¯«¨ª æ¨¨

a) ) ¡). �®£« á­® [10] áãé¥áâ¢ã¥â ®âªàëâ ï ®ªà¥áâ­®áâì U ¬­®¦¥áâ¢  (dj)j2N, ã¤®¢«¥â¢®àïî-
é ï ãá«®¢¨ï¬ «¥¬¬ë 3 ¨ á®áâ®ïé ï ¨§ ª®¬¯®­¥­â Sp â ª¨å, çâ® 8p 2 N 9zp 2 Sp \ (dj)j2N.
�ë¡¥à¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ap 2 A�, p 2 N, ¤«ï ª®â®à®© jap � zp=jzpj j ! 0, p ! 1.
�ãáâì áã¡£ à¬®­¨ç¥áª¨¥ ¢ C äã­ªæ¨¨ vp â ª®¢ë, çâ® 8m 9k > 1 : 8p 2 N vp(apjzpj) � 0 ¨
vp(z) � H(z) + 1

m+1
jzj �H(apjzpj)� 1

k�1
jzpj 8z 2 C . � ª ª ª ­ ©¤¥âáï ª®­áâ ­â  C1, ¤«ï ª®â®à®©

H(zp) � H(apjzpj)�C1japjzpj � zpj 8p 2 N, â® 8k > 1 9C2 <1 : H(zp) � H(apjzpj)� 1
k(k�1)

jzpj �C2

8p 2 N. �®«®¦¨¬ up(z) := sup
a2Sp

vp(z + apjzpj � a). �®£¤  up, p 2 N, | áã¡£ à¬®­¨ç¥áª¨¥ ¢ C

äã­ªæ¨¨, ¤«ï ª®â®àëå upjSp � 0. �®áª®«ìªã sup
a2Sp

japjzpj � aj = ��o(jzpj), p ! 1, â®, ãç¨âë¢ ï

¯®«ã ¤¤¨â¨¢­®áâì H, ¯®«ãç¨¬ 8m 9k 9C3 <1 : 8p 2 N

up(z) � H(z) + jzj=m �H(zp)� jzpj=k + C3 8z 2 C :

� á¨«ã «¥¬¬ë 5 d �A�H ¤®¯®«­¨¬® ¢ A�H . �® «¥¬¬¥ 7 inf
a2A�

D(a) > 0.

¡) ) a). �ãáâì inf
a2A�

D(a) > 0. �® § ¬¥ç ­¨î 7 A� � SG. �® «¥¬¬¥ 3 ¨ § ¬¥ç ­¨î 3 áãé¥-

áâ¢ã¥â ®âªàëâ ï ®ªà¥áâ­®áâì U ¬­®¦¥áâ¢  V (�̂), ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨ï¬  ){¢) «¥¬¬ë 3 ¨
á®áâ®ïé ï ¨§ ª®¬¯®­¥­â Sj â ª¨å, çâ® 8j 2 N 9zj 2 Sj \ V (�̂). �ë¡¥à¥¬ aj 2 A� â ª, çâ®¡ë��aj � zj=jzj j

��! 0, j !1. �® «¥¬¬¥ 6 áãé¥áâ¢ãîâ áã¡£ à¬®­¨ç¥áª¨¥ ¢ C äã­ªæ¨¨ vj â ª¨¥, çâ®
8m 9k > 1 : 8j 2 N vj(aj jzj j) � 0 ¨ vj(z) � H(z) + 1

m+1
jzj � H(aj jzj j) � 1

k�1
jzj j 8z 2 C . �®ç­®
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â ª ¦¥, ª ª ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ¨¬¯«¨ª æ¨¨ ¢) ) ¡) (á ¯®¬®éìî «¥¬¬ë 5), ¯®«ãç¨¬, çâ® �̂ �A�H
¤®¯®«­¨¬® ¢ A�H+L. �­ ç¨â, ¢ á¨«ã § ¬¥ç ­¨ï 2 ®¯¥à â®à T� : A(G+K)! A(G) ¨¬¥¥â ����.

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì K | ¢ë¯ãª«ë© ª®¬¯ ªâ ¢ C ¨ äã­ªæ¨®­ « � 2 A(K)0 n f0g â ª®¢, çâ®
¬­®¦¥áâ¢® ­ã«¥© äã­ªæ¨¨ �̂ ¡¥áª®­¥ç­®.

 ) �ãáâì G | ®â«¨ç­ë© ®â â®çª¨ ®âà¥§®ª, ¤«ï ª®â®à®£® H(b) = H(�b), £¤¥ jbj = 1. �îàê-
¥ªâ¨¢­ë© ®¯¥à â®à á¢¥àâª¨ T� : A(G + K) ! A(G) ¨¬¥¥â ���� â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
A� � f�b; bg.

¡) �ãáâì G| ¢ë¯ãª«ë© ª®¬¯ ªâ­ë© ¬­®£®ã£®«ì­¨ª á ­¥¯ãáâ®© ¢­ãâà¥­­®áâìî; fbsg1�s�n �
@ D | ¬­®¦¥áâ¢® ¢­¥è­¨å ­®à¬ «¥© ª® ¢á¥¬ áâ®à®­ ¬ G. �îàê¥ªâ¨¢­ë© ®¯¥à â®à T� : A(G +
K)! A(G) ¨¬¥¥â ���� â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  Am � f�bsg1�s�n.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â¢¥à¦¤¥­¨¥  ) ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ § ¬¥ç ­¨ï 7 ¡) ¨ â¥®à¥¬ë 1.
¡) �ãáâì T� : A(G + K) ! A(G) ¨¬¥¥â ����. �® â¥®à¥¬¥ 1 inf

a2A�
D(a) > 0. �á«¥¤áâ¢¨¥

§ ¬¥ç ­¨ï 7  ) A� � f�bsg1�s�n.
�ãáâì â¥¯¥àì A� � f�bsg1�s�n. �®áâà®¨¬ § ¬ª­ãâë© ªàã£ Bs, á®¤¥à¦ é¨©áï ¢ G ¨ ª á îé¨©-

áï áâ®à®­ë á ¢­¥è­¥© ­®à¬ «ìî bs, 1 � s � n. �á­®, çâ® ¤«ï ªàã£®¢ Bs (¢¬¥áâ® G) ¨ f�bsg1�s�n
(¢¬¥áâ® A�) ¢ë¯®«­ï¥âáï ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¡) â¥®à¥¬ë 1. �®£¤  ¯® «¥¬¬¥ 6 áãé¥áâ¢ãîâ áã¡£ à¬®-
­¨ç¥áª¨¥ ¢ C äã­ªæ¨¨ ub, b 2 [

1�s�n
�(f�bsg) � �(A�), â ª¨¥, çâ® 8m 9k : 8b 2 �(f�bsg), 81 � s � n

ub(b) � 0 ¨ ub(z) � HBs(z) + jzj=m �HBs(b) � jbj=k 8z 2 C . �®áª®«ìªã HBs(z) � H(z) 8z 2 C , ¨
HBs(b) = H(b) 8b 2 �(f�bsg), 1 � s � n, â® ¤«ï G ¨ A� ¢ë¯®«­ï¥âáï ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢) â¥®à¥¬ë 1.
�­ ç¨â, ¯® â¥®à¥¬¥ 1 T� : A(G+K)! A(G) ¨¬¥¥â ����.

� ¬¥ç ­¨¥ 8. �ãáâì K | ¢ë¯ãª«ë© ª®¬¯ ªâ ¢ C ¨ � 2 A(K)0 n f0g. �á«¨ G á®¢¯ ¤ ¥â
á â®çª®©, â® T� : A(G + K) ! A(G) ¨¬¥¥â ���� â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  K = fwg ¨
�̂(z) = P (z) exp(wz), z 2 C , ¤«ï ­¥ª®â®àëå w 2 C ¨ ­¥­ã«¥¢®£® ¬­®£®ç«¥­  P (¯à¨ K = f0g íâ®â
à¥§ã«ìâ â á«¥¤ã¥â ¨§ [7]).

�¥¬¬  8. �ãáâì ¢ë¯ãª«ë© ª®¬¯ ªâ G ®â«¨ç¥­ ®â â®çª¨; ' | ª®­ä®à¬­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥
D ­  C n G â ª®¥, çâ® '(0) = 1; äã­ªæ¨ï D ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ä®à¬ã«®© (1). �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à-
¦¤¥­¨ï à ¢­®á¨«ì­ë:

 ) inf
jaj=1

D(a) > 0;

¡) inf
jzj<1

j'0(z)j > 0.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®á¯®«ì§ã¥¬áï ¨¤¥¥© ¤®ª § â¥«ìáâ¢  «¥¬¬ë 3.4 ¨§ [18].
a) ) ¡). �ãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ª®­áâ ­â  c > 0, çâ® ¤«ï ¢á¥å a 2 @ D

inf
0<r<1

Hr(a)�H(a)
1� r

= min
�

inf
0<r<1=2

Hr(a)�H(a)
1� r

;

inf
1=2�r<1

� log r
1� r

Hr(a)�H(a)
� log r

�
� minfH1=2(a)�H(a); D(a)g � c:

� ä¨ªá¨àã¥¬ z 2 D . �® ª« áá¨ç¥áª®© â¥®à¥¬¥ ® à ááâ®ï­¨¨ ¤«ï ª®­ä®à¬­ëå ®â®¡à ¦¥­¨©
([25], á«¥¤áâ¢¨¥ 1.4) j'0(z)j � 1

2
dist ('(z); @ G)=(1 � jzj). �®§ì¬¥¬ â ª®¥ a 2 @ D , çâ® Re('(z)a) =

Hjzj(a). � ª ª ª dist ('(z); @ G) � Hjzj(a)�H(a), â® j'0(z)j � c=2.
¡) )a). �ãáâì d := inf

jzj<1
j'0(z)j > 0. � ä¨ªá¨àã¥¬ a 2 @ D . �ë¡¥à¥¬ z 2 @ D , ¤«ï ª®â®à®£®

H(a) = Re('(z)a). �á«¨ ¤«ï r 2 (0; 1) '(wr) | â®çª  ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï @ Gr ¨ ¢­¥è­¥© ­®à¬ «¨ ª @ G
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¢ '(z), â® dist ('(wr); @ G) = Re(('(wr)� '(z))a). �® ([25], á«¥¤áâ¢¨¥ 1.4)

D(a) = lim
r!1�0

Hr(a)�H(a)
1� r

� lim inf
r!1�0

Re(('(wr)� '(z))a)
1� r

�

� 1
2
lim inf
r!1�0

j'0(wr)j � d

2
:

�§ â¥®à¥¬ë 1 ¨ «¥¬¬ë 8 ¢ëâ¥ª ¥â

�¥®à¥¬  2. �ãáâì ¢ë¯ãª«ë© ª®¬¯ ªâ G ¢ C ®â«¨ç¥­ ®â â®çª¨; ' | ª®­ä®à¬­®¥ ®â®¡à -
¦¥­¨¥ D ­  C n G â ª®¥, çâ® '(0) = 1; äã­ªæ¨ï D ®¯à¥¤¥«¥­  ä®à¬ã«®© (1); K - ¢ë¯ãª«ë©
ª®¬¯ ªâ ¢ C . �â¢¥à¦¤¥­¨¥: ¢) «î¡®© áîàê¥ªâ¨¢­ë© ®¯¥à â®à á¢¥àâª¨ T� : A(G+K)! A(G),
� 2 A(K)0, ¨¬¥¥â ���� | à ¢­®á¨«ì­® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï¬  ), ¡) ¨§ «¥¬¬ë 8.

� ¬¥ç ­¨¥ 9. � ¦¤®¥ ¨§ íª¢¨¢ «¥­â­ëå ãá«®¢¨© ¢ â¥®à¥¬¥ 2 ¢ë¯®«­ï¥âáï, ­ ¯à¨¬¥à, ¥á«¨
G ¨¬¥¥â £à ­¨æã ª« áá  C� ¤«ï ­¥ª®â®à®£® � > 1, ¨ ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï, ¥á«¨ @ G ¨¬¥¥â ã£«®¢ë¥
â®çª¨.

�¢â®àë ¢ëà ¦ îâ ¯à¨§­ â¥«ì­®áâì �.�.�ªá¥­âì¥¢ã §  ¢­¨¬ ­¨¥ ª à ¡®â¥.
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