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� ­­ ï à ¡®â  | ¯à®¤®«¦¥­¨¥ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ­¥ª®â®à®£® ®¡®¡é¥­¨ï á« ¡®© «®ª «ì­®© à ¢-
­®¬¥à­®© ¢ë¯ãª«®áâ¨, ­ ç â®£® ¢ [1].

� ¯®¬­¨¬, çâ® ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X ­ §ë¢ ¥âáï á« ¡® «®ª «ì­® à ¢­®¬¥à­® ¢ë¯ãª«ë¬
(®¡®§­ ç ¥âáï X 2WLUR), ¥á«¨ ¨§ ãá«®¢¨© x; xn 2 X, kxk = kxnk = 1, lim

n!1
kx+xnk = 2 á«¥¤ã¥â

á« ¡ ï áå®¤¨¬®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ xn ª í«¥¬¥­âã x (á¬. [2]).
�®¯àï¦¥­­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X� ­ §ë¢ ¥âáï á« ¡®� «®ª «ì­® à ¢­®¬¥à­® ¢ë¯ãª«ë¬

(®¡®§­ ç ¥âáï X� 2 W �LUR), ¥á«¨ ¨§ ãá«®¢¨© y; yn 2 X�, kyk = kynk = 1, lim
n!1

ky + ynk = 2

á«¥¤ã¥â á« ¡ ï� áå®¤¨¬®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ yn ª í«¥¬¥­âã y. �¤¨­¨ç­ãî áä¥àã ¡ ­ å®¢ 
¯à®áâà ­áâ¢  X ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì ç¥à¥§ S(X).

�®¤¬­®¦¥áâ¢® F � X� ­ §ë¢ ¥âáï â®â «ì­ë¬, ¥á«¨ ãá«®¢¨¥ f(x) = 0 ¤«ï ¢á¥å f 2 F ¢«¥-
ç¥â x = 0. � ¯®¬­¨¬, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ x ! fx ¨§ X n f0g ¢ X� n f0g ­ §ë¢ ¥âáï ®¯®à­ë¬
®â®¡à ¦¥­¨¥¬, ¥á«¨ ¨§ kxk = 1 á«¥¤ã¥â kfxk = 1 = fx(x) ¨ ¨§ � > 0 á«¥¤ã¥â f�x = �fx.

� ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X ­ §ë¢ ¥âáï £« ¤ª¨¬ ¢ â®çª¥ x0 2 S(X), ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­-
áâ¢¥­­ë© äã­ªæ¨®­ « f 2 S(X�) â ª®©, çâ® f(x0) = 1. �á«¨ X £« ¤ª®¥ ¢ ª ¦¤®© â®çª¥ S(X),
â® £®¢®àïâ, çâ® X £« ¤ª®¥.

� ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X ­ §ë¢ ¥âáï áâà®£® ¢ë¯ãª«ë¬ (®¡®§­ ç ¥âáï X 2 R), ¥á«¨ S(X) ­¥
á®¤¥à¦¨â ­¥âà¨¢¨ «ì­ëå «¨­¥©­ëå á¥£¬¥­â®¢.

� ¤ ­­®© áâ âì¥ ¢¢®¤¨âáï á¢®©áâ¢® WLUR(�), ï¢«ïîé¥¥áï ®¡®¡é¥­¨¥¬ á¢®©áâ¢ WLUR ¨
W �LUR.

�ãáâì � � X�, x; xn 2 X. �ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì xn �-á« ¡® áå®¤¨âáï ª x,
¥á«¨

lim
n!1

f(xn) = f(x); f 2 �:

� ¯à¨¬¥à, á« ¡ ï áå®¤¨¬®áâì xn ª x, £¤¥ xn; x 2 X ï¢«ï¥âáï X�-á« ¡®© áå®¤¨¬®áâìî xn ª x.
�®®â¢¥âáâ¢¥­­® �-á« ¡ ï áå®¤¨¬®áâì fn ª f , £¤¥ fn; f 2 X� ï¢«ï¥âáï X-á« ¡®© áå®¤¨¬®áâìî fn
ª f , â.ª. X ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ X��.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥. �ãáâì � � X�. �à®áâà ­áâ¢® X ­ §®¢¥¬ �-á« ¡® «®ª «ì­® à ¢­®¬¥à­® ¢ë¯ã-
ª«ë¬ (®¡®§­ ç ¥âáï X 2WLUR(�)), ¥á«¨ ¨§ ãá«®¢¨© x; xn 2 X, kxk = kxnk = 1, lim

n!1
kx+xnk = 2

á«¥¤ã¥â �-á« ¡ ï áå®¤¨¬®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ xn ª x.

�­ «®£¨ç­® ®¯à¥¤¥«ï¥âáï �-á« ¡® «®ª «ì­® à ¢­®¬¥à­ ï ¢ë¯ãª«®áâì ¯à®áâà ­áâ¢  X�. �â-
¬¥â¨¬,çâ® ¤®¯ãáâ¨¬® £®¢®à¨âì ® �-á« ¡® «®ª «ì­® à ¢­®¬¥à­®© ¢ë¯ãª«®áâ¨ X� ­¥ â®«ìª® ¢
á«ãç ¥ � � X��, ­® ¨ ¢ á«ãç ¥ � � X, â.ª. X ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ X��.

�ç¥¢¨¤­® ¯à¨ � = X� ¨ X 2 WLUR(�) ¯®«ãç¨¬ ®¡ëç­®¥ WLUR-á¢®©áâ¢® ¯à®áâà ­áâ¢ 
X. �à¨ � = X ¨ X� 2 WLUR(�) ¯®«ãç¨¬ X� 2 W �LUR. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¥á«¨ � � �1, â® ¨§
X 2WLUR(�) á«¥¤ã¥â X 2WLUR(�1).

� á«ãç ¥ á¥¯ à ¡¥«ì­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ � ¢®¯à®á ® ­ «¨ç¨¨ íª¢¨¢ «¥­â­®© ­®à¬ë, ®â­®á¨-
â¥«ì­® ª®â®à®© X ®¡« ¤ ¥â WLUR(�) á¢®©áâ¢®¬, à¥è ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¬, ª®â®à®¥
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¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®©  ­ «®£ â¥®à¥¬ë � ¤¥æ  ([3]) ¨ ª®â®à®¥ ¢ ¤àã£®© ä®à¬ã«¨à®¢ª¥ ¤®ª § ­® ¢
à ¡®â¥ [1].

�¥®à¥¬  1. �ãáâì X | ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®. �á«¨ � | á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­-

áâ¢® X�, â® X ¤®¯ãáª ¥â íª¢¨¢ «¥­â­ãî �-á« ¡® «®ª «ì­® à ¢­®¬¥à­® ¢ë¯ãª«ãî ­®à¬ã.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1 ([1]). �á«¨ X | á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, â® X� ¤®¯ãáª ¥â ¤¢®©áâ¢¥­­ãî
íª¢¨¢ «¥­â­ãî á« ¡®� «®ª «ì­® à ¢­®¬¥à­® ¢ë¯ãª«ãî ­®à¬ã (®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¤¢®©áâ¢¥­­®© ­®à-
¬ë á¬. ¢ [2]).

�«¥¤áâ¢¨¥ 2 ([1]). �à®áâà ­áâ¢® l1 ¤®¯ãáª ¥â ¤¢®©áâ¢¥­­ãî íª¢¨¢ «¥­â­ãî á« ¡®� «®-
ª «ì­® à ¢­®¬¥à­® ¢ë¯ãª«ãî ­®à¬ã.

�¥®à¥¬  2. �á«¨ X ¥áâì �-á« ¡® «®ª «ì­® à ¢­®¬¥à­® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ � | â®-

â «ì­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, â® X | áâà®£® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® X ¥áâì ­¥ áâà®£® ¢ë¯ãª«®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®,  
x; y 2 S(X) â ª¨¥ à §«¨ç­ë¥ â®çª¨ ¨§ X, ¤«ï ª®â®àëå

�x+ (1� �)y 2 S(X)

¯à¨ ¢á¥å � : 0 � � � 1. � áá¬®âà¨¬

zn =
1
n
x+

n� 1
n

y:

� ¬¥â¨¬, çâ® zn á¨«ì­® áå®¤¨âáï ª y. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯à¨ ª ¦¤®¬ n ®ç¥¢¨¤­®

x+ zn
2

2 S(X):

�§ �-á« ¡® «®ª «ì­®© à ¢­®¬¥à­®© ¢ë¯ãª«®áâ¨ á«¥¤ã¥â, çâ® zn �-á« ¡® áå®¤¨âáï ª x. �®
íâ® ­¥¢®§¬®¦­®, â.ª. zn �-á« ¡® áå®¤¨âáï ª y,   � â®â «ì­® ­  X. �à¨å®¤¨¬ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î.
�â ª, X 2 R, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1 ([2]). �á«¨ X | á« ¡® «®ª «ì­® à ¢­®¬¥à­® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, â® X |
áâà®£® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2 ([1]). �á«¨ X� | á« ¡®� «®ª «ì­® à ¢­®¬¥à­® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, â® X�

| áâà®£® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.

�«¥¤áâ¢¨¥ 3 ([2]). �á«¨X | á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, â®X� 2 R ¢ íª¢¨¢ «¥­â­®© ¤¢®©-
áâ¢¥­­®© ­®à¬¥ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, X | £« ¤ª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¢ íª¢¨¢ «¥­â­®© ­®à¬¥.

�«¥¤áâ¢¨¥ 4 ([1]). �á«¨ S | ­¥áç¥â­®¥ ¬­®¦¥áâ¢®, â® l1(S) ­¥ ¡ã¤¥â á« ¡®� «®ª «ì­® à ¢-
­®¬¥à­® ¢ë¯ãª«ë¬ ­¨ ¢ ª ª®© íª¢¨¢ «¥­â­®© ­®à¬¥.

�®á«¥¤­¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯®«ãç ¥âáï ¨§ â¥®à¥¬ë 2 ¨ ¨§ â®£® ä ªâ , çâ® l1(S) =2 R ­¨ ¢ ª ª®©
íª¢¨¢ «¥­â­®© ­®à¬¥, ¥á«¨ � { ­¥áç¥â­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ([2]).

�§ â¥®à¥¬ë 2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ X� | á« ¡®� «®ª «ì­® à ¢­®¬¥à­® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®,
â® X | £« ¤ª®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, â.¥. ®¯®à­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¯¥à¥¢®¤¨â áå®¤ïéãîáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâì ¨§ ¥¤¨­¨ç­®© áä¥àë X ¢ á« ¡®� áå®¤ïéãîáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì. �§¢¥áâ­® ([2]), çâ® ¥á«¨
X� | á« ¡® «®ª «ì­® à ¢­®¬¥à­® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, â® X | ®ç¥­ì £« ¤ª®¥ ¯à®áâà ­-
áâ¢®, â.¥. ®¯®à­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¯¥à¥¢®¤¨â áå®¤ïéãîáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¨§ ¥¤¨­¨ç­®© áä¥àë
¢ á« ¡® áå®¤ïéãîáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì. �®¦­® ¤®ª § âì ¡®«¥¥ á¨«ì­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.

�¥®à¥¬  3. �á«¨ X� ¥áâì �-á« ¡® «®ª «ì­® à ¢­®¬¥à­® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®, â® ®¯®à-

­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¯¥à¥¢®¤¨â «î¡ãî á« ¡® áå®¤ïéãîáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¨§ ¥¤¨­¨ç­®© áä¥àë

X ¢ �-á« ¡® áå®¤ïéãîáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¥¤¨­¨ç­®© áä¥àë X�.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì x; xn 2 S(X) ¨ xn á« ¡® áå®¤¨âáï ª x. �®£¤  kfxnk = kfxk = 1.
�æ¥­¨¬ kfxn + fxk:

2 � kfxn + fxk � (fxn + fx)(xn) = fxn(xn) + fx(x)� fx(x) + fx(xn) = 2� fx(x� xn):

� ª ª ª xn
w
�! x, â® lim

n!1
kfxn + fxk = 2. � ª ª ª X� 2 WLUR(�), â® lim

n!1
fxn(y) = fx(y) ¤«ï

«î¡ëå y 2 �.

�«¥¤áâ¢¨¥ 1 ([1]). �á«¨ X� 2 W �LUR, â® ®¯®à­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¯¥à¥¢®¤¨â «î¡ãî á« ¡®
áå®¤ïéãîáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¨§ ¥¤¨­¨ç­®© áä¥àë ¢ á« ¡®� áå®¤ïéãîáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì.

�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �á«¨ X� 2 WLUR, â® ®¯®à­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¯¥à¥¢®¤¨â «î¡ãî á« ¡® áå®¤ï-
éãîáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¨§ ¥¤¨­¨ç­®© áä¥àë ¢ á« ¡® áå®¤ïéãîáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì.

� § ª«îç¥­¨¥ ®áâ ­®¢¨¬áï ­  á¢ï§¨ á¢®©áâ¢ ¢ë¯ãª«®áâ¨ ¥¤¨­¨ç­®£® è à  á ­¥¯à¥àë¢­ë¬¨
«¨­¥©­ë¬¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï¬¨.

�§¢¥áâ­® ([2]), çâ® ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® X ¨¬¥¥â íª¢¨¢ «¥­â­ãî áâà®£® ¢ë¯ãª«ãî ­®à¬ã
â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â áâà®£® ¢ë¯ãª«®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® Y ¨ ¢§ ¨¬­®
®¤­®§­ ç­®¥ ­¥¯à¥àë¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ T : X ! Y .

� à ¡®â å [4], [5] ãáâ ­®¢«¥­  á¢ï§ì ­¥¯à¥àë¢­®£® ­¥¨§®¬®àä­®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï á «®ª «ì­®©
à ¢­®¬¥à­®© ¢ë¯ãª«®áâìî. �®ª §ë¢ ¥âáï

�¥®à¥¬  4. �ãáâì X, Y | ¡ ­ å®¢ë ¯à®áâà ­áâ¢ . Y 2 WLUR ¨ T : X ! Y | ®£à ­¨-

ç¥­­ë© «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à. �®£¤  X | �-á« ¡® «®ª «ì­® à ¢­®¬¥à­® ¢ë¯ãª«® ¢ íª¢¨¢ «¥­â-

­®© ­®à¬¥, £¤¥ � | § ¬ëª ­¨¥ T �Y � ¢ ­®à¬¨à®¢ ­­®© â®¯®«®£¨¨ ¯à®áâà ­áâ¢  X�. �á«¨ T �Y �

¯«®â­® ¢ X�, â® X | á« ¡® «®ª «ì­® à ¢­®¬¥à­® ¢ë¯ãª«®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ WLUR [4]:

X 2 WLUR, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå xn; x 2 X â ª¨å, çâ® lim
n!1

2kxk2 + 2kxnk2 � kx +

xnk
2 = 0 ¢ë¯®«­¥­®: xn á« ¡® áå®¤¨âáï ª x.

�¯à¥¤¥«¨¬ íª¢¨¢ «¥­â­ãî ­®à¬ã ­  X ä®à¬ã«®©

jjjxjjj = (kxk2 + kTxk2)1=2;

£¤¥ k � k | ­®à¬  ­  X ¨«¨ ­  Y .
�ãáâì z; zn 2 X, lim

n!1
2jjjzjjj2 + 2jjjznjjj2 � jjjz + znjjj

2 = 0. �®£¤  lim
n!1

zn(T �f) = z(T �f), f 2 Y �.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, 2kzk2 + 2kznk2 � kz + znk
2 � 2kzk2 + 2kznk2 � (kzk + kznk)2 = (kznk � kzk)2 �

0. �­ «®£¨ç­® ¤®ª §ë¢ ¥âáï 2kTzk2 + 2kTznk2 � kTz + Tznk
2 � (kTznk � kTzk)2 � 0. �®£¤ 

2jjjznjjj2 + 2jjjzjjj2 � jjjz + znjjj
2 � (kznk � kzk)2 + (kTznk � kTzk)2 � 0. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, lim

n!1
(kznk �

kzk)2 = 0, lim
n!1

(kTznk � kTzk)2 = 0. � ª ª ª 2jjjzjjj2 + 2jjjznjjj2 � jjjz + znjjj
2 � (2kTznk2 + 2kTzk2 �

kTz + Tznk
2) � (kTznk � kTzk)2, â® lim

n!1
2kTzk2 + 2kTznk2 � kTzn + Tzk2 = 0. �®áª®«ìªã Y 2

WLUR, â® Tzn áå®¤¨âáï á« ¡® ª Tz. �ãáâì f 2 Y �. lim
n!1

T �f(zn) = lim
n!1

f(Tzn) = f(Tz) =

T �f(z). �â ª, zn �1-á« ¡® áå®¤¨âáï ª z, £¤¥ �1 = T �Y �, ¥á«¨ lim
n!1

2jjjzjjj2 +2jjjznjjj2 � jjjz + znjjj
2 =

0. �®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ xn; x 2 X, jjjxnjjj = jjjxjjj = 1, lim
n!1

jjjx + xnjjj = 2. �®£¤  ®ç¥¢¨¤­®,

çâ® lim
n!1

2jjjxjjj2 + 2jjjxnjjj2 � jjjx + xnjjj
2 = 0,   á«¥¤®¢ â¥«ì­®, xn �1-á« ¡® áå®¤¨âáï ª x. �á«¨

®£à ­¨ç¥­­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì xn áå®¤¨âáï ª í«¥¬¥­âã ­  ¢á¥å «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨®­ « å ¨§
­¥ª®â®à®£® ¬­®¦¥áâ¢  �1 � X�, â® ®­  áå®¤¨âáï ª ­¥¬ã ­  ¢á¥å í«¥¬¥­â å ¥£® § ¬ëª ­¨ï �.

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, xn �-á« ¡® áå®¤¨âáï ª x. �â ª, X 2WLUR(�).
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