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1. �¢¥¤¥­¨¥

�¢®¤¨âáï ¯®­ïâ¨¥ f sup-áå®¤¨¬®áâ¨ á«ãç ©­ëå í«¥¬¥­â®¢, ª®â®à ï á¨«ì­¥¥, ç¥¬ áå®¤¨¬®áâì
¯. ­., ¨ ¤«ï íâ®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¨§ãç îâáï § ª®­ë ¡®«ìè¨å ç¨á¥« ¤«ï ¢§¢¥è¥­­ëå áã¬¬ á«ãç ©­ëå
í«¥¬¥­â®¢ á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ ¡ ­ å®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ â¨¯  p.

�®«¥¥ á¨«ì­ ï, ç¥¬ ¯. ­. áå®¤¨¬®áâì ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¤«ï ¢®§à áâ îé¥©
­¥¯à¥àë¢­®© äã­ªæ¨¨ f : R+ ! R+, f(0) = 0, f(1) = 1, ¨ á«ãç ©­ëå í«¥¬¥­â®¢ (Tn)11
á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ ¡ ­ å®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ E ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì Tn ! 0 ¢ á¬ëá«¥ f sup, ¥á«¨
Ef(sup

k�n
kTkk) ! 0 ¯à¨ n ! 1. �ç¥¢¨¤­®, f sup-áå®¤¨¬®áâì á¨«ì­¥¥ ª ª áå®¤¨¬®áâ¨ ¯®çâ¨ ­ -

¢¥à­®¥, â ª ¨ áå®¤¨¬®áâ¨ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ �à«¨ç  Lf (E) (¥á«¨ f ã¤®¢«¥â¢®àï¥â �2-ãá«®¢¨î ([1],
â¥®à¥¬  9.4)).

� à ¡®â¥ ­ å®¤ïâáï ¬®¬¥­â­ë¥ ãá«®¢¨ï ¤«ï ­®à¬ á«ãç ©­ëå í«¥¬¥­â®¢ á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¢
¯à®áâà ­áâ¢¥ â¨¯  p, ¯à¨ ª®â®àëå ¢§¢¥è¥­­ë¥ áã¬¬ë íâ¨å í«¥¬¥­â®¢ áå®¤ïâáï ª ­ã«î ¢ á¬ëá«¥
f sup.

�¢¥¤¥¬ àï¤ ®¯à¥¤¥«¥­¨© ¨ ®¡®§­ ç¥­¨©: E | ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ ¡ ­ å®¢® ¯à®-
áâà ­áâ¢®, (Xk)11 | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­¥§ ¢¨á¨¬ëå á¨¬¬¥âà¨ç­ëå á«ãç ©­ëå í«¥¬¥­â®¢ á®
§­ ç¥­¨ï¬¨ ¢ E, ç¥à¥§ C ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì «î¡ãî ¯®«®¦¨â¥«ì­ãî ¯®áâ®ï­­ãî, ª®â®à ï ¬®-
¦¥â ¯à¨­¨¬ âì à §«¨ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¤ ¦¥ ¢ ¯à¥¤¥« å ®¤­®© ä®à¬ã«ë. �ª ¦¥¬, çâ® ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì­®áâì á«ãç ©­ëå í«¥¬¥­â®¢ (Xk) áâ®å áâ¨ç¥áª¨ ¤®¬¨­¨àã¥âáï ¯®«®¦¨â¥«ì­®© á«ãç ©­®©
¢¥«¨ç¨­®© � (®¡®§­ ç¥­¨¥ (Xk) � �), ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ C > 0, çâ® ¤«ï ¢á¥å t > 0

sup
k�1

PfkXkk > tg � CPf� > tg:

�á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¯®­ïâ¨ï ¨ á¢®©áâ¢  à ¤¥¬ å¥à®¢áª®£® ¨ ãáâ®©ç¨¢®£® â¨¯®¢ ¡ ­ -
å®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ ([2], ch. 3{4). � ¯®¬­¨¬ â ª¦¥

�¥à ¢¥­áâ¢® �¢ ¯¥­ï [3]. �ãáâì (Xk)n1 | ­¥§ ¢¨á¨¬ë¥ á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ á«ãç ©­ë¥ í«¥-

¬¥­âë ¨ (sk)n1 � R. �®£¤  ¤«ï ¢á¥å t � 0 ¢¥à®ïâ­®áâì

P
n




nX
k=1

skXk




 > t
o
� 2P

n
max
1�k�n

jskj





nX
k=1

Xk




 > t
o
:

�¥áª®«ìª® á«®¢ ®¡ ¨áâ®à¨¨ ¢®¯à®á . �áá«¥¤®¢ ­¨¥ áå®¤¨¬®áâ¨ ¢§¢¥è¥­­ëå áã¬¬ ï¢«ï¥âáï
¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ¯à®¤®«¦¥­¨¥¬ ¨§ãç¥­¨ï § ª®­  ¡®«ìè¨å ç¨á¥« � àæ¨­ª¥¢¨ç . � ª®­ ¡®«ìè¨å
ç¨á¥« � àæ¨­ª¥¢¨ç  ¨§ãç «áï T.A.�§« à®¢ë¬ ¨ �.A. �®«®¤¨­ë¬ [4], A. ¤e �ª®áâ®© [5] ¢ ¡ -
­ å®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ à ¤¥¬ å¥à®¢áª®£® â¨¯ ; M.Maàªãá®¬ ¨ �.A. �o©ç¨­áª¨¬ [6] ¢ ¡ ­ å®¢®¬
¯à®áâà ­áâ¢¥ ãáâ®©ç¨¢®£® â¨¯ . �¡®¡é¥­¨ï íâ¨å à¥§ã«ìâ â®¢ ­  ¢§¢¥è¥­­ë¥ áã¬¬ë á«ãç ©-
­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë �.�¤«¥à®¬, �. �®á «ìáª¨¬ ¨ �.�.�¥©«®à®¬ [7], �.�¨ª®è¥¬ ¨
�.�®à¢ ©è¥© [8], �.�. �¥©«®à®¬ [9]. � ­­ ï à ¡®â  ¯à®¤®«¦ ¥â ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¯® íâ®© â¥¬ â¨ª¥.
�ï¤ à¥§ã«ìâ â®¢ íâ®© áâ âì¨  ­®­á¨à®¢ «áï ¢ [10] ¨ [11].
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2. �®à¬ã«¨à®¢ª  ®á­®¢­®£® à¥§ã«ìâ â  ¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬

�ãáâì (Xk) | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­¥§ ¢¨á¨¬ëå á¨¬¬¥âà¨ç­ëå á«ãç ©­ëå í«¥¬¥­â®¢ á® §­ -
ç¥­¨ï¬¨ ¢ ¡ ­ å®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ �, a = fak(n); n 2 N; 1 � k � ng | ¤¢®©­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâì ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥«, ª®â®à ï ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥â ­ §ë¢ âìáï ¢§¢¥áìî (¥áâ¥áâ¢¥­­®, ­¥
¢á¥ ak(n) = 0). �§ãç ¥âáï f sup-áå®¤¨¬®áâì ª ­ã«î ¢§¢¥è¥­­ëå áã¬¬ ¢¨¤ 

Tn =
nX

k=1

ak(n)Xk:

.
�¡®§­ ç¨¬ '(n) = 1= max

1�k�n
jak(n)j, n 2 N, ¨ ¯®âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ' = ('(n))

¢®§à áâ «  ¨ lim
n!1

'(n) =1. � ª ª ª ¬ë ¨§ãç ¥¬ § ª®­ ¡®«ìè¨å ç¨á¥« ¢ ¯à®áâà ­áâ¢ å â¨¯  p, â®

­¥®¡å®¤¨¬ë ­¥ª®â®àë¥ ãá«®¢¨ï à®áâ  ª ª äã­ªæ¨¨ f (¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï f sup-áå®¤¨¬®áâ¨), â ª ¨
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ' (co®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¢§¢¥á¨ a), c¢ï§ ­­ë¥ á ¢¥«¨ç¨­®© p. �¢¥¤¥¬ á«¥¤ãîé¨¥
ª« ááë ­¥¯à¥àë¢­ëå äã­ªæ¨©:

Ip = ff : R+ ! R+; f(0) = 0; f(1) =1; f ¢®§à áâ ¥â ¨
Z 1

1
f(t)t�p�1dt <1g

¨ Gp | ª« áá â ª¨å ¯®«ã ¤¤¨â¨¢­ëå äã­ªæ¨© f , çâ® áãé¥áâ¢ã¥â q < p ¤«ï ª®â®à®£® f 2 Iq.
� ¯®¬­¨¬, çâ® ¯®«ã ¤¤¨â¨¢­®áâì äã­ªæ¨¨ f ®§­ ç ¥â f(t+ s) � C(f(t) + f(s)) ¤«ï ­¥ª®â®à®©
¯®áâ®ï­­®© C, § ¢¨áïé¥© â®«ìª® ®â f , ¨ ¢á¥å t > 0, s > 0.

�ª ¦¥¬, çâ® ¢§¢¥áì a 2 Fp, ¥á«¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ' ï¢«ï¥âáï ¯à ¢¨«ì-
­® ¬¥­ïîé¥©áï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî á ¯ à ¬¥âà®¬ 1=p, 1 < p < 2, â. ¥. '(n) = n1=pL(n), £¤¥
lim
n!1

L(mn)=L(n) = 1 ¤«ï ¢á¥å m 2N ([12]).

�á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â áâ âì¨ á®áâ ¢«ï¥â

�¥®à¥¬  1. �á«¨ ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® � ¨¬¥¥â ãáâ®©ç¨¢ë© â¨¯ p, 1 < p < 2, ¢§¢¥áì
a 2 Fp, äã­ªæ¨ï f 2 Gp, (Xk) | ­¥§ ¢¨á¨¬ë¥ á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ á«ãç ©­ë¥ í«¥¬¥­âë ¨ (Xk) � �,

â® ¨§
1P
k=1

Pf� > '(k)g <1 á«¥¤ã¥â Tn ! 0 ¢ f sup ¯à¨ n!1.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë ­ ¬ ¯®­ ¤®¡¨âáï àï¤ «¥¬¬. �¥à¢ ï «¥¬¬  ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬
®¡®¡é¥­¨¥¬ ¨§¢¥áâ­®£® ª« áá¨ç¥áª®£® à¥§ã«ìâ â  (á¬. [13], c. 127{128; [14], «¥¬¬  2.2), ¯®íâ®¬ã
¯à¨¢®¤¨âáï ¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ .

�¥¬¬  1. �ãáâì (Xk) � � ¨
1P
k=1

Pf� > '(k)g <1.

1) �á«¨ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® r > 0
1P
k=n

'�r(k) = O(n'�r(n)), â®

1X
n=1

'�r(n)EkXnk
rIfkXnk < '(n)g <1:

2) �á«¨ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® q > 0
nP

k=1
'�q(k) = O(n'�q(n)), ¨ áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ C > 0, çâ®

'(k + 1) � C'(k) ¤«ï ¢á¥å k 2 N, â®

1X
n=1

'�q(n)EkXnk
qIfkXnk � '(n)g <1:

�¥¬¬  2. �á«¨ (Xk)| ­¥§ ¢¨á¨¬ë¥ á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ á«ãç ©­ë¥ í«¥¬¥­âë, â® Ef(sup
n�k

kTnk) �

4Ef(sup
n�k

kSnk='(n)) ¤«ï «î¡®£® k � 1; Sn =
nP

k=1
Xk.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® ­¥à ¢¥­áâ¢ã �¥¢¨ ¤«ï ¢á¥å k � m

Q = Pf sup
k�n�m

kTnk > "g � 2PfkTmk > "g:

�®£¤  ¯® ­¥à ¢¥­áâ¢ã �¢ ¯¥­ï

Q � 4PfkSmk='(m) > "g � 4Pf sup
k�n�m

kSnk='(n) > "g:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, Pfsup
n�k

kTnk > "g � 4Pfsup
n�k

kSnk='(n) > "g. �ãáâì g(t) | ®¡à â­ ï ª f(t) äã­ª-

æ¨ï: f(g(t)) = t. �®£¤ 

Ef(sup
n�k

kTnk) =
Z 1

0
Pff(sup

n�1
kTnk) > tgdt =

Z 1

0
Pfsup

n�1
kTnk > g(t)gdt �

� 4
Z 1

0
Pfsup

n�1
kSnk='(n) > g(t)gdt = 4Ef(sup

n�k
kSnk='(n)): �

�à¥âìï «¥¬¬  ¥áâì  ­ «®£ à¥§ã«ìâ â  �.�.�®¨ ¨ �.�. � ­£  ([14], â¥®à¥¬  2.1). �ãé¥áâ¢¥­­®
­®¢ë¬ ï¢«ï¥âáï à áá¬®âà¥­¨¥ á«ãç ï ¡ ­ å®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  ¨ ­®à¬¨à®¢ª¨ ®¡é¥£® ¢¨¤ .

�¥¬¬  3. �ãáâì E ¨¬¥¥â à ¤¥¬ å¥à®¢áª¨© â¨¯ p, 1 < p < 2. �á«¨ (Xk) | â ª¨¥ ­¥§ ¢¨-

á¨¬ë¥ á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ á«ãç ©­ë¥ í«¥¬¥­âë, çâ®

1X
k=1

EkXkk
p='p(k) <1;

â® ¤«ï «î¡®© äã­ªæ¨¨ f 2 Ip áà¥¤­¥¥ Ef(sup
n�1

kSnk='(n)) <1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì g(t) | ®¡à â­ ï ª f äã­ªæ¨ï: f(g(t)) = t, t � 0. �«ï «î¡®£®
­ âãà «ì­®£® k � 0 ¯®«®¦¨¬ mk = minfn : '(n) � 2kg ¨ Nk = fn : mk � n < mk+1g. �®£¤  ¢
á¨«ã ­¥à ¢¥­áâ¢  �¥¢¨

Q = Pff(sup
n�1

kSnk='(n)) > tg = Pfsup
k�0

max
n2Nk

kSnk='(n) > g(t)g �

�
1X
k=0

Pfmax
n2Nk

kSnk='(n) > g(t)g �
1X
k=0

Pfmax
n2Nk

kSnk > 2kg(t)g � 2
1X
k=0

PfkSmk+1�1k > 2kg(t)g:

�¥¯¥àì ¯à¨¬¥­¨¬ ­¥à ¢¥­áâ¢® �¥¡ëè¥¢  ¨ ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï â¥¬, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® E ¨¬¥¥â â¨¯ p
([2], ch. 3):

Q � 8g�p(t)
1X
k=0

2�kpEkSmk+1�1k
p � Cg�p(t)

1X
k=0

2�kp
mk+1�1X
i=1

EkXik
p:

�®¬¥­ï¢ ¯®àï¤®ª áã¬¬¨à®¢ ­¨ï, ¯®«ãç¨¬

Q � Cg�p(t)
1X
i=1

EkXik
X
k�ki

2�kp;

£¤¥ ki = minfk : mk+1�1 � ig. �«ï íâ®£® ki á¯à ¢¥¤«¨¢ë ­¥à ¢¥­áâ¢ mki+1�1 � i ¨ '(mki+1�1) >
2ki+1.

�æ¥­¨¬ áã¬¬ã
X
k�ki

2�kp =
2p

1� 2�p
2�(ki+1)p � C('(mki+1 � 1))�p � C'�p(i):

�â ª, Q � Cg�p(t)
1P
i=1
EkXik

p/'p(i).
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�¤¥« ¢ § ¬¥­ã ¯¥à¥¬¥­­ëå t = f(s) ¢ ¨­â¥£à «¥
1R
1

f(s)ds�p, ª®â®àë© áå®¤¨âáï ¯® ãá«®¢¨î,

¨ ¯à®¨­â¥£à¨à®¢ ¢ ¯® ç áâï¬, ¯®«ãç¨¬
1R
1

g�p(t)dt <1. �® â®£¤ 

Ef(sup
n�1

kSnk='(n)) � 1+
Z 1

1
Pff(sup

n�1
kSnk='(n) > tgdt � 1+C

1X
i=1

EkXik
p='p

Z 1

1
g�p(t)dt <1: �

3. �á­®¢­ë¥ à¥§ã«ìâ âë

�«¥¤ãîé¥¥ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ ¬®¦¥â à áá¬ âà¨¢ âìáï ª ª § ª®­ ¡®«ìè¨å ç¨á¥« �¦ã­  ([15],
âeoàe¬  3.1) ®â­®á¨â¥«ì­® f sup-áå®¤¨¬®áâ¨ ¤«ï ¢§¢¥è¥­­ëå áã¬¬.

�à¥¤«®¦¥­¨¥. �ãáâì § ¤ ­ë ¢§¢¥áì a ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ' ¨ ¯à®-

áâà ­áâ¢® E ¨¬¥¥â à ¤¥¬ å¥à®¢áª¨© â¨¯ p, 1 < p < 2. �á«¨ (Xk) | â ª¨¥ ­¥§ ¢¨á¨¬ë¥

á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ á«ãç ©­ë¥ í«¥¬¥­âë, çâ®
1P
k=1

EkXkk
p='p(k) < 1, â® ¤«ï «î¡®£® f 2 Ip ¯®á«¥-

¤®¢ â¥«ì­®áâì Tn ! 0 ¢ f sup.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª ¯à®áâà ­áâ¢® E ¨¬¥¥â â¨¯ p ([2], ch. 3), â®

E




1X
k=1

Xk='(k)



p � C

1X
k=1

EkXkk
p='p(k);

â. ¥. àï¤
1P
k=1

Xk='(k) áå®¤¨âáï ¢ Lp(�). �® â®£¤  ®­ áå®¤¨âáï ¯. ­. ([9], x 4.5). �® «¥¬¬¥ �à®­¥ª¥à 

1
'(n)

nP
k=1

Xk ! 0 ¯. ­. ¯à¨ n!1.

�à¨¬¥­¨¢ ­¥à ¢¥­áâ¢® �¢ ¯¥­ï, ­ å®¤¨¬

PfkTmk > tg � 2P
n 1
'(n)





nX

k=1

Xk




 > t
o
! 0:

â. ¥. Tn ! 0 ¯® ¢¥à®ïâ­®áâ¨ ¯à¨ n ! 1. �® â®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª ï ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
(nm)1m=1, çâ® Tnm ! 0 ¯. ­. ¯à¨m!1. �® «¥¬¬¥ 2 áà¥¤­¥¥ Ef(sup

n�1
kTnk) <1, ®âªã¤  ¢ á¨«ã â¥®-

à¥¬ë �¥¡¥£  ® ¬ ¦®à ­â­®© áå®¤¨¬®áâ¨ Ef( sup
k�nm

kTkk)! 0 ¯à¨m!1. �â ª, Ef(sup
k�n

kTkk)! 0

¯à¨ n!1.

�«¥¤áâ¢¨¥. �ãáâì § ¤ ­ë ¢§¢¥áì a ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ' ¨ ¯à®áâà ­-
áâ¢® E ¨¬¥¥â à ¤¥¬ å¥à®¢áª¨© â¨¯ p, 1 < p < 2. �á«¨ (Xk) | â ª¨¥ ­¥§ ¢¨á¨¬ë¥ á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥

á«ãç ©­ë¥ í«¥¬¥­âë, çâ®
1P
k=1

EkXkk
p='p(k) <1, â® Tn ! 0 ¯. ­.

�¥¯¥àì, ¨á¯®«ì§ãï «¥¬¬ã 1 ¨ ¯à¥¤«®¦¥­¨¥, ®áãé¥áâ¢¨¬

�®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 1. � ª ª ª ' ¥áâì ¯à ¢¨«ì­® ¬¥­ïîé ïáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
á ¯®ª § â¥«¥¬ 1=p, â® ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï «¥¬¬ë 1 ¤«ï ¢á¥å r > p ¨ q < p ([12], ã¯à ¦­¥­¨¥
2.1 ¨ â¥®à¥¬  2.8). �¡®§­ ç¨¬

X 0
k = XkIfkXkk < '(k)g; X 00

k = XkIfkXkk � '(k)g;

T 0n =
nX

k=1

ak(n)X 0
k; T 00n =

nX
k=1

ak(n)X 00
k :

�®£¤  Xk = X 0
k +X 00

k ¨

Ef(sup
n�k

kTnk) = Ef(sup
n�k

kT 0n + T 00n k) � �Ef(sup
n�k

kT 0nk) + �Ef(sup
n�k

kT 00n k);
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â. ª. äã­ªæ¨ï f ¯®«ã ¤¤¨â¨¢­ .
�à®áâà ­áâ¢® � ¨¬¥¥â ãáâ®©ç¨¢ë© â¨¯ p < 2; §­ ç¨â, ®­® ¨¬¥¥â à ¤¥¬ å¥à®¢áª¨© â¨¯ r ¤«ï

­¥ª®â®à®£® r > p ([2], áh. 4) ¨ ¯® «¥¬¬¥ 1(1)

1X
k=1

EkX 0
kk

r='r(k) <1:

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯® ¯à¥¤«®¦¥­¨î T 0n ! 0 ¢ f sup.

� ª ª ª f 2Gp, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ q < p, çâ® f 2 Iq. �® «¥¬¬¥ 1(2)
1P
k=1

EkX 00
nk

q='q(k) <1.

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯® ¯à¥¤«®¦¥­¨î Tn ! 0 ¢ f sup.

4. �à¨¬¥­¥­¨ï

�¥®à¥¬  1 á¢ï§ ­  á ­¥ª®â®àë¬¨ § ¤ ç ¬¨ ¯« ­¨à®¢ ­¨ï ®¯â¨¬ «ì­®£® ¬®¬¥­â  ®áâ ­®¢-

ª¨,   ¨¬¥­­®, á ¢®¯à®á®¬ ®¡ ®£à ­¨ç¥­­®áâ¨ E sup
n�1

���� nP
k=1

�k
���='(n)

�r
¤«ï ­¥ª®â®àëå '(n) ¨ r > 0

(­ ¯à., '(n) = nq [15], [14]) ¨ ­¥§ ¢¨á¨¬ëå ®¤¨­ ª®¢® à á¯à¥¤¥«¥­­ëå æ¥­âà¨à®¢ ­­ëå á«ãç ©-
­ëå ¢¥«¨ç¨­ �k. �à¨¢¥¤¥¬ ®¤¨­ à¥§ã«ìâ â â ª®£® à®¤  ¤«ï á«ãç ©­ëå í«¥¬¥­â®¢ á® §­ ç¥­¨ï¬¨
¢ ¡ ­ å®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì ¡ ­ å®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® � ¨¬¥¥â ãáâ®©ç¨¢ë© â¨¯ p, 1 < p < 2 ¯®á«¥-

¤®¢ â¥«ì­®áâì ' = ('(n)) ¯à ¢¨«ì­® ¬¥­ï¥âáï á ¯®ª § â¥«¥¬ 1=p, äã­ªæ¨ï f 2 Gp, (Xk) |
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ­¥§ ¢¨á¨¬ëå á¨¬¬¥âà¨ç­ëå á«ãç ©­ëå í«¥¬¥­â®¢ á ®¤¨­ ª®¢® à á¯à¥¤¥-

«¥­­ë¬¨ ­®à¬ ¬¨. �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë:

(1)
1P
k=1

PfkX1k > '(k)g <1,

(2) Sn='(n)! 0 ¢ f sup ¯à¨ n!1,

(3) Ef(sup
n�1

kSnk='(n)) <1,

(4) Ef(sup
n�1

kXnk='(n)) <1.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¬¯«¨ª æ¨ï (1)=)(2) ãáâ ­®¢«¥­  ¢ â¥®à¥¬¥ 1,   (2)=)(3) âà¨¢¨ «ì­®.
�®ª ¦¥¬, çâ® (3)=)(4). � ª ª ª äã­ªæ¨ï f ¯®«ã ¤¤¨â¨¢­  ¨ '(n) ¢®§à áâ ¥â, â®

Ef(sup
n�1

kXnk='(n)) = Ef(sup
n�1




Sn='(n) � '(n)
'(n� 1)

Sn�1='(n)



 �

� CEf(sup
n�1

kSnk='(n)) + CEf(sup
n�1

kSn�1k='(n � 1)) � 2CEf(sup
n�1

kSnk='(n)):

� ª®­¥æ, ¤®ª ¦¥¬ ®â ¯à®â¨¢­®£®, çâ® (4)=)(1). �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®

1X
k=1

PfkX1k > '(k)g =1:

�®£¤  ¤«ï ¢á¥å M 2 N

1 =
1X
k=1

PfkX1k > '(Mk)g =
1X
k=1

PfkX1k > C'(M)'(k)g �
1X
k=1

PfkX1k='(k) > C'(M)g;

£¤¥ ¢ ¯à¥¤¯®á«¥¤­¥¬ ­¥à ¢¥­áâ¢¥ ¨á¯®«ì§®¢ «®áì ãá«®¢¨¥ ¯à ¢¨«ì­®© ¬¥­ï¥¬®áâ¨ '. �® «¥¬¬¥
�®à¥«ï-� ­â¥««¨ sup

n�1
kXnk='(n) > '(M) ¯. ­., â. ¥. sup

n�1
kXnk='(n) = 1 ¯. ­. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,

Ef(sup
n�1

kXnk='(n)) =1, çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â (4).
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� § ª«îç¥­¨¥ ¢ëà ¦ î ¯à¨§­ â¥«ì­®áâì à¥æ¥­§¥­âã ¬®¥© áâ âì¨, ¯à®ä¥áá®àã �.�¨ª®èã
(�îà¨å, �¢¥©æ à¨ï), ¯à®ä¥áá®àã �.�¤«¥àã (�¨ª £®, ���) ¨ ¯à®ä¥áá®àã �.�¨­ «î (�î-
¡«¨­, �®«ìè ) §  ¯®«¥§­ë¥ § ¬¥ç ­¨ï.
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