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Аннотация

Дано решение плоской задачи о взаимодействии гармонической волны с пластиной
конечной длины, находящейся в грунте. Механическое поведение пластины описывается
по сдвиговой модели С.П. Тимошенко, а окружающего пластину грунта – уравнением ли-
нейной теории упругости. Проведено исследование вибропоглощающих свойств пластины
в зависимости от частоты падающей на нее гармонической волны. С практической точки
зрения рассматриваемая задача связана с защитой сооружений от воздействия вибраций,
формирующихся вдали от линии метрополитена движением поездов.

Ключевые слова: грунт, пластина, модель Тимошенко, гармоническая волна, час-
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Введение

В настоящее время все чаще появляется необходимость защиты уже существу-
ющих зданий и сооружений от негативного техногенного воздействия вследствие
внедрений новой инфраструктуры в уже существующую городскую среду. Для
жилых и общественных зданий наиболее неблагоприятными внешними являются
вибрации. Их источниками являются инженерное оборудование, промышленные
установки, а также транспортные средства (метрополитен мелкого залегания, тя-
желые грузовые автомобили, железнодорожные поезда, трамваи), создающие при
работе большие динамические нагрузки [1]. Одним из вариантов защиты фунда-
ментов от возникающих в грунте вибраций является установка вибропоглощающих
преград между источником колебаний и объектом [2, 3].

В настоящей работе исследуются вибропоглощающие свойства пластины, нахо-
дящейся под воздействием плоской гармонической волны в грунте. С практической
точки зрения эта ситуация может соответствовать воздействию вибраций, созда-
ваемых метрополитеном на значительном удалении от препятствия.

1. Постановка задачи

В качестве вибропоглащающего препятствия рассматривается упругая однород-
ная пластина, окруженная с двух сторон заполненными грунтом полупростран-
ствами “1” и “2” [4]. Используется прямоугольная декартова система координат
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Рис. 1. Модель взаимодействия грунта с пластиной

Oxyz с началом в конце пластины. При этом предполагается, что плоскость Oxy
для пластины является срединной, пластина неограниченна вдоль оси Oy и имеет
конечную длину по оси Ox (рис. 1). Края пластины шарнирно оперты.

Невозмущенное состояние грунта полагается недеформированным. Со стороны
отрицательного направления оси Oz на препятствие набегает плоская гармони-
ческая волна растяжения с амплитудой нормального напряжения на фронте p∗
и частотой ω . Нормальный вектор к фронту волны ортогонален плоскости Oxy .
Поэтому компоненты напряженно-деформированного состояния оболочки и грунта
не зависят от координаты y .

Основной целью настоящей работы является определение суммарного вектор-
ного поля ускорений a , индуцированных прошедшей и излученной волнами в по-
лупространстве “2”, как функции частоты ω и пространственных координат x и z
в зависимости от параметров пластины. Компоненты ax и az и модуль a вектор-
ного поля ускорений определяются по следующим формулам:

ax = −ω2u(2), az = −ω2w(2), (1)

a =
√

a2
x + a2

z, (2)

где u и w – перемещения вдоль осей Ox и Oz соответственно.
Математическая постановка задачи включает в себя модель набегающей волны,

уравнения движения грунта и пластины, условия на бесконечности, а также усло-
вия контакта грунта с препятствием. Таковыми принимаются условия свободного
проскальзывания.

2. Уравнения движения грунта

В качестве модели грунта используется однородная упругая изотропная среда
[5, 6]. Замкнутая система уравнений, описывающая ее плоское движение, включает
в себя уравнения движения, соотношения Коши, физический закон [7]:

ρü =
∂σ11

∂x
+

∂σ13

∂z
, ρẅ =

∂σ31

∂x
+

∂σ33

∂z
; (3)
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ε11 =
∂u

∂x
, ε13 =

1
2

(
∂u

∂z
+

∂w

∂x

)
, ε33 =

∂w

∂z
, θ =

∂u

∂x
+

∂w

∂z
; (4)

σ11 = λθ + 2µε11, σ13 = 2µε13, σ33 = λθ + 2µε33, θ = ε11 + ε33, (5)

где σij и εij – компоненты тензоров напряжений и деформаций; θ – коэффициент
объемного расширения; ρ и λ, µ – плотность и упругие постоянны Ламе грунта;
точками здесь и далее обозначены производные по времени t . Система уравнений
(3)–(5) эквивалентна уравнениям Ламе

ρü = (λ + µ)
∂θ

∂x
+ µ∆u,

ρẅ = (λ + µ)
∂θ

∂z
+ µ∆w,

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2
,

которые сводятся к системе двух волновых уравнений относительно скалярного
потенциала ϕ и ненулевой компоненты ψ векторного потенциала

ϕ̈ = c2
1∆ψ, ψ̈ = c2

2∆ψ, c2
1 =

λ + 2µ

ρ
, c2

2 =
µ

ρ
, (6)

где cj – скорости распространения волн растяжения-сжатия и сдвига.
Компоненты вектора перемещений связаны с упругими потенциалами следую-

щим образом:

u =
∂ϕ

∂x
− ∂ψ

∂z
, w =

∂ϕ

∂z
+

∂ψ

∂x
. (7)

Далее рассматриваются только гармонические волны с частотой ω . При этом
все заданные и искомые функции представляются в виде

ϕ = ϕaeiωt, ψ = ψaeiωt, u = uaeiωt, . . .

где буквой “ a“ обозначены соответствующие амплитудные значения, в дальнейшем
при отсутствии разночтений этот индекс опускается.

Тогда уравнения движения (6) запишутся следующим образом:

∆ϕ + k2
1ϕ = 0, ∆ψ + k2

2ψ = 0, kj = ω/cj , (8)

где kj – волновые числа.
Поскольку занимаемая грунтом область неограниченна, потенциалы как реше-

ния уравнений (8) должны удовлетворять условиям излучения Зоммерфельда

∂ϕ

∂r
+ ik1ϕ = o

(
1√
r

)
,

∂ψ

∂r
+ ik2ψ = o

(
1√
r

)
, r →∞. (9)

где r – длина радиуса-вектора.

3. Набегающая волна

Для описания плоской гармонической волны рассматривается плоская одно-
мерная волна растяжения-сжатия (ψ ≡ 0) [7], распространяющаяся вдоль поло-
жительного направления оси Oz с амплитудой нормального давления p∗ . В этом
случае в первом из уравнений (8) полагаем ϕ = ϕ (z) . В результате приходим
к уравнению относительно амплитуды потенциала, решение которого удовлетво-
ряет условиям (9).
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Подставляя его в (4), (5) и (7), получаем перемещения, деформации и напря-
жения в плоской волне:

u ≡ 0, w = −ik1Aϕe−ik1(z−c1t), ε11 = ε13 ≡ 0, ε33 = θ = −k2
1Aϕe−ik1(z−c1t),

σ33 = − (λ + 2µ) k2
1Aϕe−ik1(z−c1t) = −ρω2Aϕe−ik1(z−c1t),

σ11 = −λk2
1Aϕe−ik1(z−c1t) = −κρω2Aϕe−ik1(z−c1t), σ13 ≡ 0, κ =

λ

λ + 2µ
,

где Aϕ – произвольная постоянная.
Учитывая, что σ33|t=0, z=0 = p∗ , для перемещений и напряжений в набегающей

волне получаем следующие выражения:

u = u∗ ≡ 0, , w = w∗ =
ik1p∗
ρω2

e−ik1z =
ip∗

ρc1ω
e−ik1z, Aϕ = − p∗

ρω2
,

σ11 = σ11∗ = κp∗e−ik1z, σ33 = σ33∗ = p∗e−ik1z, σ13 = σ13∗ ≡ 0.

(10)

где u∗ и w∗ – перемещения вдоль осей Ox и Oz в набегающей волне.

4. Уравнения движения пластины

В качестве модели пластины используем однородную изотропную пластину
типа С.П. Тимошенко. Ее движение описывается следующей замкнутой системой
уравнений, включающей в себя уравнения движения, физические и кинематиче-
ские соотношения [8]:

ρ0hω2w0 + µ0hk2 ∂

∂x

(
χ +

∂w0

∂x

)
+ p = 0,

ρ0Iω2χ + I (λ0 + 2µ0)
∂2χ

∂x2
− µ0hk2

(
χ +

∂w0

∂x

)
= 0.

(11)

Здесь w0 и p – прогиб и давление (положительное направление совпадает с поло-
жительным направлением оси Oz ); χ – угол отклонения ортогонального к средин-
ной поверхности до деформации материального волокна и нормального к дефор-
мированной срединной поверхности вектора n∗ от нормального вектора n в неде-
формированном состоянии; Q и M – перерезывающая сила и изгибающий момент;
h – толщина пластины; ρ0 и λ0, µ0 – плотность и упругие постоянные материала
пластины соответственно; p = p1+p2 , p1 и p2 – амплитуды давления волн в средах
“1” и “2” соответственно.

Шарнирному опиранию соответствуют граничные условия

w0|x=0,l = 0, M |x=0,l =
∂χ

∂x

∣∣∣∣
x=0,l

= 0. (12)

5. Определение перемещений

Замкнутая система уравнений для задачи о взаимодействии пластины с грун-
том включает в себя соотношения (4), (5), (8), (7), в которых искомым функциям
присваивается верхний индекс “ (i) ”, соответствующий номеру среды, а также урав-
нения (11). Условия контакта препятствия и упругих сред имеют вид

p1 =
(
σ

(1)
33 + σ33∗

)∣∣∣
z=0

, p2 = −σ
(2)
33

∣∣∣
z=0

,

(
w(1) + w∗

)∣∣∣
z=0

= w(2)
∣∣∣
z=0

= w0, σ
(1)
13

∣∣∣
z=0

= σ
(2)
13

∣∣∣
z=0

= 0.

(13)
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Для нахождения решения все функции разложим в тригонометрические ряды
Фурье [9]. При этом при разложении в ряды кинематических параметров пластины
необходимо учитывать граничные условия (12)

X =
∞∑

n=1

Xn sin λnx, Y =
∞∑

n=0

Yn cos λnx, λn =
πn

l
,

X =
[
w0 (x, ω) , w∗, σ33∗, p (x, ω) , pk (x, ω) , ϕ(i) (x, z, ω) , ε

(i)
11 (x, z, ω) ,

ε
(i)
33 (x, z, ω) , θ(i) (x, z, ω) , σ

(i)
11 (x, z, ω) , σ

(i)
33 (x, z, ω)

]T

,

Xn =
[
w0n (ω) , w∗n, σ33∗n, pn (ω) , pkn (ω) , ϕ(i)

n (z, ω) , ε
(i)
11n (z, ω) ,

ε
(i)
33n (z, ω) , θ(i)

n (z, ω) , σ
(i)
11n (z, ω) , σ

(i)
33n (z, ω)

]T

,

Y =
[
χ (x, ω) , ψ(k) (x, z, ω) , u(k) (x, z, ω) , ε

(k)
13 (x, z, ω) , σ

(k)
13 (x, z, ω)

]T

,

Yn =
[
χn (ω) , ψ(k)

n (z, ω) , u(k)
n (z, ω) , ε

(k)
13n (z, ω) , σ

(k)
13n (z, ω)

]T

,

(14)

где l – длина пластины.
Коэффициенты рядов в (14) связаны между собой в соответствии с (4), (5) и (7).

Коэффициенты рядов для нормальных перемещений и напряжений в набегающей
волне определяются согласно (10) следующим образом:

w∗n =
2ik1p∗
ρlω2

e−ik1z

l∫

0

sin λnx dx =
2ip∗

ρωc1πn
e−ik1z [1− (−1)n] ,

σ33∗n =
2p∗
l

e−ik1z

l∫

0

σ33∗ sin λnx dx =
2p∗
πn

e−ik1z [1− (−1)n] .

(15)

Подставляя кинематические параметры пластины и давления, разложенные
в ряды (14), в уравнения (11), приходим к системе алгебраических уравнений от-
носительно коэффициентов рядов w0n и χn .

Решение системы уравнений (11) определяется как

w0n =
Q1

(
λ2

n, ω2
)

P2n (ω2)
p1n + p2n

ρ0h
, χn =

c2
20λn

P2n (ω2)
p1n + p2n

ρ0h
,

P2n

(
ω2

)
= P2

(−λ2
n,−ω2

)
.

(16)

где

P2 (λn, ω) = P1 (λn, ω)Q1 (λn, ω)− c4
20λn =

= r2
(
c2
20λn − ω

) (
c2
10λn − ω

)− c2
20ω = a20λn

2 − a21λnω + a22 (ω) ,

a20 = r2c2
10c

2
20, a21 = r2

(
c2
10 + c2

20

)
, a22 (ω) = ω

(
r2ω − c2

20

)
.

P1 (λn, ω) = c2
20λn − ω, Q1 (λn, ω) = r2

(
c2
10λn − ω

)
+ c2

20,

c2
10 =

λ0 + 2µ0

ρ0
, c2

20 =
kµ0

ρ0
, r2 =

h2

12
.

(17)
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Учитывая теперь (13), преобразуем формулу (16)

w0n (λn, ω) =
Q1

(
λn

2, ω2
)

ρ0hP2

(
λn

2, ω2
)

[
σ

(1)
33n (λn, ω)− σ

(2)
33n (λn, ω) + σ33∗n (λn, ω)

]∣∣∣
z=0

.

Для определения коэффициентов рядов, соответствующих возмущенному
напряженно-деформированному состоянию в окружающих средах, подставляем
ряды (15) в уравнения (8). В результате получаем, что коэффициенты этих ря-
дов удовлетворяют уравнениям

∂2ϕ
(l)
n

∂z2
+ sign (k1 − λn) κ2

1n

(
ω2

)
ϕ(l)

n = 0 (n ≥ 1) ,

∂2ψ
(l)
n

∂z2
+ sign (k2 − λn) κ2

2n

(
ω2

)
ψ(l)

n = 0 (n ≥ 0) , κjn

(
ω2

)
= κj

(
λ2

n, ω2
)
.

(18)

Решения уравнений (18) при |q| < kj должны удовлетворять условию излуче-
ния (9), а при |q| > kj – условию ограниченности. Таковыми являются следующие
функции:

ϕ(1)F (q, z, ω) = C11 (q, ω)
[
eiκ1(q2,ω2)zH (k1 − |q|) + eκ1(q2,ω2)zH (|q| − k1)

]
,

ψ(1)F (q, z, ω) = C21 (q, ω)
[
eiκ2(q2,ω2)zH (k2 − |q|) + eκ2(q2,ω2)zH (|q| − k2)

]
,

ϕ(2)F (q, z, ω) = C12 (q, ω)
[
e−iκ1(q2,ω2)zH (k1 − |q|) + e−κ1(q2,ω2)zH (|q| − k1)

]
,

ψ(2)F (q, z) = C22 (q, ω)
[
e−iκ2(q2,ω2)zH (k2 − |q|) + e−κ2(q2,ω2)zH (|q| − k2)

]
,

где H (x) – разрывная функция Хевисайда; C11 (q, ω) , C21 (q, ω) , C12 (q, ω) и
C22 (q, ω) – постоянные интегрирования.

Далее аналогичным образом подставляя разложенные в ряды (15) функции
в (3), (4) и (7), получаем выражения для коэффициентов рядов разложений
для перемещений, деформаций и напряжений, соответствующих возмущенным
напряженно-деформированным состояниям в окружающих средах.

Постоянные интегрирования C11, C21, C12, C22 определяются из граничных
условий (12) с учетом (17). Подставляя полученные значения констант в выраже-
ния для перемещений, получаем коэффициенты разложений в ряды перемещений
в среде “2”:

u(2)
n (z, ω) = − λnD2n (ω)

k2
2κ1n(ω2)Dn (ω)

×

×
{(

k2
2 − 2λ2

n

) [
e−iκ1n(ω2)zH (k1 − λn) + e−κ1n(ω2)zH (λn − k1)

]
+

+2ε1n (k1) κ1n(ω2)κ2n(ω2)
[
ie−iκ2n(ω2)zH (k2 − λn) + e−κ2n(ω2)zH (λn − k2)

]}
,

w(2)
n (z, ω) =

D2n (ω)
k2
2κ1n(ω2)Dn (ω)

×

×
{

2ε1n (k1)λ2
nκ1n(ω2)

[
e−iκ2n(ω2)zH (k2 − λn) + e−κ2n(ω2)zH (λn − k2)

]
−

−κ1n

(
ω2

) (
k2
2 − 2λ2

n

) [
ie−iκ1n(ω2)zH (k1 − λn) + e−κ1n(ω2)zH (λn − k1)

]}
.
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Рис. 2. Зависимость модуля поля виброускорения a от частоты набегающей волны ω : 1 –
на поверхности пластины при z = 0 м; 2 – в грунте при z = 10 м

Рис. 3. Зависимость модуля поля виброускорения a при ω = 20÷ 300 Гц: 1 – на поверх-
ности пластины при z = 0 м; 2 – a× 103 в грунте при z = 10 м

Здесь
Dn (ω) = an (ω) + bn (ω) ,

D1n (ω) = k2
2κ1n

(
ω2

)
Q1

(
λ2

n, ω2
)
σ33∗n (ω)

∣∣
z=0

+ εn (k1) bn (ω) w∗n (ω)|z=0,

D2n (ω) = k2
2κ1n

(
ω2

)
Q1

(
λ2

n, ω2
)
σ33∗n (ω)

∣∣
z=0

− εn (k1) an (ω) w∗n (ω)|z=0,

an (ω) = S1n (ω)Q1

(
λ2

n, ω2
)
,

bn (ω) = ρ0hP2n

(
ω2

)
ε1n (k1) κ1n

(
ω2

)
k2
2+

(
λk2

1 + ρω2
) (

k2
2 − 2λ2

n

)
Q1

(
λ2

n, ω2
)
+an (ω) ,

S1n (ω) = −ρω2
(
k2
2 − 2λ2

n

)− 4µε1n (k1) ε1n (k2) λ2
nκ1n

(
ω2

)
κ2n

(
ω2

)
,

ε1n (kj , λn) =

{
i, λn < kj ,

1, λn > kj .

Тогда на основании формул (1) и (2) становится возможным определить модуль
виброускорения и его компоненты.

В качестве примера рассмотрим пластину, имеющую размеры l = 5 м, h =
= 0.1 м, изготовленную из стали Ст0 с плотностью ρ0 = 7859 кг/м3 , модулем
Юнга E0 = 2 · 105 МПа и коэффициентом Пуассона ν0 = 0.28 . Материалом сред
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“1” и “2” принимается насыпной уплотненный со степенью влажности 0.5 грунт
c модулем Юнга E = 102 МПа, плотностью ρ = 1600 кг/м3 [10].

Результаты расчетов модуля поля виброускорения в различных точках грунта
представлены на рис. 2. Из рисунка видно, что значительное уменьшение величины
модуля виброускорения происходит по мере удаления от границы пластины. Для
более детального анализа на рис. 3 приведены совместные графики виброускорений
в различных точках грунта.

Как известно, наибольшую опасность для фундаментов зданий и сооружений
представляют низкие частоты. В соответствии с [10, 11] оценка вибрации прово-
дится в октавных полосах со среднегеометрическими частотами 16, 31.5 и 63 Гц.
На рис. 3 приведена зависимость модуля поля виброускорения в грунте на поверх-
ности пластины при z = 0 м и на расстоянии z = 10 м в диапазоне частот от 20 до
300 Гц. Как видно из графиков, значения модуля виброускорения на расстоянии
z = 10 м от преграды становятся меньше в 1000 раз по сравнению со значениями
при z = 0 м. При этом первое максимальное значение модуля виброускорения,
соответствующее собственным частотам пластины, возникает при частоте более
100 Гц, что исключает совпадения с указанными выше опасными частотами.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект
№ 16-38-50025 мол_нр).
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Abstract

A solution of the two-dimensional task on interaction between the harmonic wave and
the plate with the limited height in soil has been provided. The plate surrounded on both
sides with the half-spaces filled with soil medium has been used as a vibro-absorbing obstacle.
The mechanical behavior of the plate has been described by S.P. Timoshenko’s shift model
and the mechanical behavior of soil by a linear elasticity theory equation. The main purpose
of the paper is to determine the total acceleration vector field inducted by the penetrated and
radiated waves in the second half-space. The mathematical formulation of the task includes
a model of upcoming wave, soil medium and plate movement equation, infinity conditions, and
conditions of soil contact with obstacle. Conditions of free slip have been taken as the contact
conditions between the soil and the obstacle. We have considered a closed system of equations,
which includes wave equations for scalar and vector potentials, elasticity theory equations for
soil mediums, Koshi’s relations, physical law, and plate movement equation. The boundary
conditions for the plate correspond to a hinged support. To solve this task, all functions have
been expanded in trigonometric series that allowed to obtain potential values in the coefficients
of the series. To define the integrations constants, the contact conditions between the obstacle
and soil have been used. On the basis of the revealed potentials, we have defined displacements
on the boundary between the plate and soil and in other points of the second half-space.
The vibro-absorbing properties of the plate have been investigated depending on the frequency
of the harmonic wave falling on the plate. From the practical point of view, this task is related
to protection of buildings from vibrations formed at a distance from underground railways.

Keywords: soil, plate, S.P. Timoshenko’s model, harmonic wave, oscillation frequency,
vibration absorption, vibration acceleration
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Figure Captions

Fig. 1. A model of interaction between the plate and soil.

Fig. 2. The dependence of the vibration acceleration field module: 1 – on the plate surface
at z = 0 m; 2 – in the soil at z = 10 m.

Fig. 3. The dependence of the vibration acceleration field module at ω = 20÷ 300 Hz: 1 –
on the plate surface at z = 0 m; 2 – a× 103 in the soil at z = 10 m.
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