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�  ¡áâà ªâ­®© â¥®à¨¨ ¯à¨¡«¨¦¥­­ëå ¬¥â®¤®¢ à¥è¥­¨ï «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à­ëå ãà ¢­¥-
­¨© ¬®¦­® ¢ë¤¥«¨âì ¤¢  ®á­®¢­ëå ­ ¯à ¢«¥­¨ï. � ®¡é¥© â¥®à¨¨ ¯à¨¡«¨¦¥­­ëå ¬¥â®¤®¢

�.�.� ­â®à®¢¨ç  [1], [2] ¨ ¥¥ ¬®¤¨ä¨ª æ¨¨, ¯à¥¤«®¦¥­­®© ¢ [3], ®á­®¢­®¥ ¢­¨¬ ­¨¥ ã¤¥«ï¥âáï
ãá«®¢¨ï¬, ¯à¨ ª®â®àëå à §à¥è¨¬®áâì  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥£® ãà ¢­¥­¨ï á«¥¤ã¥â ¨§ à §à¥è¨¬®-
áâ¨ â®ç­®£® ãà ¢­¥­¨ï. � ª®© ¯®¤å®¤ ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¯à¨ â¥®à¥â¨ç¥áª®¬ ®¡®á­®¢ ­¨¨
ç¨á«¥­­ëå ¬¥â®¤®¢ à¥è¥­¨ï ¨­â¥£à «ì­ëå ãà ¢­¥­¨©. �àã£®¥ ­ ¯à ¢«¥­¨¥ ¢®§­¨ª«® ¯à¨ ¨á-
á«¥¤®¢ ­¨¨ à §­®áâ­ëå áå¥¬ ¤«ï ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ëå ãà ¢­¥­¨© (­ ¯à., [4]), ®­® ®á­®¢ ­® ­ 
¯®­ïâ¨¨ ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ®¯¥à â®à®¢,  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å § ¤ ­­ë© ®¯¥à â®à.
�áâ®©ç¨¢®áâì  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å ®¯¥à â®à®¢ ¨á¯®«ì§ã¥âáï â ª¦¥ ª ª ®á­®¢  ®¡é¥© â¥®à¨¨ ç¨-
á«¥­­ëå ¬¥â®¤®¢ ¢ [5]. � à ¬ª å  ¡áâà ªâ­®© ¯à¨¡«¨¦¥­­®© áå¥¬ë �.�. �à¥­®£¨­  ([6], £«. VII)
â¥®à¨ï à §­®áâ­ëå áå¥¬, ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¥ ¬¥â®¤ë â¨¯  � «�¥àª¨­  ¨ ­¥ª®â®àë¥ ¤àã£¨¥ § ¤ ç¨ à á-
á¬ âà¨¢ îâáï á ¥¤¨­®© â®çª¨ §à¥­¨ï.

� ¤ ­­®© áâ âì¥ ¯®áâà®¥­   ¡áâà ªâ­ ï â¥®à¨ï ¯à¨¡«¨¦¥­­ëå ¬¥â®¤®¢ à¥è¥­¨ï «¨­¥©­ëå
ãà ¢­¥­¨©, ¯®§¢®«ïîé ï ­  ®¡é¥© ®á­®¢¥ ¯®«ãç¨âì ¨ ¤®¯®«­¨âì ®á­®¢­ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ®¡-
é¥© â¥®à¨¨ ¯à¨¡«¨¦¥­­ëå ¬¥â®¤®¢ ¨ â¥®à¨¨  ¡áâà ªâ­ëå ¯à¨¡«¨¦¥­­ëå áå¥¬. �á¯®«ì§ã¥¬ë¥
®¡®§­ ç¥­¨ï ¨ â¥à¬¨­®«®£¨ï ­ ¨¡®«¥¥ ¡«¨§ª¨ ª ¯à¨­ïâë¬ ¢ [6].

1. �¯¥à â®àë ¨ ¯à®áâà ­áâ¢ . �¯à¨®à­ë¥ ®æ¥­ª¨ ¯®£à¥è­®áâ¨

�ãáâì X, Y , X, Y | ­®à¬¨à®¢ ­­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ , A : X ! Y , A : X ! Y | «¨­¥©-
­ë¥ (®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ­  «¨­¥©­ëå ¬­®£®®¡à §¨ïå,  ¤¤¨â¨¢­ë¥ ¨ ®¤­®à®¤­ë¥) ®¯¥à â®àë. �ã¤¥¬
à áá¬ âà¨¢ âì ®¯¥à â®à­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï

Ax = y; x 2 X; y 2 Y; (1)

Ax = y; x 2 X; y 2 Y : (2)

�¯¥à â®à A ¨ ãà ¢­¥­¨¥ (1) ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì â®ç­ë¬¨,   ®¯¥à â®à A ¨ ãà ¢­¥­¨¥ (2) |  ¯¯à®ª-

á¨¬¨àãîé¨¬¨ ( ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¬¨ â®ç­ë¥). �®ª  ­¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ®¯¥à â®àë A ¨ A
®¡à â¨¬ë ¨«¨, ­ ¯à¨¬¥à, ®£à ­¨ç¥­ë.

�ãáâì § ¤ ­ë «¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë TX : X ! X ¨ SX : X ! X, ¯à¨ç¥¬ â ª¨¥, çâ®

TXSX = I
X
: (3)

�â® §­ ç¨â, çâ® ®¯¥à â®à SX ¨¬¥¥â «¥¢ë© ®¡à â­ë©, â.¥. N(SX) = f0g, ¨ ®¯¥à â®à TX ¨¬¥¥â
¯à ¢ë© ®¡à â­ë©, â. ¥. R(TX) = X. �­ «®£¨ç­®, ¯ãáâì § ¤ ­ë ®¯¥à â®àë TY : Y ! Y ¨ SY : Y !
Y , ¯à¨ç¥¬ â ª¨¥, çâ®

TY SY = I
Y
: (4)

�ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ®¯¥à â®àë TX ¨ TY ®¯¥à â®à ¬¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨,   ®¯¥à â®àë SX ¨ SY | ®¯¥-
à â®à ¬¨ ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨. �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® D(TX) = X, D(SX) = X, D(TY ) = Y , D(SY ) = Y .
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�®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï ® á¢®©áâ¢ å ®¯¥à â®à®¢  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¨ ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ¡ã¤ãâ
á¤¥« ­ë ­¨¦¥.

�«ï ®æ¥­ª¨ ¡«¨§®áâ¨ í«¥¬¥­â®¢ x ¨ x, y ¨ y, ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å à §«¨ç­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬,
®¯à¥¤¥«¨¬ ¯®£à¥è­®áâ¨: S-¯®£à¥è­®áâì à¥è¥­¨ï kx� SXxkX , T -¯®£à¥è­®áâì à¥è¥­¨ï kTXx� xk

X
,

S-¯®£à¥è­®áâì ¯à ¢®© ç áâ¨ ky � SY ykY ¨ T -¯®£à¥è­®áâì ¯à ¢®© ç áâ¨ kTY y � yk
Y
.

�¥¬¬  1. a) �á«¨ ®¯¥à â®à TX ®£à ­¨ç¥­, â®

kTXx� xk
X
� kTXk kx� SXxkX ; (5)

¡) eá«¨ ®¯¥à â®à TY ®£à ­¨ç¥­, â®

kTY y � yk
Y
� kTY k ky � SY ykY ; (6)

¢) eá«¨ ®¯¥à â®à SX ®£à ­¨ç¥­, â®

kx� SXxkX � kSXk kTXx� xk
X
+ k(SXTX � I)xkX ; (7)

£) eá«¨ ®¯¥à â®à SY ®£à ­¨ç¥­, â®

ky � SY ykY � kSY k kTY y � yk
Y
+ k(SY TY � I)ykY : (8)

�®ª § â¥«ìáâ¢®.  ) TXx� x = TXx� TXSXx = TX(x� SXx).
¢) x� SXx = x� SXTXx+ SXTXx� SXx = (I � SXTX)x+ SX(TXx� x).
�¥à ¢¥­áâ¢  (6) ¨ (8) ¤®ª §ë¢ îâáï  ­ «®£¨ç­ë¬ á¯®á®¡®¬.

�­®¦¥áâ¢  eX = SX(X) � X ¨ eY = SY (Y ) � Y ï¢«ïîâáï ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢
X ¨ Y , íª¢¨¢ «¥­â­ë¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬ X ¨ Y á®®â¢¥âáâ¢¥­­® (¨§®¬®àä­ë¬¨, ¥á«¨ ®¯¥à â®àë
 ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¨ ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ®£à ­¨ç¥­ë). �à¨ íâ®¬ áã¦¥­¨ï ®¯¥à â®à®¢ TX ¨ TY ­  eX ¨ eY
ï¢«ïîâáï ¤¢ãáâ®à®­­¨¬¨ ®¡à â­ë¬¨ ª ®¯¥à â®à ¬ SX ¨ SY , à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¬ ª ª ®¯¥à â®àë
¨§ X ­  eX ¨ ¨§ Y ­  eY á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.

�¯¥à â®àë PX = SXTX ¨ PY = SY TY â ª®¢ë, çâ® ¢ á¨«ã (3) ¨ (4) P 2
X
= PX , P 2

Y
= PY . T ª¨¬

®¡à §®¬, PX ¨ PY | ¯à®¥ªâ®àë ¨§ X ¢ eX ¨ ¨§ Y ¢ eY á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.
�®«ãç¨¬  ¯à¨®à­ë¥ ®æ¥­ª¨ ¯®£à¥è­®áâ¨ ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® à¥è¥­¨ï, ­¥ ¤¥« ï ¯®ª  ­¨ª ª¨å

¯à¥¤¯®«®¦¥­¨© ®¡ ®¡à â¨¬®áâ¨ ®¯¥à â®à®¢.

�¥®à¥¬  1. �ãáâì x 2 D(A), x 2 D(A) ¨ y = Ax, y = Ax. �á«¨ SXx 2 D(A), x�SXx =2 N(A)
¨ ®¯¥à â®à SY ®£à ­¨ç¥­, â®

9M > 0 j kx� SXxkX �MfkSY k kTY y � yk
Y
+ kSY k k(A � TYASX)xkY +

+ k(SY TY � I)A (x � SXx)kY g: (9)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª 0 2 N(A), â® x� SXx 6= 0. �¡®§­ ç¨¬

M = kx� SXxkX = kA(x� SXx)kY :

�®£¤  kx� SXxkX =MkA(x � SXx)kY , ¯à¨ íâ®¬ A(x� SXx) = A(x� SXx)� SY TYA(x� SXx) +
SY TY y � SY y + SYAx� SY TYASXx.

� ¬¥ç ­¨¥ 1. �¥à ¢¥­áâ¢® (9) ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® í«¥¬¥­â ex = SXx ¡ã¤¥â ¡«¨§ª¨¬ ª â®ç­®¬ã
à¥è¥­¨î x, ¥á«¨ 1) ¡«¨§ª¨ ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ ãà ¢­¥­¨© (1) ¨ (2); 2) ¡«¨§ª¨ ®¯¥à â®àë A ¨ A;
3) ®¯¥à â®à SY TY ¡«¨§®ª ª â®¦¤¥áâ¢¥­­®¬ã. �¤¥áì ¯®¤ ¡«¨§®áâìî ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ ¢ ª ¦¤®¬
á«ãç ¥ ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï ¬ «®áâì á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ­®à¬ë ¨§ ¯à ¢®© ç áâ¨ ­¥à ¢¥­áâ¢  (9). �á«¨
®¯¥à â®à SY TY �I ®£à ­¨ç¥­ (ª ª ®â¬¥ç ¥âáï ¢ ([3], á. 12), ¢ ª®­ªà¥â­ëå á«ãç ïå íâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
¤ ¦¥ â®£¤ , ª®£¤  ®¯¥à â®à SY TY ­¥®£à ­¨ç¥­) ¨ kSY TY � Ik < 1 , â® ¨§ (9) á«¥¤ã¥â, çâ®

kx� SXxkX �
M kSY k

1� kSY TY � Ik
(kTY y � yk

Y
+ k(A � TYASX)xkY ): (10)
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� ¬¥ç ­¨¥ 2. �á«¨ ®¯¥à â®à A ¨¬¥¥â ®£à ­¨ç¥­­ë© «¥¢ë© ®¡à â­ë©, â. ¥. 9m0 > 0 j kAxk �
m0kxk 8x 2 D(A), â® ¬®¦­® ¢ (10) § ¬¥­¨âìM ­  1=m0. �à¨ íâ®¬ N(A) = 0, ¨ ãá«®¢¨¥ x�SXx =2
N(A) áâ ­®¢¨âáï «¨è­¨¬, â. ª. ¯à¨ x�SXx = 0 ­¥à ¢¥­áâ¢® (9) ¢ë¯®«­ï¥âáï ¯à¨ «î¡®¬ M > 0.
�á«¨, ªà®¬¥ â®£®, ®¯¥à â®à A�1 áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ®£à ­¨ç¥­, â® ¬®¦­® ¢ë¡à âì m0 = kA�1k.

�¥®à¥¬  2. �ãáâì x 2 D(A), x 2 D(A) ¨ y = Ax, y = Ax. �á«¨ TXx 2 D(A), TXx�x =2 N(A)
¨ ®¯¥à â®à TY ®£à ­¨ç¥­, â®

9M > 0 j kTXx� xk
X
�MfkTY y � yk

Y
+ kTY k k(A � SYATX)xkY g: (11)

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì M =
kTXx�xk

X

kA(TXx�x)k
Y

. �®£¤  kTXx� xk
X
= MkA(TXx� x)k

Y
, ¯à¨ íâ®¬

A(TXx�x) = TY SYATXx�TYAx+TY y� y . �á«¨ ®¯¥à â®à A ¨¬¥¥â ®£à ­¨ç¥­­ë© ®¡à â­ë©, â®
¬®¦­® ¢ë¡à âì M = 1=kA

�1
k . �à¨ íâ®¬ ­¥â ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® TXx�x =2 N(A).

�®âï ¯®áâ®ï­­ ïM ¢ ­¥à ¢¥­áâ¢ å (9) ¨ (11) ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ § ¢¨á¨â ®â x ¨ x, ¯à ¢ë¥ ç áâ¨
íâ¨å ­¥à ¢¥­áâ¢ ¯®ª §ë¢ îâ, ª ª¨¥ ¢¥«¨ç¨­ë ®¯à¥¤¥«ïîâ ¡«¨§®áâì à¥è¥­¨© ãà ¢­¥­¨© (1) ¨
(2).

2. �á«®¢¨ï ®¡à â¨¬®áâ¨ ®¯¥à â®à®¢. �æ¥­ª  ­¥¢ï§ª¨

�áá«¥¤ã¥¬ ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå ¨§ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ à¥è¥­¨ï ®¤­®£® ¨§ ãà ¢­¥­¨© (1) ¨ (2)
á«¥¤ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâì à¥è¥­¨ï ¤àã£®£®. �à¨ ®æ¥­ª å á­¨§ã ­®à¬ í«¥¬¥­â®¢ ¡ã¤ãâ ç áâ® ¨á-
¯®«ì§®¢ âìáï ¤¢  ¯à®áâëå ­¥à ¢¥­áâ¢ : kxk � kyk � kx� yk ¨ kxk � kAxk=kAk (kAk 6= 0).

�¥®à¥¬  3. �ãáâì SXx 2 D(A) 8x 2 D(A), ®¯¥à â®àë SY ¨ TX ®£à ­¨ç¥­ë. �ãáâì ®¯¥à -

â®à A ¨¬¥¥â ®£à ­¨ç¥­­ë© «¥¢ë© ®¡à â­ë©, â. ¥.

9m0 > 0 j kAxk � m0kxk 8x 2 D(A); (12)

¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï

k(A� TYASX)xkY � m1kxk 8x 2 D(A); (13)

k(SY TY � I)ASXxkY � m2kxk 8x 2 D(A); (14)

¯à¨ç¥¬ ¯®áâ®ï­­ë¥ m1 ¨ m2 ­¥ § ¢¨áïâ ®â x. �á«¨

(m1kSY k+m2) kTXk < m0;

â® ®¯¥à â®à A ¨¬¥¥â ®£à ­¨ç¥­­ë© «¥¢ë© ®¡à â­ë©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì x 2 D(A). �æ¥­¨¬ kAxk
Y
� kTYASXxkY �k(A� TYASX)xkY ; §¤¥áì

kTYASXxkY �
1

kSY k
kSY TYASXxkY �

1
kSY k

(kASXxkY � k(SY TY � I)ASXxkY )

¨
kASXxkY � m0kSXxkX �

m0

kTXk
kTXSXxkX =

m0

kTXk
kxk:

�ª®­ç â¥«ì­® ¨¬¥¥¬

kAxk
Y
�

�
1

kSY k

�
m0

kTXk
�m2

�
�m1

�
kxk

X
= mkxk;

£¤¥

m =
m0 � (m1kSY k+m2) kTXk

kSY k kTXk
> 0: �
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� ¬¥ç ­¨¥. �á«¨ ®¡« áâì ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ®¯¥à â®à  B : X ! Y ­¥ á®¢¯ ¤ ¥â á X ¨«¨ ­¥
ï¢«ï¥âáï ¯«®â­ë¬ ¢ X ¬­®¦¥áâ¢®¬, â® ¨§ ­¥à ¢¥­áâ¢  kBxk � const kxk 8x 2 D(B) ­¥ á«¥¤ã¥â,
çâ® ­®à¬  ®¯¥à â®à  B ®£à ­¨ç¥­  (å®âï ¡ë ¯®â®¬ã, çâ® íâ  ­®à¬  ¬®¦¥â ¨ ­¥ ¡ëâì ®¯à¥¤¥«¥­ ).
�® íâ®© ¯à¨ç¨­¥ ãá«®¢¨ï (13) ¨ (14) â¥®à¥¬ë 3 áä®à¬ã«¨à®¢ ­ë ¨¬¥­­® ¢ â ª®© ä®à¬¥. �â®ïé¨¥
¢ ¨å «¥¢ëå ç áâïå ¢ëà ¦¥­¨ï á®¤¥à¦ âáï ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ­¥à ¢¥­áâ¢  (9).

�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 3 ¢ë¯®«­¥­ë ¨ ¨¬¥îâ á¬ëá« ­®à¬ë ®¯¥à â®à®¢ A�1 ¨
A
�1
, â®

kA
�1
k �

kSY k kTXk kA
�1k

1� (m1kSY k+m2) kTXk kA�1k
:

�¥®à¥¬  4. �ãáâì TXx 2 D(A) 8x 2 D(A), ®¯¥à â®àë SX ¨ TY ®£à ­¨ç¥­ë. �ãáâì ®¯¥à -

â®à A ¨¬¥¥â ®£à ­¨ç¥­­ë© «¥¢ë© ®¡à â­ë©, â. ¥.

9m0 > 0 j kAxk � m0kxk 8x 2 D(A);

¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ãá«®¢¨ï

k(A � SYATX)xkY � m1kxk 8x 2 D(A);

k(SXTX � I)xkX � m2kxk 8x 2 D(A);

¯à¨ç¥¬ ¯®áâ®ï­­ë¥ m1 ¨ m2 ­¥ § ¢¨áïâ ®â x. �á«¨

m1kSXk kTY k < m0(1�m2);

â® ®¯¥à â®à A ¨¬¥¥â ®£à ­¨ç¥­­ë© «¥¢ë© ®¡à â­ë©.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì x 2 D(A). �æ¥­¨¬ kAxkY � kSYATXxkY �k(A� SYATX)xkY ; §¤¥áì

kSYATXxkY �
1

kTY k
kATXxkY �

m0

kTY k
kTXxkX �

m0

kTY k kSXk
kSXTXxkX

¨ kSXTXxkX � kxk � k(I � SXTX)xkX . �ª®­ç â¥«ì­® ¯®«ãç¨¬

kAxkY �

�
m0

kTY k kSXk
(1�m2)�m1

�
kxk = mkxk;

£¤¥

m =
m0(1�m2)�m1kTY k kSXk

kTY k kSXk
> 0: �

�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 4 ¢ë¯®«­¥­ë ¨ ¨¬¥îâ á¬ëá« ­®à¬ë ®¯¥à â®à®¢ A�1 ¨
A
�1
, â®

kA�1k �
kTY k kSXk kA

�1
k

1�m2 �m1kTY k kSXk kA
�1
k
:

� ¬¥ç ­¨¥. �â¢¥à¦¤¥­¨ï â¥®à¥¬ 2 ¨ 4 ¬®¦­® ¡ë«® ¡ë ¯®«ãç¨âì ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥­¨© â¥®à¥¬ 1 ¨
3, ¥á«¨ ¯¥à¥áâ ¢¨âì ¬¥áâ ¬¨ â®ç­ë¥ ¨  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¨ ¨å í«¥¬¥­âë, â®ç­ë©
¨  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨© ®¯¥à â®à,   â ª¦¥ ®¯¥à â®àë  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¨ ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨. �¥ª®â®-
àë¥ ®â«¨ç¨ï ¢ ®æ¥­ª å ­®à¬ á¢ï§ ­ë á â¥¬, çâ® ®¯¥à â®àë  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¨ ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ­¥
ª®¬¬ãâ¨àãîâ.

� áá¬®âà¨¬ ¯à¨¡«¨¦¥­­ë© ¬¥â®¤ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï (1):
1) ¯® y 2 R(A) � Y ­ å®¤¨¬ y = TY y 2 Y ;
2) à¥è ï ãà ¢­¥­¨¥ (2), ­ å®¤¨¬ x 2 X ;
3) ¯® x ­ å®¤¨¬ ex = SXx 2 X.
�ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ex = SXx ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ ãà ¢­¥­¨ï (1).
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�à®¡«¥¬  á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¨§ y 2 R(A) ­¥ á«¥¤ã¥â y = TY y 2 R(A), â. ¥. ¨§
â®£®, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â à¥è¥­¨¥ â®ç­®£® ãà ¢­¥­¨ï á ¯à ¢®© ç áâìî y ­¥ á«¥¤ã¥â, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â
à¥è¥­¨¥  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥£® ãà ¢­¥­¨ï á ¯à ¢®© ç áâìî TY y.

�á«¨ ¦¥ ¯à®áâà ­áâ¢  X ¨ Y ª®­¥ç­®¬¥à­ë¥ ¨ ¨¬¥îâ ®¤­ã ¨ âã ¦¥ à §¬¥à­®áâì (á¬. ãá«®-
¢¨¥ A ([3], c. 8)), â® ¨§ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ à¥è¥­¨ï  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥£® ãà ¢­¥­¨ï (2) á«¥¤ã¥â ¥£®
áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥. �¬¥­­® â ª®© á«ãç © ­ ¨¡®«¥¥ ç áâ® ¢áâà¥ç ¥âáï ­  ¯à ªâ¨ª¥. � ¡¥áª®­¥ç­®-
¬¥à­®¬ á«ãç ¥  ­ «®£¨ç­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â ª¦¥ á¯à ¢¥¤«¨¢®, ¥á«¨ A | ®¯¥à â®à �à¥¤£®«ì¬ 
¨«¨ ®¯¥à â®à, ¤«ï ª®â®à®£® ¢ë¯®«­ï¥âáï å®âï ¡ë â®«ìª®  «ìâ¥à­ â¨¢  �à¥¤£®«ì¬ .

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ à¥ «ì­ëå ãá«®¢¨ïå ãà ¢­¥­¨¥ (2) ¡ã¤¥â à¥è âìáï ç¨á«¥­­®. �®£¤  ¢ ª ç¥áâ¢¥
x ¡ã¤¥â ­ ©¤¥­® ­¥ á ¬® à¥è¥­¨¥  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥£® ãà ¢­¥­¨ï,   â®«ìª® ¡«¨§ª¨© ª ­¥¬ã
í«¥¬¥­â ¯à®áâà ­áâ¢  X .

�æ¥­ª  ­¥¢ï§ª¨ ãà ¢­¥­¨ï (1) ­  ¯à¨¡«¨¦¥­­®¬ à¥è¥­¨¨ ¯®§¢®«ï¥â à áá¬ âà¨¢ âì  ¯¯à®ª-
á¨¬¨àãîé¥¥ ãà ¢­¥­¨¥ ª ª ­¥ª®àà¥ªâ­ãî § ¤ çã.

�¥¬¬  2. a) �á«¨ x 2 D(A), x = TXx 2 D(A), y = TY y ¨ ®¯¥à â®à SY ®£à ­¨ç¥­, â®

kAx� ykY � k(A� SYATX)xkY + kSY k kAx� yk
Y
+ k(SY TY � I)ykY ; (15)

¡) eá«¨ x 2 D(A), x = SXx 2 D(A), y = TY y ¨ ®¯¥à â®à TX ®£à ­¨ç¥­, â®

kAx� yk
Y
� k(A� TYASX)xkY + kTY k kA(SXTX � I)xkY + kTY k kAx � ykY :

�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ¨å ­¥à ¢¥­áâ¢ á¢®¤¨âáï ª ¯à®áâ®¬ã ¯à¥®¡à §®¢ ­¨î à §­®áâ¥© Ax � y ¨
Ax� y.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¤®áâ â®ç­® ¡«¨§ª¨ ®¯¥à â®àë A ¨ A ¨ ¯à®¥ªâ®à SY TY ¤®áâ â®ç­® ¡«¨§®ª
ª â®¦¤¥áâ¢¥­­®¬ã ®¯¥à â®àã (¢ á¬ëá«¥ § ¬¥ç ­¨ï 1 ª â¥®à¥¬¥ 1). � ¯¨è¥¬ ­¥à ¢¥­áâ¢® (15) ¯à¨
x = SXx. �®£¤  ­¥¢ï§ª  â®ç­®£® ãà ¢­¥­¨ï ¡ã¤¥â ¬ « , ¥á«¨ â®«ìª® ¬ «  ­¥¢ï§ª   ¯¯à®ªá¨¬¨-
àãîé¥£® ãà ¢­¥­¨ï. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¬®¦­® ¢ ª ç¥áâ¢¥ í«¥¬¥­â  x, ç¥à¥§ ª®â®àë© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ à¥è¥­¨¥ ex = SXx ãà ¢­¥­¨ï (1), ¢§ïâì ª¢ §¨à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (2). �à¨ íâ®¬ ¢
¯à ¢ëå ç áâïå ­¥à ¢¥­áâ¢ (9) ¨«¨ (11) â ª¦¥ ¡ã¤¥â ¯à¨áãâáâ¢®¢ âì ­¥¢ï§ª   ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥-
£® ãà ¢­¥­¨ï. �¥à ¢¥­áâ¢® (15) ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¨ ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  á ¬® ãà ¢­¥­¨¥ (1)
ï¢«ï¥âáï ­¥ª®àà¥ªâ­® ¯®áâ ¢«¥­­®© § ¤ ç¥©.

�à¨ ¤®áâ â®ç­® ¦¥áâª¨å ãá«®¢¨ïå ¨§ áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï à¥è¥­¨ï â®ç­®£® ãà ¢­¥­¨ï á«¥¤ã¥â
áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ à¥è¥­¨ï  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥£® ãà ¢­¥­¨ï.

�¥®à¥¬  5. �ãáâì D(A) = X, D(A) = X ¨ ®¯¥à â®à A ­¥¯à¥àë¢­® ®¡à â¨¬. �á«¨

kSYATX �Ak < 1=kA�1k; (16)

â® ®¯¥à â®à A â ª¦¥ ­¥¯à¥àë¢­® ®¡à â¨¬.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �§ (16) á«¥¤ã¥â, çâ® ®¯¥à â®à SYATX ­¥¯à¥àë¢­® ®¡à â¨¬ ([6], ¯. 12.5,
á. 142, á«¥¤áâ¢¨¥ ª â¥®à¥¬¥).

�ãáâì y 2 Y . � ª ª ª R(TY ) = Y , â® 9y 2 Y j TY y = y. �®áª®«ìªã R(SYATX) = Y , â®
9x 2 X j SYATXx = y ¨«¨ Ax = y, £¤¥ x = TXx. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, R(A) = Y .

�ãáâì x 2 X . � ª ª ª R(TX) = X , â® 9x 2 X j TXx = x, ¯à¨ç¥¬ x 2 D(A) = X ¨
kxk � kTXk kxk. �®£¤ 

kAxk
Y
�

1
kSY k

kSYATXxkY �
1

kSY k
(kAxkY � k(SYATX �A)xkY ) �

�
1

kSY k

�
1

kA�1k
� kSYATX �Ak

�
kxk � m kxk;

£¤¥

m =
�

1
kA�1k

� kSYATX �Ak

�
1

kSY k kTXk
> 0: �
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� ¬¥ç ­¨¥ 1. �§ R(SYATX) = Y á«¥¤ã¥â, çâ® R(SY ) = Y . �®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢§ ¨¬­®®¤­®-
§­ ç­®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¬¥¦¤ã í«¥¬¥­â ¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ Y ¨ Y , ¨ í«¥¬¥­âë Y ã¦¥ ä ªâ¨ç¥áª¨ ­¥
 ¯¯à®ªá¨¬¨àãîâ í«¥¬¥­âë Y .

� ¬¥ç ­¨¥ 2. �â¢¥à¦¤¥­¨¥ ® â®¬, çâ® ¨§ à §à¥è¨¬®áâ¨  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥£® ãà ¢­¥­¨ï
¯à¨ «î¡®© ¯à ¢®© ç áâ¨ á«¥¤ã¥â à §à¥è¨¬®áâì â®ç­®£® ãà ¢­¥­¨ï ¯à¨ «î¡®© ¯à ¢®© ç áâ¨,
â ª¦¥ ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬, ¯®ª  ¯à®áâà ­áâ¢® Y íª¢¨¢ «¥­â­® ­¥ ¢á¥¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ã
Y ,   â®«ìª® ¥£® ç áâ¨ eY .

3. �å®¤¨¬®áâì ¯à¨¡«¨¦¥­­®© áå¥¬ë

�â®¡ë ¨áá«¥¤®¢ âì áå®¤¨¬®áâì ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® ¬¥â®¤  ¨ ®æ¥­¨âì áª®à®áâì áå®¤¨¬®áâ¨, ¯®-
áâà®¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¯à¨¡«¨¦¥­­ëå à¥è¥­¨© ®¯¥à â®à­®£® ãà ¢­¥­¨ï.

�ãáâì § ¤ ­ë ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å ¯à®áâà ­áâ¢ X
(n)
, Y

(n)
, ®¯¥à â®à®¢

A
(n)

: X
(n)

! Y
(n)
,  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å ãà ¢­¥­¨©

A
(n)
x(n) = y(n); x(n) 2 X

(n)
; y(n) 2 Y

(n)
; (17)

®¯¥à â®à®¢  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ S(n)
X
, S(n)

Y
¨ ®¯¥à â®à®¢ ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ T (n)

X
, T (n)

Y
. �«¥¤ãï ([6], £«. VII),

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ãà ¢­¥­¨© (17) ­ §®¢¥¬ ¯à¨¡«¨¦¥­­®© áå¥¬®©.
�§ â¥®à¥¬ë 3 ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â

�¥®à¥¬  6. �ãáâì S
(n)
X
x(n) 2 D(A) 8x(n) 2 D(A

(n)
), 8n � n0, ®¯¥à â®àë S

(n)
Y

¨ T
(n)
X

®£à ­¨-

ç¥­ë ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨. �ãáâì ®¯¥à â®à A ¨¬¥¥â ®£à ­¨ç¥­­ë© «¥¢ë© ®¡à â­ë©, â. ¥. ¢ë¯®«­ï-

¥âáï ãá«®¢¨¥ (12), ¨

k(A
(n)
� T

(n)
Y
AS

(n)
X
)x(n)k

Y
(n) � m

(n)
1 kx(n)k 8x(n) 2 D(A

(n)
);

k(S(n)
Y
T
(n)
Y

� I)AS(n)
X
x(n)kY � m

(n)
2 kx(n)k 8x(n) 2 D(A

(n)
):

�á«¨

(m(n)
1 kS

(n)
Y
k+m

(n)
2 ) kT (n)

X
k < m0; n � n0; (18)

â® 8n � n0 ®¯¥à â®àë A
(n)

¨¬¥îâ ®£à ­¨ç¥­­ë¥ «¥¢ë¥ ®¡à â­ë¥.

� ¬¥ç ­¨¥. �á«¨ limn!1m
(n)
1 = 0, limn!1m

(n)
2 = 0, â® ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ (18).

�®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ®¯¥à â®à®¢ A
(n)

­ §ë¢ ¥âáï ãáâ®©ç¨¢®©, ¥á«¨ 9m > 0 j 8n � n0

kA
(n)
x(n)k � mkx(n)k 8x(n) 2 D(A

(n)
). �§ ãá«®¢¨ï ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ á«¥¤ã¥â, çâ®, ­ ç¨­ ï á ­¥ª®â®-

à®£® ­®¬¥à  n0, ®¯¥à â®àë A
(n)

¨¬¥îâ ®£à ­¨ç¥­­ë¥ «¥¢ë¥ ®¡à â­ë¥. �®£¤  ¯à¨ n � n0 «î¡®¥
 ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¬®¦¥â ¨¬¥âì â®«ìª® ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥.

�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 6 ¨, ªà®¬¥ â®£®,

9" > 0 j (m(n)
1 kS

(n)
Y k+m

(n)
2 ) kT (n)

X k � m0 � " 8n � n0

¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ kS(n)
Y
k, kT (n)

X
k ®£à ­¨ç¥­ë á­¨§ã, â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ®¯¥à â®à®¢ A

(n)

ãáâ®©ç¨¢ .

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ «¥¢ëå ®¡à â­ëå ®¯¥à â®à®¢ ª ®¯¥à â®à ¬ A
(n)

®á­®¢ ­® (á¬. ¤®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë 3) ­  ­¥à ¢¥­áâ¢ å kA
(n)
x(n)k

Y
(n) � m(n)kx(n)k 8x(n) 2

D(A
(n)
), £¤¥ m(n) = m0�(m

(n)
1 kS

(n)

Y
k+m

(n)
2 ) kT

(n)

X
k

kS
(n)

Y
k kT

(n)

X
k

. �ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ m = infm(n) > 0 ®¡¥á¯¥ç¨¢ îâ
¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¥ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï.
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�¥à¥­®á ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï â¥®à¥¬ë 4 ­  à áá¬ âà¨¢ ¥¬ë© á«ãç © ­¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ®á®¡®£® ¨­â¥-
à¥á : ¥á«¨ å®âï ¡ë ¯à¨ ®¤­®¬ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ n ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 4 ¢ë¯®«­¥­ë, â® ®¯¥à â®à A
¨¬¥¥â ®£à ­¨ç¥­­ë© «¥¢ë© ®¡à â­ë©.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì í«¥¬¥­â®¢ x(n) 2 X
(n)

S-áå®¤¨âáï ª í«¥¬¥­âã x 2
X, ¥á«¨

lim
n!1

kx� S
(n)
X x(n)kX = 0;

¨«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì x(n) T -áå®¤¨âáï ª x, ¥á«¨

lim
n!1

kT (n)
X
x� x(n)k

X
(n) = 0:

�­ «®£¨ç­® ¢¢®¤ïâáï ¯®­ïâ¨ï S- ¨ T -áå®¤¨¬®áâ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© í«¥¬¥­â®¢ y(n) 2 Y
(n)

ª
í«¥¬¥­âã y 2 Y . �â¬¥â¨¬, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ x(n) ¨ y(n) á®áâ ¢«¥­ë ¨§ í«¥¬¥­â®¢, ¯à¨­ ¤-
«¥¦ é¨å à §«¨ç­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬.

�¥¬¬  3. a) �á«¨ ®¯¥à â®àë T
(n)
X ®£à ­¨ç¥­ë ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨, â® ¨§ S-áå®¤¨¬®áâ¨ ¯®á«¥-

¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ x(n) ª x á«¥¤ã¥â ¥¥ T -áå®¤¨¬®áâì ª x;
¡) eá«¨ ®¯¥à â®àë S

(n)
X

®£à ­¨ç¥­ë ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨ ¨

lim
n!1

kS(n)
x
T (n)
X
x� xk = 0; (19)

â® ¨§ T -áå®¤¨¬®áâ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ x(n) ª x á«¥¤ã¥â ¥¥ S-áå®¤¨¬®áâì ª x. �­ «®£¨ç­ë¥
ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ¤«ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ y(n).

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç­® ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ­¥à ¢¥­áâ¢ ¬¨ (5){(8). �á«®¢¨¥ (19) ¢ë¯®«-
­ï¥âáï, ¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ®¯¥à â®à®¢ S(n)

X
T
(n)
X

á¨«ì­® áå®¤¨âáï ª â®¦¤¥áâ¢¥­­®¬ã ®¯¥à -
â®àã.

� ¬¥ç ­¨¥. �á«¨ ®¤­®¢à¥¬¥­­® ®£à ­¨ç¥­ë ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨ ®¯¥à â®àë T
(n)
X

¨ S(n)
X

¨ ¢ë¯®«-
­¥­® ãá«®¢¨¥ (19) à ¢­®¬¥à­® ®â­®á¨â¥«ì­® x 2 X, â® ¬®¦­® £®¢®à¨âì ¯à®áâ® ® áå®¤¨¬®áâ¨
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ x(n) ª x, ¯®¤à §ã¬¥¢ ï ¯®¤ íâ¨¬ ª ª T -áå®¤¨¬®áâì, â ª ¨ S-áå®¤¨¬®áâì.
�£à ­¨ç¥­­®áâì ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨ ®¯¥à â®à®¢ T (n)

X
á«¥¤ã¥â ¨§ ãá«®¢¨ï á®£« á®¢ ­¨ï ­®à¬ [6].

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ®¯¥à â®à®¢ A
(n)

á¨«ì­® ST -áå®¤¨âáï ª ®¯¥à â®àã
A, ¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ®¯¥à â®à®¢ S(n)

Y A
(n)
T
(n)
X á¨«ì­® áå®¤¨âáï ª ®¯¥à â®àã A, â. ¥. ¥á«¨

lim
n!1

k(A � S(n)
Y
A

(n)
T (n)
X

)xkY = 0 8x 2 D(A): (20)

�­ «®£¨ç­®, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì A
(n)

á¨«ì­® TS-áå®¤¨âáï ª ®¯¥à â®àã A, ¥á«¨

lim
n!1

k(A
(n)
� T

(n)
Y
AS

(n)
X
)x(n)k

Y
(n) = 0 8x(n) 2 D(A

(n)
): (21)

�á«¨ ¢ «î¡®¬ ¨§ ¤¢ãå à áá¬®âà¥­­ëå á«ãç ¥¢ áâà¥¬«¥­¨¥ ª ¯à¥¤¥«ã à ¢­®¬¥à­® (áª®à®áâì
áå®¤¨¬®áâ¨ ­¥ § ¢¨á¨â ®â x ¢ (20) ¨«¨ ®â ¢ë¡®à  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ x(n) ¢ (21)), â® ¡ã¤¥¬
£®¢®à¨âì ® à ¢­®¬¥à­®© ST - ¨«¨ TS-áå®¤¨¬®áâ¨.

�¯à¨®à­ë¥ ®æ¥­ª¨ ¯®£à¥è­®áâ¨ ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® à¥è¥­¨ï, ¯®«ãç¥­­ë¥ ¢ â¥®à¥¬ å 1 ¨ 2, ¯®-
§¢®«ïîâ ¯®«ãç¨âì ãá«®¢¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå ¨§ áå®¤¨¬®áâ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¯à ¢ëå ç áâ¥©  ¯-
¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å ãà ¢­¥­¨© ª ¯à ¢®© ç áâ¨ â®ç­®£® ãà ¢­¥­¨ï á«¥¤ã¥â áå®¤¨¬®áâì ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì­®áâ¨ à¥è¥­¨©  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å ãà ¢­¥­¨© ª â®ç­®¬ã à¥è¥­¨î.

�¥®à¥¬  7. �ãáâì x 2 D(A), x(n) 2 D(A
(n)
) ¨ y = Ax, y(n) = A

(n)
x(n), ¯à¨ç¥¬ S

(n)
X
x(n) 2

D(A) 8n. �á«¨

1) ®¯¥à â®à A ¨¬¥¥â ®£à ­¨ç¥­­ë© «¥¢ë© ®¡à â­ë©;
2) å®âï ¡ë ­ ç¨­ ï á ­¥ª®â®à®£® ­®¬¥à , à¥è¥­¨ï x(n)  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨å ãà ¢­¥­¨© ¥¤¨­-

áâ¢¥­­ë;
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3) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì y(n) T -áå®¤¨âáï ª y;

4) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì A
(n)

á¨«ì­® TS-áå®¤¨âáï ª A;
5) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì S

(n)
Y
T
(n)
Y

à ¢­®¬¥à­® áå®¤¨âáï ª IY ;
6) ®¯¥à â®àë S

(n)
Y ®£à ­¨ç¥­ë ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨,

â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì x(n) S-áå®¤¨âáï ª x.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¯¨è¥¬ ­¥à ¢¥­áâ¢® (9) ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ n (¬®¦¥â ¡ëâì, ­ ç¨­ ï á
­¥ª®â®à®£® ­®¬¥à )

kx� S
(n)
X x(n)kX �

1
m0

fkS
(n)
Y k kT

(n)
Y y � y(n)k

Y
(n) +

+ kS
(n)
Y
k k(A

(n)
� T

(n)
Y
AS

(n)
X
)x(n)k

Y
(n) + k(S(n)

Y
T
(n)
Y

� I)A(x� S
(n)
X
x(n))kY g

¨ ¯¥à¥©¤¥¬ ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ n!1 (§¤¥áì m0 | ¯®áâ®ï­­ ï ¨§ ­¥à ¢¥­áâ¢  (12)).

� ¬¥ç ­¨¥. �ë«® ¡ë ¤®áâ â®ç­® ¢¬¥áâ® 4) ¨ 5) ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® â®«ìª® ¯à¨ à áá¬ âà¨-
¢ ¥¬ëå x ¨ x(n)

lim
n!1

k(A
(n)
� T

(n)
Y AS

(n)
X )x(n)k

Y
(n) = 0;

lim
n!1

k(S(n)
Y
T
(n)
Y

� I)A(x� S
(n)
X
x(n))kY = 0:

�á«¨ ¤®¯ãáâ¨âì, çâ®  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¨¥ ãà ¢­¥­¨ï à §à¥è¨¬ë, ­® ­¥ ®¤­®§­ ç­®, ¢®§¬®¦­ 
á¨âã æ¨ï, ª®£¤  ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢® (9).

�¥®à¥¬  8. �ãáâì x 2 D(A), x(n) 2 D(A
(n)
) ¨ y = Ax, Y

(n)
= A

(n)
x(n), ¯à¨ç¥¬ T

(n)
X x 2

D(A
(n)
) 8n. �á«¨

1) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ®¯¥à â®à®¢ A
(n)

ãáâ®©ç¨¢ ;
2) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì y(n) T -áå®¤¨âáï ª y;

3) ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì A
(n)

á¨«ì­® TS-áå®¤¨âáï ª A;
4) ®¯¥à â®àë T

(n)
Y ®£à ­¨ç¥­ë ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨,

â® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì x(n) T -áå®¤¨âáï ª x.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¯¨è¥¬ ­¥à ¢¥­áâ¢® (11) ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì­®¬ n (¬®¦¥â ¡ëâì, ­ ç¨­ ï á
­¥ª®â®à®£® ­®¬¥à )

kT
(n)
X
x� x(n)k

X
(n) �M (n)fky(n) � T

(n)
Y
yk

Y
(n) + kT

(n)
Y
k k(A � S

(n)
Y
A

(n)
T
(n)
X

)xkY g

¨ ¯¥à¥©¤¥¬ ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ n!1. �§ ãá«®¢¨ï ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ á«¥¤ã¥â, çâ®

sup
n

M (n) = sup
n

sup
kT

(n)
X x� x(n)k

X
(n)

kA
(n)
(T (n)
X
x� x(n))k

Y
(n)

= m:

�¬¥áâ® 3) ¤®áâ â®ç­® ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® ¯à¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ x 2 X

lim
n!1

k(A� S
(n)
Y
A

(n)
T
(n)
X

)xk = 0:

�®«ãç¥­­ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ãâ®ç­ïîâ ¨ ¤®¯®«­ïîâ ¨§¢¥áâ­ë¥ à¥§ã«ìâ âë. �®à¬ã«¨à®¢ª¨
«¥¬¬ 1 ¨ 3 ç áâ¨ç­® á®¢¯ ¤ îâ á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬¨ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï¬¨ ¨§ ([6], £«. VII). �¥®à¥-
¬ë 1 ¨ 3 ï¢«ïîâáï  ­ «®£ ¬¨ â¥®à¥¬ 6 ¨ 1 ¨§ ([3], £«. 1). �á«®¢¨ï áå®¤¨¬®áâ¨ ¯à¨¡«¨¦¥­­®£®
¬¥â®¤  â ª¦¥ ¡«¨§ª¨ ª ¯®«ãç¥­­ë¬ ¢ â¥®à¨¨  ¡áâà ªâ­ëå ¯à¨¡«¨¦¥­­ëå áå¥¬.
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