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СТРУКТУРА ДЕНДРИТОВ, ДОПУСКАЮЩИХ СУЩЕСТВОВАНИЕ
ДУГОВОЙ ПОДКОВЫ

Аннотация. Дендрит X допускает существование дуговой подковы, если для любого непре-
рывного отображения f из X в X , имеющего подкову (A, B), найдется натуральное число n
такое, что n-я итерация отображения f имеет дуговую подкову. В работе изучается структура
таких дендритов.
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1. Введение

Пусть X — континуум (компактное связное метрическое пространство), f : X → X
— непрерывное отображение. Будем говорить, что f имеет подкову, если существуют
непересекающиеся подконтинуумы A,B ⊂ X такие, что

f(A) ∩ f(B) ⊃ A ∪ B. (1)

Подкову отображения f будем обозначать через (A,B).
Хорошо известно (например, [1]), что если некоторая итерация отображения f имеет

подкову, то топологическая энтропия отображения f положительная.
Пусть X — одномерный континуум. Будем говорить, что отображение f : X → X имеет

◦ линейную подкову, если f имеет подкову (A,B), где A,B — дуги, т. е. A и B го-
меоморфны замкнутому промежутку на прямой;

◦ дуговую подкову, если f имеет линейную подкову (A,B) и A,B лежат на одной
дуге.

В [2] показано, что для непрерывного отображения f , заданного на графе (одномерном
компактном связном многограннике), положительность топологической энтропии f экви-
валентна существованию дуговой подковы для некоторой итерации f . В [3], [4] построены
примеры непрерывных отображений на дендритах с положительной топологической эн-
тропией, у которых есть подкова, но никакая итерация заданного отображения не имеет
линейной подковы и тем более дуговой подковы.
В данной работе выделен класс дендритов, допускающих существование дуговой подко-

вы. Будем говорить, что дендрит X допускает существование дуговой подковы, если для
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любого непрерывного отображения f : X → X, имеющего подкову, существует натураль-
ное число s ≥ 1 такое, что f s имеет дуговую подкову.
Основным результатом работы является

Теорема 1. Пусть X — дендрит со счетным множеством концевых точек. Тогда X
допускает существование дуговой подковы.

Несчетность множества концевых точек дендрита X характеризуется наличием подкон-
тинуума, гомеоморфного дендриту G, у которого множество концевых точек E(G) есть кан-
торово множество, принадлежащее отрезку [0, 1], а каждая точка ветвления имеет порядок
3 (определение порядка точки см. в разделе 2; построение дендрита G описано, например,
в [5]). Справедлива

Лемма 1 ([6]). Пусть X — дендрит. Тогда множество концевых точек E(X) несчетно
тогда и только тогда, когда X содержит дендрит, гомеоморфный дендриту G.

Из теоремы 1 и леммы 1 вытекает

Следствие. Пусть дендрит X не содержит подконтинуум, гомеоморфный дендриту G.
Тогда X допускает существование дуговой подковы.

Теорема 1 позволяет выдвинуть гипотезу, которая является обобщением результата
Дж.Либре и М.Мисиюревича, доказанного для непрерывных отображений на графах [2].

Гипотеза. Пусть f : X → X — непрерывное отображение дендрита X, у которого мно-
жество концевых точек счетно. Тогда положительность топологической энтропии эк-
вивалентна существованию дуговой подковы для некоторой итерации f .

Возникший интерес к изучению динамических систем на дендритах связан, например, с
тем, что дендриты появляются как множества Жюлиа в комплексных динамических си-
стемах ([7], § 2), как ω-предельные множества некоторых динамических систем (например,
[8], [9]). С другой стороны, дендриты являются примерами континуумов Пеано со сложной
топологической структурой ([10], гл. 10).

2. Предварительные сведения

Начнем с необходимых определений и обозначений.

Определение 1. Дендритом называется локально связный континуум, не содержащий
подмножеств, гомеоморфных окружности.

Из определения дендрита следует, что он является одномерным континуумом.
В работе будем использовать определение порядка точки в смысле Менгера–Урысона

(например, [11], § 51).

Определение 2. Пусть X — дендрит, а n — кардинальное число ≤ c или порядковое
число ω множества всех неотрицательных целых чисел в их естественном порядке. Будем
говорить, что порядок точки x ∈ X не превосходит n (ord x ≤ n), если для любого ε > 0
существует 0 < δ < ε такое, что Card(∂Uδ(x)) ≤ n, где ∂Uδ(x) — граница δ-окрестности
точки x, Card(·) — мощность множества (·). Равенство ordx = n означает, что ordx ≤ n и
соотношение ordx ≤ m не имеет места ни при каком m < n.

Точка, порядок которой больше двух, называется точкой ветвления. Точка, порядок ко-
торой равен единице, называется концевой точкой. Множество концевых точек дендрита X
будем обозначать через E(X).
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Определение 3. Дендрит с конечным множеством концевых точек называется конечным
деревом.

Отметим некоторые свойства дендритов.

Лемма 2 ([11], § 51). Пусть X — дендрит. Тогда
1) любые две точки x, y ∈ X, x 
= y, можно соединить единственной дугой, имеющей
в качестве концов точки x и y;

2) X имеет не более чем счетное множество точек ветвления;
3) любая точка x ∈ X имеет порядок ord x ≤ ω;
4) если число компонент связности множества X \ {x} конечно, то оно совпадает с

ordx;
5) всякий подконтинуум дендрита — дендрит.

Для доказательства теоремы 1 потребуются следующие вспомогательные утверждения и
обозначения.

Теорема 2 ([11], § 9). Всякое множество является объединением двух непересекающихся
множеств, одно из которых — совершенное, а другое — разреженное (одно из них может
быть пустым).

Лемма 3 ([12]). Пусть X — дендрит, континуум Y ⊂ X. Тогда CardE(Y ) ≤ Card E(X).

Пусть E(X) — множество концевых точек дендрита X. Обозначим через E(1)(X) произ-
водную множества E(X) (напомним, что производным множеством называется множество
всех предельных точек множества E(X)).

Лемма 4 ([13]). Пусть f : X → X — непрерывное отображение дендрита X, и f име-
ет подкову (A,B). Тогда если хотя бы одно из множеств A или B имеет не более чем
счетную производную множества концевых точек, то существует натуральное число n
такое, что fn имеет линейную подкову.

Лемма 5 ([3]). Пусть f : X → X — непрерывное отображение дендрита X, и f имеет
линейную подкову (A,B). Тогда существует натуральное число k ≥ 1 такое, что fk имеет
дуговую подкову.

Из лемм 4 и 5 следует: если непрерывное отображение f : X → X дендрита X имеет
подкову (A,B), где хотя бы одно из множеств A или B имеет не более чем счетную произ-
водную множества концевых точек, то существует натуральное число s такое, что f s имеет
дуговую подкову. Поэтому для доказательства теоремы 1 необходимо рассмотреть случай,
когда непрерывное отображение f : X → X, заданное на дендрите X, имеет подкову (A,B)
такую, что

A,B ∈ H = {X — дендрит : Card E(X) = ℵ0, CardE(1)(X) = c},
где ℵ0 — мощность множества натуральных чисел, c — мощность континуума.

3. Структура дендритов класса H

Пусть A — непустое подмножество дендрита X. Если A — связное подмножество, то
через [A] обозначим замыкание множества A. Если A не связно, то любые две точки из
различных компонент связности множества A соединим дугой. Замыкание полученного
связного множества обозначим через [A]. В силу свойства 5) леммы 2 [A] — дендрит в X.
Заметим, что наименьшее замкнутое связное множество, содержащее A, совпадает с [A].
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Из определения континуума [A] следует, что множество его концевых точек принадлежит
замыканию множества A, т. е.

E([A]) ⊆ A. (2)

Лемма 6. Пусть X — дендрит, у которого CardE(X) ≤ ℵ0, континуум Y = [E(1)(X)].
Тогда Y ⊂ X.

Доказательство. Утверждение леммы 6 очевидно, если CardE(X) < ℵ0. В этом случае
Y = ∅.
Рассмотрим случай, когда CardE(X) = ℵ0. Тогда Y 
= ∅. Из построения континуума Y

следует Y ⊆ X. Предположим, что X = Y . Тогда E(X) = E(Y ). Применяя включение (2),
получим

E(X) = E(Y ) ⊆ E(1)(X) = E(1)(X).
Отсюда следует, что множество E(X) плотно в себе. Поскольку плотное в себе множество
не является разреженным, то из теоремы 2 следует, что плотное в себе множество E(X) со-
держит непустое совершенное подмножество. Поскольку всякое непустое совершенное мно-
жество евклидова пространства имеет мощность континуума, то Card E(X) = c. Последнее
противоречит условию леммы. Поэтому Y ⊂ X. �
Отметим, что утверждение леммы 6 неверно, если X — дендрит с несчетным множеством

концевых точек. В частности, для дендрита G, упомянутого во введении, [E(1)(G)] = G.
Пусть дендрит X ∈ H. Положим
(i) X0 = X,
(ii) Xα = [E(1)(Xα−1)] для каждого непредельного порядкового числа α ≥ 1,
(iii) Xλ =

⋂
α<λ

Xα, если λ — предельное порядковое число.

Так как X ∈ H, то CardE(X) = ℵ0. Поэтому в силу леммы 3 CardE(Xα) ≤ ℵ0 для
любого порядкового числа α ≥ 1. Согласно лемме 6 Xα ⊂ Xα−1 для каждого непредель-
ного порядкового числа α ≥ 1. Отсюда получаем, что условия (i)–(iii) определяют строго
убывающую последовательность континуумов

X = X0 ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xγ ⊃ · · · . (3)

В силу теоремы Бэра–Хаусдорфа ([14], § 7) существует порядковое число β < ω1 такое,
что Xβ = Xβ+1 = · · · (ω1 — первое несчетное порядковое число). Из утверждения леммы 6
следует Xβ = ∅. Заметим, что β не может быть предельным числом, так как в силу теоремы
Кантора ([14], § 9)

⋂
α<β

Xα 
= ∅. Поэтому Xβ = [E(1)(Xβ−1)]. Так как Xβ=∅, то E(1)(Xβ−1)=∅.

Отсюда следует, что множество концевых точек E(Xβ−1) конечно или пусто. Значит, Xβ−1

— конечное дерево или дуга (возможно вырожденная). Таким образом, справедлива

Лемма 7. Пусть дендрит X ∈ H и определена последовательность континуумов (3), для
которых выполнены условия (i)–(iii). Тогда существует порядковое число γ < ω1 такое,
что Xγ /∈ H.

Определение 4. Пусть для дендрита X ∈ H определена последовательность континуумов
(3), удовлетворяющих условиям (i)–(iii), а β — наименьшее порядковое число, для которого
Xβ = ∅. Число β − 1 назовем рангом дендрита X и обозначим через rang(X).
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В силу сказанного выше число β не может быть предельным порядковым числом. Сле-
довательно, rang(X) определен корректно.
Убедимся, что справедлива

Лемма 8. Для любого порядкового числа α, 1 ≤ α < ω1, существует дендрит Zα ∈ H
такой, что rang(Zα) = α.

Доказательство. Для α = 1 приведем пример, построенный в работе ([11], § 49). Положим

Z1 = [0, 1] ∪
∞⋃

n=1

2n−1⋃
k=1

[
2k − 1

2n
,
2k − 1

2n
+

1
2n+1

i
]

,

где i — мнимая единица. Здесь последовательность (3) для дендрита Z1 имеет вид

Z1 ⊃ [0, 1] ⊃ ∅ = · · · .

Поэтому rang(Z1) = 1. Отрезок [0, 1] назовем основанием дендрита Z1.
Определим дендрит Z2 следующим образом: возьмем Z1 и для каждого n ≥ 1 и любого

k ≥ 1 на отрезок [
2k − 1

2n
,
2k − 1

2n
+

1
2n+1

i
]
⊂ Z1

“посадим” дендрит, полученный из Z1 сжатием в 2n+1 раз, таким образом, чтобы основание
сжатого дендрита легло на указанный отрезок (см. рис.). Тогда последовательность (3) для
дендрита Z2 примет вид

Z2 ⊃ Z1 ⊃ [0, 1] ⊃ ∅ = · · · .

Рис. Дендрит Z [2]

Поэтому rang(Z2) = 2. Отметим, что Card E(Z2) = ℵ0, E(1)(Z2) = Z1. Следовательно,
Z2 ∈ H. Отрезок [0, 1] назовем основанием дендрита Z2.
Предположим, что для любого порядкового числа α построен дендрит Zα, у которого

rang(Zα) = α, а последовательность (3) имеет вид

Zα ⊃ Zα−1 ⊃ · · · ⊃ Z2 ⊃ Z1 ⊃ [0, 1] ⊃ ∅ = · · · .

Отрезок [0, 1] назовем основанием дендрита Zα.
Опишем построение дендрита Zα+1. Возьмем Z1 и для каждого n ≥ 1 и любого k ≥ 1

на отрезок
[

2k−1
2n , 2k−1

2n + 1
2n+1 i

]
⊂ Z1 “посадим” дендрит, полученный из Zα сжатием в 2n+1

раз, таким образом, чтобы основание сжатого дендрита легло на указанный отрезок. Тогда
последовательность (3) для дендрита Zα+1 имеет вид

Zα+1 ⊃ Zα ⊃ · · · ⊃ Z2 ⊃ Z1 ⊃ [0, 1] ⊃ ∅ = · · · .
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Следовательно, rang(Zα+1) = α + 1. Отметим, что Zα+1 ∈ H.
Опишем построение дендрита Zβ, когда β — предельное порядковое число. Существу-

ет возрастающая последовательность порядковых чисел α1, α2, . . . , αn, . . . , меньших чем β,
такая, что lim

n→∞
αn = β. Определим вспомогательный дендрит Y β следующим образом: для

каждого натурального числа n ≥ 1 на отрезок
[

1
2n , 1

2n−1

]
⊂ [0, 1] “посадим” дендрит, по-

лученный из дендрита Zαn сжатием в 2n раз, таким образом, чтобы основание сжатого
дендрита совпало с отрезком

[
1
2n , 1

2n−1

]
. Очевидно, rang(Y β) = β. Заметим, что в после-

довательности (3) для дендрита Y β континуум Xβ = {0}. Для построения дендрита, ранг
которого равен β + 1, нужен дендрит Zβ, у которого rang(Zβ) = β, а континуум Xβ = [0, 1]
в последовательности (3).
Перейдем к построению дендрита Zβ. Возьмем Z1 и для каждого n ≥ 1 и любого k ≥ 1 на

отрезок
[
2k−1
2n , 2k−1

2n + 1
2n+1 i

]
⊂ Z1 “посадим” дендрит, полученный из дендрита Y β сжатием

в 2n+1 раз, таким образом, чтобы основание сжатого дендрита легло на указанный отрезок.
Тогда rang(Zβ) = β, а в последовательности (3) для дендрита Zβ континуум Xβ = [0, 1].
Отметим, что Zβ ∈ H. �

4. Доказательство теоремы 1

Начнем с доказательства вспомогательных утверждений.

Лемма 9. Пусть f : X → X — непрерывное отображение дендрита X и f имеет подкову
(A0, A1) такую, что подконтинуумы A0, A1 ∈ H. Тогда для любого натурального числа
n ≥ 2 существуют подконтинуумы Ai1...in , где i1, . . . , in ∈ {0, 1}, удовлетворяющие следу-
ющим условиям:

1) Ai1...in ⊆ Ai1...in−1 , f(Ai1i2...in) ⊇ Ai2...in ;
2) отображение fn имеет подковы (Ai1i2...in , A1−i1).

Если дополнительно для любого натурального числа n ≥ 2 и любых чисел i1, . . . , in ∈ {0, 1}
континуум Ai1...in ∈ H, то

3) f имеет подкову (C,D) такую, что C ⊆ [E(1)(A0)], D ⊆ [E(1)(A1)].

Доказательство 1) проведем методом математической индукции.
Шаг n = 2. Выберем произвольным образом и зафиксируем числа i1, i2 ∈ {0, 1}. Так

как дендрит Ai2 ∈ H, то CardE(Ai2) = ℵ0. Обозначим точки множества E(Ai2) через
e
(1)
i2

, . . . , e
(j)
i2

, . . . . В силу (1) f(Ai1) ⊃ Ai2 . Поэтому для каждой точки e
(j)
i2

∈ E(Ai2) найдется
точка e

(j)
i1i2

∈ Ai1 такая, что f(e(j)
i1i2

) = e
(j)
i2
, где j ≥ 1. Положим Ai1i2 = [{e(j)

i1i2
}j≥1]. Тогда

Ai1i2 ⊆ Ai1 и f(Ai1i2) ⊇ Ai2 .

Таким образом, для n = 2 утверждение доказано. Отметим, что в силу леммы 3
CardE(Ai1i2) ≤ ℵ0.
После проведения n−1шагов для каждого 2 ≤ k ≤ n−1 будут построены подконтинуумы

Ai1...ikik+1
такие, что

Ai1...ikik+1
⊆ Ai1...ik , f(Ai1...ikik+1

) ⊇ Ai2...ikik+1
, где i1, . . . , ik+1 ∈ {0, 1}. (4)

Шаг n. Выберем произвольным образом и зафиксируем числа i1, . . . , in+1 ∈ {0, 1}. Обо-
значим концевые точки континуума Ai2...inin+1 через e

(j)
i2...in+1

, где 1 ≤ j ≤ N , если
CardE(Ai2...in+1) = N , либо 1 ≤ j < +∞, если Card E(Ai2...in+1) = ℵ0. Из (4) следует

f(Ai1i2...in) ⊇ Ai2...in ⊇ Ai2...inin+1 .
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Поэтому для каждой точки e
(j)
i2...inin+1

∈ Ai2...inin+1 , j ≥ 1, существует точка e
(j)
i1i2...inin+1

∈
Ai1i2...in такая, что f(e(j)

i1i2...inin+1
) = e

(j)
i2...inin+1

. Положим Ai1i2...inin+1 = [{e(j)
i1...in+1

}j≥1]. Тогда

Ai1i2...inin+1 ⊆ Ai1i2...in и f(Ai1i2...inin+1) ⊇ Ai2...inin+1 . (5)

Таким образом, утверждение 1) доказано.
2) Выберем произвольным образом и зафиксируем натуральное число n ≥ 2 и числа

i1, . . . , in ∈ {0, 1}. Применяя (5) и (1), получим
fn(Ai1...in) ⊇ fn−1(Ai2...in) ⊇ · · · ⊇ f(Ain) ⊃ Ai1 ∪ A1−i1 ⊇ Ai1...in ∪ A1−i1 ,

fn(A1−i1) ⊃ fn−1(Ai1 ∪ A1−i1) ⊃ fn−1(A1−i1) ⊃ · · · ⊃ f(A1−i1) ⊃
⊃ Ai1 ∪ A1−i1 ⊇ Ai1...in ∪ A1−i1 .

Поскольку Ai1...in ∩A1−i1 = ∅, то отображение fn имеет подкову (Ai1...in , A1−i1). Утвержде-
ние 2) доказано.
3) Поскольку для каждого натурального числа n ≥ 1 и любых чисел i1, . . . , in ∈ {0, 1}

континуум Ai1...in ∈ H, то E(1)(Ai1...in) 
= ∅. Изучим свойства производного множества
концевых точек континуума Ai1...in . Покажем, что для любого натурального числа n ≥ 2 и
для любых чисел i1, . . . , in ∈ {0, 1} справедливы следующие утверждения:

31) f(E(1)(Ai1i2...in)) ⊆ E(1)(Ai2...in);
32) E(1)(Ai1...in) ∩ E(1)(Aj1...jn) = ∅, если {i1, . . . , in} 
= {j1, . . . , jn}, где j1, . . . , jn ∈ {0, 1};
33) E(1)(Ai1...in) ⊂ E(1)(Ai1...in−1).
Для доказательства 31) зафиксируем любое натуральное число n ≥ 2 и любые числа

i1, . . . , in ∈ {0, 1}. Пусть точка x ∈ E(1)(Ai1...in). Тогда найдется последовательность точек
{ys}s≥1 ⊂ E(Ai1...in) такая, что lim

s→∞
ys = x. Из построения континуума Ai1...in вытекает, что

{ys}s≥1 ⊂ f−1(E(Ai2...in)). В силу непрерывности f

f(f−1(E(Ai2...in))) ⊆ f(f−1(E(Ai2...in))) = E(Ai2...in) ∩ f(X) = E(Ai2...in).

Значит, f(ys) ∈ E(Ai2...in) для любого натурального числа s ≥ 1. Возможны следующие
случаи:

1) существует подпоследовательность {f(ysj)}j≥1 ⊆ {f(ys)}s≥1 такая, что

f(ysj) ∈ E(Ai2...in) для каждого j ≥ 1;

2) подпоследовательности с указанным свойством не существует.
Пусть имеет место случай 1). В силу построения континуума Ai1i2...in f(ysj) 
= f(ysk

),
если j 
= k. Поэтому из условия f(ysj) ∈ E(Ai2...in) и равенства f(x) = lim

j→∞
f(ysj) имеем

f(x) ∈ E(1)(Ai2...in). Таким образом, в первом случае утверждение 31) доказано.
Пусть имеет место случай 2). Тогда, начиная с некоторого номера s0, все члены по-

следовательности f(ys) ∈ E(Ai2...in) \ E(Ai2...in), т. е. f(ys) ∈ E(1)(Ai2...in), где s ≥ s0.
В силу замкнутости множества E(1)(Ai2...in) и равенства f(x) = lim

s→∞
f(ys) получаем, что

f(x) ∈ E(1)(Ai2...in), и утверждение 31) доказано.
Доказательство 32) проведем методом математической индукции.
Шаг n = 2. Выберем произвольным образом и зафиксируем числа i1, i2, j1, j2 ∈ {0, 1} та-

кие, что {i1, i2} 
= {j1, j2}. Так как E(1)(Ai1i2) ⊂ Ai1i2 , то, применяя первое включение утвер-
ждения 1) леммы, получим E(1)(Ai1i2) ⊂ Ai1i2 ⊆ Ai1 . Аналогично, E(1)(Aj1j2) ⊂ Aj1j2 ⊆ Aj1 .
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Если i1 
= j1, то Ai1 ∩Aj1 = ∅. Поэтому E(1)(Ai1i2)∩E(1)(Aj1j2) = ∅ для i1 
= j1. Рассмотрим
случай, когда i1 = j1. Тогда i2 
= j2. В силу утверждения 31)

f(E(1)(Ai1i2)) ⊆ E(1)(Ai2) ⊂ Ai2 ,

f(E(1)(Aj1j2)) ⊆ E(1)(Aj2) ⊂ Aj2 .

Так как i2 
= j2, то Ai2 ∩ Aj2 = ∅. Отсюда получаем справедливость утверждения 32) для
случая n = 2.
Предположим истинность утверждения для n − 1, т. е.

E(1)(Ai1...in−1) ∩ E(1)(Aj1...jn−1) = ∅ (6)

для всех {i1, . . . , in−1} 
= {j1, . . . , jn−1}.
Шаг n. Пусть {i1, . . . , in} 
= {j1, . . . , jn}. Ввиду утверждения 1) леммы Ai1...in ⊆ Ai1...in−1 ,

Aj1...jn ⊆ Aj1...jn−1 . Поэтому

E(1)(Ai1...in) ⊆ E(1)(Ai1...in−1),

E(1)(Aj1...jn) ⊆ E(1)(Aj1...jn−1).

Следовательно, если {i1, . . . , in−1} 
= {j1, . . . , jn−1}, то в силу (6)

E(1)(Ai1...in) ∩ E(1)(Aj1...jn) = ∅.
Рассмотрим случай, когда ik = jk для 1 ≤ k ≤ n − 1. Тогда in 
= jn. Из утверждения 31)
следует

f(E(1)(Ai1...in)) ⊆ E(1)(Ai2...in),

f(E(1)(Aj1...jn)) ⊆ E(1)(Aj2...jn).

Так как in 
= jn, то {i2, . . . , in} 
= {j2, . . . , jn}. Поэтому согласно (6)

E(1)(Ai2...in) ∩ E(1)(Aj2...jn) = ∅.
Отсюда и из последних двух включений получаем справедливость утверждения 32).
Докажем утверждение 33). Выберем произвольным образом и зафиксируем натуральное

число n ≥ 2 и числа i1, . . . , in ∈ {0, 1}. В силу утверждения 1) леммы Ai1...in ⊆ Ai1...in−1 .
Поэтому E(1)(Ai1...in) ⊆ E(1)(Ai1...in−1), т. е.

E(1)(Ai1...in−10), E(1)(Ai1...in−11) ⊆ E(1)(Ai1...in−1). (7)

Докажем строгие включения в (7). В силу утверждения 32)

E(1)(Ai1...in−10) ∩ E(1)(Ai1...in−11) = ∅. (8)

Так как континуум Ai1...in ∈ H, то E(1)(Ai1...in−10) 
= ∅, E(1)(Ai1...in−11) 
= ∅. Отсюда и из (7),
(8) получаем E(1)(Ai1...in−1in) 
= E(1)(Ai1...in−1) для каждого in ∈ {0, 1}. Утверждение 33)
доказано.
Перейдем к доказательству утверждения 3) леммы. Пусть in ∈ {0, 1} для любого нату-

рального числа n. Положим

Si1...in... =
∞⋂

n=1

E(1)(Ai1...in).

Так как для каждого натурального числа n ≥ 1 и любых чисел i1, . . . , in ∈ {0, 1} континуум
Ai1...in ∈ H, то множество E(1)(Ai1...in) 
= ∅. Ввиду 33) E(1)(Ai1...in) ⊂ E(1)(Ai1...in−1). Значит,
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Si1...in... 
= ∅ для любых in ∈ {0, 1}. Применяя утверждение 31), получим, что для любых
in ∈ {0, 1}, n ≥ 1,

f(Si1...in...) = f
( ⋂

n≥1

E(1)(Ai1...in)
)

= f
( ⋂

n≥2

E(1)(Ai1...in)
)
⊆

⊆
⋂
n≥2

f(E(1)(Ai1...in)) ⊆
⋂
n≥2

E(1)(Ai2...in) = Si2...in....

Таким образом,
f(Si1...in...) ⊆ Si2...in.... (9)

Положим D =
⋃

in∈{0,1}
Si1...in.... Тогда из (9) имеем

f(D) = f
( ⋃

in∈{0,1}
Si1...in...

)
=

⋃
in∈{0,1}

f(Si1...in...) ⊆
⋃

in∈{0,1}
Si2...in... = D.

Из определения множества D следует

D ⊆ E(1)(A0) ∪ E(1)(A1). (10)

Пусть

K =

⎧⎨
⎩

D, если f(D) = D;⋂
i≥1

f i(D), если f(D) ⊂ D. (11)

Тогда f(K) = K. Положив S̃i1...in... = K ∩ Si1...in..., получим

K =
⋃

in∈{0,1}
S̃i1...in... и f(S̃i1...in...) = S̃i2...in.... (12)

Таким образом, f|K полусопряжено отображению сдвига в пространстве бесконечных дво-
ичных последовательностей. Покажем, что f(K∩As) = K для любого s ∈ {0, 1}. Используя
(12), получим

f(K ∩ As) = f
( ⋃

in∈{0,1}
S̃si2...in...

)
=

⋃
in∈{0,1}

S̃i2...in... = K

и для любого s ∈ {0, 1}
f([K ∩ As]) ⊃ [K] ⊃ [K ∩ A0] ∪ [K ∩ A1]. (13)

Положим C = [K ∩ A0], D = [K ∩ A1]. Так как A0 ∩ A1 = ∅, то C ∩ D = ∅. Из (13)
вытекает f(C) ∩ f(D) ⊇ C ∪ D, т. е. f имеет подкову (C,D). В силу (10) и (11) получим
K ∩ A0 ⊆ E(1)(A0) и K ∩ A1 ⊆ E(1)(A1). Следовательно, подконтинуумы C ⊆ [E(1)(A0)],
D ⊆ [E(1)(A1)]. Таким образом, утверждение 3) доказано. �

Лемма 10. Пусть f : X → X — непрерывное отображение дендрита X и для любого
натурального числа n ≥ 1 f имеет подковы (Cn,Dn) такие, что Cn ⊆ [E(1)(Cn−1)], Dn ⊆
[E(1)(Dn−1)] для n ≥ 2. Тогда f имеет подкову (Cα,Dα), где Cα =

⋂
n≥1

Cn, Dα =
⋂

n≥1
Dn.

Доказательство. Так как Cn и Dn — континуумы для любого натурального числа n ≥ 1,
то согласно теореме Кантора ([14], § 9) Cα 
= ∅, Dα 
= ∅. Из ([11], § 47, теорема 5) следует,
что Cα, Dα — континуумы. Поскольку Cn ∩ Dn = ∅, то Cα ∩ Dα = ∅.



СТРУКТУРА ДЕНДРИТОВ 73

Так как C1 ⊃ C2 ⊃ · · · ⊃ Cn ⊃ · · · , то f
( ⋂

n≥0
Cn

)
=

⋂
n≥0

f(Cn). Значит,

f(Cα) =
⋂
n≥0

f(Cn) ⊃
⋂
n≥0

(Cn ∪ Dn) =
( ⋂

n≥0

Cn

)
∩

( ⋂
n≥0

Dn

)
= Cα ∪ Dα.

Аналогично доказывается, что f(Dα) ⊃ Cα ∪Dα. Поэтому f имеет подкову (Cα,Dα). �

Лемма 11. Пусть f : X → X — непрерывное отображение дендрита X и f имеет подкову
(A,B), где A,B ∈ H. Тогда существует натуральное число s ≥ 1 такое, что f s имеет
дуговую подкову.

Доказательство. В силу утверждения 2) леммы 9 для любого натурального числа n ≥ 2
существуют подконтинуумы Ai1...in , i1, . . . , in ∈ {0, 1}, такие, что отображение fn имеет
подковы (Ai1i2...in , A1−i1). Возможны следующие случаи:

a) существуют натуральное число N ≥ 2 и числа I1, . . . , IN ∈ {0, 1} такие, что конти-
нуум AI1...IN

/∈ H;
b) для каждого натурального числа n ≥ 2 и любых чисел i1, . . . , in ∈ {0, 1} континуум

Ai1...in ∈ H.
Для случая a) положим C = AI1...IN

, D = A1−I1 . Тогда в силу утверждения 2) леммы 9
отображение fN имеет подкову (C,D), где C /∈ H. В силу лемм 4 и 5 существует натуральное
число K такое, что fNK имеет дуговую подкову.
Для случая b) в силу утверждения 3) леммы 9 отображение f имеет подкову (C1,D1)

такую, что C1 ⊆ [E(1)(A)], D1 ⊆ [E(1)(B)]. Если хотя бы один из подконтинуумов C1 или D1

не принадлежит множеству H, то, применяя утверждения лемм 4 и 5, получим справедли-
вость леммы. В противном случае отображение f имеет подкову (C1,D1), где континуумы
C1,D1 ∈ H. Таким образом, выполнены условия леммы для континуумов C1,D1.
Повторяя доказательство леммы 11 с самого начала, получим один из следующих случа-

ев:
b1) на K-м повторении, K ≥ 2, отображение f имеет подкову (CK ,DK) такую, что один

из континуумов CK или DK не принадлежит множеству H;
b2) наK-м повторении,K ≥ 2, отображение f имеет подкову (CK ,DK), где CK ,DK ∈ H,

но выполнено условие a);
b3) для любого натурального числа k отображение f имеет подкову (Ck,Dk) такую, что

Ck,Dk ∈ H, Ck ⊆ [E(1)(Ck−1)], Dk ⊆ [E(1)(Dk−1)] и для каждой подковы (Ck,Dk)
выполнено условие b).

Если имеют место случаи b1) или b2), то (как это было показано выше) лемма 11 дока-
зана. Пусть имеет место условие b3). Тогда выполнены условия леммы 10, в силу которой
отображение f имеет подкову (Cα,Dα), где Cα =

⋂
k≥1

Ck, Dα =
⋂

k≥1

Dk. Если хотя бы один из

подконтинуумов Cα или Dα не принадлежит множеству H, то в силу лемм 4 и 5 получаем
справедливость леммы. В противном случае для подковы (Cα,Dα) выполнены условия лем-
мы 11. Повторяя ее доказательство с самого начала, применяя трансфинитную индукцию
и утверждение леммы 7, получим существование порядкового числа γ < ω1, для которого
либо отображение f имеет подкову (Cγ ,Dγ), где хотя бы один из подконтинуумов Cγ или Dγ

не принадлежит множеству H, либо для подковы (Cγ ,Dγ) выполнено условие a). В обоих
случаях, применяя утверждения лемм 4 и 5, получим справедливость леммы 11. �

Справедливость теоремы 1 вытекает из лемм 4, 5 и 11.
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Structure of dendrites admitting an existence of arc horseshoe

Abstract. We say that a dendrite X admits an existence of an arc horseshoe if for any continuous
map f of X into itself which has a horseshoe (A, B) one can find a natural number n such that
n-th iteration of f has an arc horseshoe. We investigate the structure of dendrites admitting the
existence of an arc horseshoe.
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