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� à ¡®â å [1]{[3] ¨§ãç «áï ®¤¨­ ª« áá ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à, ­ §ë¢ ¥¬ëå ª®­¢¥ªá®à ¬¨ (¨«¨
¡ à¨æ¥­âà¨ç¥áª¨¬¨  «£¥¡à ¬¨). �¥ª®â®àë¥ ¯à¨¬¥àë â ª¨å  «£¥¡à å®à®è® ¨§¢¥áâ­ë: ¢ë¯ãª«ë¥
¯®¤¬­®¦¥áâ¢  ¢ ¥¢ª«¨¤®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢ å (¢ ç áâ­®áâ¨, ¬­®¦¥áâ¢  áâ®å áâ¨ç¥áª¨å ¬ âà¨æ) ¨
¢¥àå­¨¥ ¯®«ãà¥è¥âª¨. �¬¥îâáï ¯à¨«®¦¥­¨ï, ­ ¯à¨¬¥à, ª â¥®à¨¨ ¢¥à®ïâ­®áâ­ëå  ¢â®¬ â®¢. �
¤ ­­®© áâ âì¥ ¨áá«¥¤ãîâáï á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã ª®­¢¥ªá®à ¬¨ ¨ ®¯¥à ¤ ¬¨. �®-¢¨¤¨¬®¬ã, «¨­¥©­ë¥
®¯¥à ¤ë ª ª á ¬®áâ®ïâ¥«ì­ë© ®¡ê¥ªâ ¨§ãç¥­¨ï ¯®ï¢¨«¨áì ¢¯¥à¢ë¥ (¯®¤ ¤àã£¨¬ ­ §¢ ­¨¥¬) ¢
[4]. �¥à¬¨­ \®¯¥à ¤ " ¢¢¥¤e­ ¢ [5] (á¬. â ª¦¥ [6]). � á®¢à¥¬¥­­®¬ á®áâ®ï­¨¨ â¥®à¨¨ ®¯¥à ¤ ¨ ¥¥
¯à¨«®¦¥­¨ïå ¬®¦­® ã§­ âì ¨§ à ¡®â [7]{[10]. � [11], [12] ¡ë«® ¯®ª § ­®, çâ® ª« áá ¬­®£®®¡à -
§¨© «¨­¥©­ëå (¬ã«ìâ¨®¯¥à â®à­ëå)  «£¥¡à ­ ¤ «¨­¥©­ë¬¨ ®¯¥à ¤ ¬¨ ¢ â®ç­®áâ¨ á®¢¯ ¤ ¥â á
ª« áá®¬ ¬­®£®®¡à §¨© ¬ã«ìâ¨®¯¥à â®à­ëå «¨­¥©­ëå  «£¥¡à, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå ¯®«¨«¨­¥©­ë¬¨ â®-
¦¤¥áâ¢ ¬¨. � ¬¥â¨¬, çâ® à®¤áâ¢¥­­ë¬¨ ®¯¥à ¤ ¬ ®¡ê¥ªâ ¬¨ ï¢«ïîâáï ( ¡áâà ªâ­ë¥) ª«®­ë.
�¢ï§ì ¬¥¦¤ã ­¨¬¨ ®¯¨á ­  ¢ [13].

� ¯¥à¢®© ç áâ¨ ¤ ­­®© à ¡®âë ¤ ¥âáï ­®¢®¥, ¡®«¥¥ ®¡é¥¥, ç¥¬ ®¡é¥¯à¨­ïâ®¥, ®¯à¥¤¥«¥­¨¥
®¯¥à ¤ë. �¥â «ì­® ¨§ãç ¥âáï ®¯¥à ¤ , ª®¬¯®­¥­â ¬¨ ª®â®à®© ï¢«ïîâáï áâ ­¤ àâ­ë¥ á¨¬¯«¥ª-
áë (á® á¤¢¨£®¬ à §¬¥à­®áâ¨ ­  ¥¤¨­¨æã). �¥®à¥¬  1 £« á¨â, çâ® ¬­®£®®¡à §¨¥ ª®­¢¥ªá®à®¢ à æ¨-
®­ «ì­® íª¢¨¢ «¥­â­® ¬­®£®®¡à §¨î  «£¥¡à ­ ¤ íâ®© ®¡®¡é¥­­®© ®¯¥à ¤®©. � «¥¥ ãâ®ç­ïîâáï
­¥ª®â®àë¥ ¤¥â «¨ áâà®¥­¨ï ª â¥£®à¨¨ ª®­¢¥ªá®à®¢. � ¬¥â¨¬, çâ® ª â¥£®à¨ï Conv, ¨§ãç ¥¬ ï ¢
¤ ­­®© à ¡®â¥, áãé¥áâ¢¥­­® ®â«¨ç ¥âáï ®â ª â¥£®à¨¨ STOCH, ª®â®à®© ã¤¥«¥­® ®á­®¢­®¥ ¢­¨¬ -
­¨¥ ¢ [1], [2].

�® ¢â®à®© ç áâ¨ à ¡®âë ¢¢®¤¨âáï ª®­¢¥ªá®à­ë©  ­ «®£ «¨­¥©­ëå ®¯¥à ¤: ª®­®¯¥à ¤ë, â. ¥.
®¯¥à ¤ë, ¢á¥ ª®¬¯®­¥­âë ª®â®àëå ï¢«ïîâáï ª®­¢¥ªá®à ¬¨,   ®¯¥à æ¨¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¯®«¨«¨­¥©-
­ë ¢ ª®­¢¥ªá®à­®¬ á¬ëá«¥. �á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â ¢á¥© à ¡®âë á®áâ®¨â ¢ å à ªâ¥à¨§ æ¨¨ ¬­®£®-
®¡à §¨© ª®­ «£¥¡à ­ ¤ ª®­®¯¥à ¤ ¬¨: íâ® ¢ â®ç­®áâ¨ â¥ ¬­®£®®¡à §¨ï, ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«ïîâáï
ª®­¢¥ªá®à­ë¬¨  ­ «®£ ¬¨ ¯®«¨«¨­¥©­ëå â®¦¤¥áâ¢. �â® ¯®«­®áâìî  ­ «®£¨ç­® á¨âã æ¨¨, ¨¬¥-
îé¥© ¬¥áâ® ¢ «¨­¥©­®¬ á«ãç ¥. �¥§ã«ìâ âë ¤ ­­®© à ¡®âë ¡ë«¨  ­®­á¨à®¢ ­ë ¢ [14].

�¯¥à ¤ã ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ª ª â ª®¥ ®¡®¡é¥­¨¥ ª â¥£®à¨¨, ¢ ª®â®à®¬ \áâà¥«ª¨" ¨¬¥îâ ­¥
®¤­® \­ ç «®" (®¡ê¥ªâ),   ­¥áª®«ìª®. �®ç­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ â ª®¢®. �¯¥à ¤  R ¥áâì á«¥¤ãîé¨©
ª®¬¯«¥ªá ¤ ­­ëå. �®-¯¥à¢ëå, § ¤ ­ ª« áá \®¡ê¥ªâ®¢" S = ObR. � «¥¥, ¤«ï ª ¦¤®£® ­¥¯ãáâ®£®
á«®¢  x = x1 : : : xn ¢  «ä ¢¨â¥ S ¨ ®¡ê¥ªâ  y 2 S ®¯à¥¤¥«¥­® ¬­®¦¥áâ¢® \áâà¥«®ª" R(x; y) (¢®§-
¬®¦­®, ¯ãáâ®¥). � ª®­¥æ, ¤«ï ­¥¯ãáâëå ¬­®¦¥áâ¢ \áâà¥«®ª" ®¯à¥¤¥«¥­  ®¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨

R(y1 : : : ym; z) �R(x1; y1)� � � � �R(xm; ym) �! R(x1 : : : xm; z); (1)

ª®â®à ï ¡ã¤¥â ®¡®§­ ç âìáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: (!; !1; : : : ; !m; !) 7! !!1 : : : !m! = !(!1 : : : !m).
�¤¥áì xi = xi 1xi 2 : : : xi ni , !i 2 R(xi; yi), 1 � i � m, ! 2 R(y1 : : : ym; z). �â® ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢
¢¨¤¥

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©
(£à ­â ò99-01-00469).
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�¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¤®«¦­  ã¤®¢«¥â¢®àïâì á¢®©áâ¢ ¬

1) ( áá®æ¨ â¨¢­®áâì) ¤«ï â¥å ­ ¡®à®¢ áâà¥«®ª, ¤«ï ª®â®àëå ª®¬¯®§¨æ¨¨ áãé¥áâ¢ãîâ (§¤¥áì

i = 
i 1 : : : 
i ni), ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®

(��1�2 : : : �m)(
1
2 : : : 
m) = �(�1
1)(�2
2) : : : (�m
m);

2) (áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¥¤¨­¨æ) ¤«ï ª ¦¤®£® ®¡ê¥ªâ  x 2 S ¢ R(x; x) áãé¥áâ¢ã¥â áâà¥«ª  1x =
idx = "x, ¨ ¤«ï «î¡®© áâà¥«ª¨ ! 2 R(x1x2 : : : xm; y) ¤®«¦­ë ¢ë¯®«­ïâìáï á®®â­®è¥­¨ï
!1x11x2 : : : 1xm = ! = 1y!.

�à¨¬¥à 1. �ãáâì K | ¬®­®¨¤ «ì­ ï ª â¥£®à¨ï á ®¯¥à æ¨¥© â¥­§®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï 

(íâ®© ®¯¥à æ¨¥© ¢ ç áâ­®¬ á«ãç ¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¨ ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥). �§¢¥áâ­®, çâ® â ªãî
ª â¥£®à¨î ¬®¦­® áç¨â âì áâà®£® ¬®­®¨¤ «ì­®© (x 
 y) 
 z = x 
 (y 
 z). � â¥£®à¨î K ¬®¦­®
¯à¥¢à â¨âì ¢ ®¯¥à ¤ã (®¡®§­ ç ¥¬ãî â ª¦¥ ç¥à¥§ K) á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬: ¬­®¦¥áâ¢® ®¡ê¥ªâ®¢
®áâ ¥âáï â¥¬ ¦¥, çâ® ¨ ã K, ¨ K(x1 : : : xm; y) = K(x1 
 � � � 
 xm; y). �®¬¯®§¨æ¨ï ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
à ¢¥­áâ¢®¬ !!1 : : : !m = !(!1 
 � � � 
 !m), ¥¤¨­¨æë â¥ ¦¥, çâ® ¨ ¢ ª â¥£®à¨¨ K. � ªâ¨ç¥áª¨
§¤¥áì ¨¬¥¥â ¬¥áâ® äã­ªâ®à ¨§ ª â¥£®à¨¨ ¬®­®¨¤ «ì­ëå ª â¥£®à¨© ¨ ¬®­®¨¤ «ì­ëå äã­ªâ®à®¢
¢ ª â¥£®à¨î ®¯¥à ¤. �â¬¥â¨¬ áå®¤áâ¢® íâ®© ª®­áâàãªæ¨¨ á \ª«®­ ¬¨ ¯®«¨«¨­¥©­ëå ®¯¥à æ¨©"
¨§ [4].

�î¡ ï ª â¥£®à¨ï R ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¤ ­­ë¬ ¢ëè¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ ¥áâì ®¯¥à ¤ , ã ª®â®à®©
¢á¥ R(x; y) ¯ãáâë, ¥á«¨ á«®¢® x á®áâ®¨â ¡®«¥¥ ç¥¬ ¨§ ®¤­®£® á¨¬¢®« . �¯¥à ¤  R ­ §ë¢ ¥âáï
«¨­¥©­®©, ¥á«¨ ¢á¥ R(x; y) |  ¡¥«¥¢ë £àã¯¯ë, ¨ ®¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ (1) ¯®«¨«¨­¥©­ . �á­®,
çâ® «î¡ãî ­¥«¨­¥©­ãî ®¯¥à ¤ã ¬®¦­® ¯à¥¢à â¨âì ¢ «¨­¥©­ãî, ¢§ï¢ áâà¥«ª¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¡ §¨á-
­ëå í«¥¬¥­â®¢ á¢®¡®¤­ëå  ¡¥«¥¢ëå £àã¯¯ ¨ ¤®®¯à¥¤¥«¨¢ ¯®«¨«¨­¥©­ãî ª®¬¯®§¨æ¨î ®ç¥¢¨¤­ë¬
®¡à §®¬. �î¡ ï ¯à¥¤ ¤¤¨â¨¢­ ï ª â¥£®à¨ï R ¥áâì «¨­¥©­ ï ®¯¥à ¤ , ã ª®â®à®© ¢á¥ R(x; y) |
âà¨¢¨ «ì­ë¥  ¡¥«¥¢ë £àã¯¯ë, ¥á«¨ á«®¢® x á®áâ®¨â ¡®«¥¥ ç¥¬ ¨§ ®¤­®£® á¨¬¢®« , ¨ ¢á¥ ®â®¡à -
¦¥­¨ï (1) ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î ­ã«¥¢ë¥, ¥á«¨ å®âï ¡ë ®¤¨­ á®¬­®¦¨â¥«ì ¢ «¥¢®© ç áâ¨ ­ã«¥¢®©. �
ç áâ­®áâ¨, «î¡®¥  áá®æ¨ â¨¢­®¥ ª®«ìæ® á ¥¤¨­¨æ¥© ¬®¦­® áç¨â âì «¨­¥©­®© ®¯¥à ¤®©, ã ª®â®-
à®© ¬­®¦¥áâ¢® ®¡ê¥ªâ®¢ á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®£® í«¥¬¥­â . � á«ãç ¥, ª®£¤  ª« áá ®¡ê¥ªâ®¢ á®áâ®¨â ¨§
®¤­®£® x, ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ R(n) ¬­®¦¥áâ¢® R(x : : : x; x) ¢á¥å áâà¥«®ª ¨§ áâà®ª¨ ®¡ê¥ªâ®¢ ¤«¨­ë
n ¢ ®¡ê¥ªâ x. �®£¤  ¯à¨å®¤¨¬ ª ®¯à¥¤¥«¥­¨î ®¯¥à ¤ë, áä®à¬ã«¨à®¢ ­­®¬ã ¢ [5]: ¯®¤ ®¯¥à ¤®©
R ¯®­¨¬ ¥âáï á¥¬¥©áâ¢® fR(n) j n = 1; 2; : : : g ¬­®¦¥áâ¢ ¢¬¥áâ¥ á ¢á¥¢®§¬®¦­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨
ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¢¨¤ 

R(m)�R(n1)� : : :�R(nm)! R(n1 + � � �+ nm); (2)

®¡« ¤ îé¨¥ ­¥ª®â®àë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨, ¢ â®¬ ç¨á«¥  áá®æ¨ â¨¢­®áâìî ¨ ­ «¨ç¨¥¬ ¥¤¨­¨ç­®£®
í«¥¬¥­â . � «¥¥ ¡ã¤ãâ à áá¬ âà¨¢ âìáï â®«ìª® â ª¨¥ ®¯¥à ¤ë.

�ãáâì n > 0 | ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®. �áî¤ã ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ [n] ®§­ ç ¥â ¬­®¦¥áâ¢® f1; : : : ; ng.
�¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ FSet ¯®«­ãî ¯®¤ª â¥£®à¨î ª â¥£®à¨¨ ¬­®¦¥áâ¢ á ®¡ê¥ªâ ¬¨ [n]. � §¡¨¥­¨-
¥¬ ­ âãà «ì­®£® ç¨á«  n ­  m ç áâ¥© ¢ íâ®© à ¡®â¥ ¡ã¤¥â ­ §ë¢ âìáï áîàê¥ªâ¨¢­®¥ ­¥ã¡ë-
¢ îé¥¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¢¨¤  � : [n] ! [m]. �¥à¥§ Par ®¡®§­ ç¨¬ ª â¥£®à¨î á ®¡ê¥ªâ ¬¨ [n] ¨
¬®àä¨§¬ ¬¨ Par(n;m) | ¢á¥¢®§¬®¦­ë¬¨ à §¡¨¥­¨ï¬¨ n ­  m ç áâ¥©. �«ï � 2 Par(n;m) ¨
¤«ï ¢á¥å 1 � i � m ¯®«®¦¨¬ ni = j��1(i)j. �®£¤  � ¬®¦­® ®â®¦¤¥áâ¢¨âì á ã¯®àï¤®ç¥­­®©
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî (n1; : : : ; nm) ¤«¨­ë m â ª®©, çâ® n1 + � � � + nm = n. �â¨¬ ®¡êïá­ï¥âáï
¢ë¡®à â¥à¬¨­ . �á«¨ � 2 Par(n;m), � 2 Par(m; k), � = (m1; : : : ;mk), â® � ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢
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¢¨¤¥ (n1;1; : : : ; n1;m1
; : : : ; nk;1; : : : ; nk;mk

). �¥¯¥àì ª®¬¯®§¨æ¨î �� ¬®¦­® ®¯¨á âì ª ª ¯®á«¥¤®¢ -

â¥«ì­®áâì
� m1P
i=1

n1;i; : : : ;
mkP
i=1

nk;i
�
.

� ª â¥£®à¨¨ FSet áãé¥áâ¢ãîâ ª®­¥ç­ë¥ ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¨ à áá«®¥­­ë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï. �áâ¥-
áâ¢¥­­ë© ¨§®¬®àä¨§¬ [n]t[m]! [n+m] ®â®¡à ¦ ¥â i 2 [n] ¢ i 2 [n+m], j 2 [m] | ¢ n+j 2 [n+m].
�®íâ®¬ã, ¥á«¨ ¤ ­ë f : [n]! [m], g : [p]! [q], â® f t g : [n+ p] �! [m+ q] ¤¥©áâ¢ã¥â á«¥¤ãîé¨¬
®¡à §®¬: (f t g)(i) = f(i) ¯à¨ 1 � i � n, (f t g)(j) = m+ g(j) ¯à¨ 1 � j � p. �á«¨ � 2 Par(n;m),
� 2 Par(k; l), â® � t � 2 Par(n+ k;m+ l) (å®âï [n+m] ­¥ ¥áâì ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ [n] ¨ [m] ¢ Par).
�ãáâì � 2 Par(n;m), f : [k]! [m] | «î¡®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. � áá¬®âà¨¬ à áá«®¥­­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥
(¤¥ª àâ®¢ ª¢ ¤à â) ¢¨¤ 

[n]�[m][k]
�2���! [k]??y�1

??yf
[n] ����! [m]:

�ãáâì � = (n1; : : : ; nm). �­®¦¥áâ¢® [n]�[m][k] ¬®¦­® ®¯¨á âì ª ª f(i; j) j 1 � i � nf(j); 1 � j � kg,
â®£¤  �1(i; j) = n1+� � �+nf(j�1)+i, �2(i; j) = j. �ã¤¥¬ ¯®«ì§®¢ âìáï ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®â®¦¤¥áâ¢«¥­¨-
¥¬ [n]�[m][k] c [nf(1)+� � �+nf(k)], ¯à¨ ª®â®à®¬ ¯ à¥ (i; j) á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ç¨á«® nf(1)+� � �+nf(j�1)+i.
�®á«¥ íâ®£® ®â®¦¤¥áâ¢«¥­¨ï �2 áâ ­®¢¨âáï ­¥ã¡ë¢ îé¥© áîàê¥ªæ¨¥©, ª®â®àãî ¬®¦­® § ¯¨-
á âì ¢ ¢¨¤¥ à §¡¨¥­¨ï (nf(1); : : : ; nf(k)). �¡®§­ ç¨¬ íâ® à §¡¨¥­¨¥ ç¥à¥§ �f . �à¥¨¬ãé¥áâ¢® â -
ª®£® ®¡®§­ ç¥­¨ï ¢ â®¬, çâ® ¥á«¨ ¤ ­® g : [p] ! [k], â® �(fg) = (�f)g. �®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¯à®-
¥ªæ¨î �1 ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ f � �. �â® ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¬®¦­® ®¯¨á âì á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �ãáâì
[p; q] = fp; p + 1; : : : ; q � 1; qg. �®£¤  ®£à ­¨ç¥­¨¥ f � � : [nf(1) + � � � + nf(k)] ! [n1 + � � � + nm] ­ 
ª ¦¤ë© ®âà¥§®ª [nf(1)+ � � �+nf(j�1)+1; nf(1)+ � � �+nf(j)] ¥áâì ­¥ã¡ë¢ îé ï ¡¨¥ªæ¨ï ­  ®âà¥§®ª
[n1 + � � � + nf(j)�1 + 1; n1 + � � � + nf(j)]. � ¬¥â¨¬, çâ® f � � ¥áâì ­¥ çâ® ¨­®¥, ª ª ¯®¤ê¥¬ � ¢¤®«ì
f (ç é¥ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ®¡®§­ ç¥­¨¥ f��), ¨ [nf(1) + � � �+ nf(k)] ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª à¥§ã«ì-
â â ¯à¨¬¥­¥­¨ï äã­ªâ®à  § ¬¥­ë ¡ §ë, â. ¥. ª ª f�[n]. �§ á¢®©áâ¢ à áá«®¥­­ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨©
¢ëâ¥ª îâ á«¥¤ãîé¨¥ â®¦¤¥áâ¢ .

�¥¬¬  1. �ãáâì � 2 Par(q; n), � 2 Par(n;m), f : [k] ! [m], g : [p] ! [k]. �®£¤  ¨¬¥îâ

¬¥áâ® á®®â­®è¥­¨ï

f � (��) = (f � �) � �; (fg) � � = (f � �)(g � (�f)); (��)f = (�f)(�(f � �)):
�ãáâì X | «î¡®¥ ¬­®¦¥áâ¢®. �«ï ª ¦¤®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï f : [n] ! [m] ®¯à¥¤¥«¥­® ®â®¡à -

¦¥­¨¥ X(f) : Xm �! Xn â ª®¥, çâ® X(f)(x1; : : : ; xm) = (xf(1); : : : ; xf(n)). �ç¥¢¨¤­®, X(fg) =
X(g)X(f), â ª çâ® á®®â¢¥âáâ¢¨¥ [n] 7! X(n) = Xn ¥áâì ª®­âà ¢ à¨ ­â­ë© äã­ªâ®à. �ëè¥ ã¦¥
¡ë«® ®â¬¥ç¥­®, çâ® ã¤®¡­® § ¯¨áë¢ âì X(f)(x) ª ª xf (£¤¥ x = (x1; : : : ; xm)) á â¥¬, çâ®¡ë ¡ë«®
x(fg) = (xf)g. �¥§ âàã¤  ¯à®¢¥àïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢ .

�¥¬¬  2. �ãáâì xi 2 Xni, 1 � i � m, � = (n1; : : : ; nm) 2 Par(n;m), f : [k] ! [m]. �®£¤ 
(x1; : : : ; xm)(f � �) = (xf(1); : : : ; xf(k)).

�ãáâì ¤ ­ë «î¡ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï !i : Xni ! X, 1 � i � m. �®£¤  ª®¬¬ãâ â¨¢­  ¤¨ £à ¬¬ 

Xm X(f)���! Xk

x??!1�����!m

x??!f(1)�����!f(m)

Xn1+���+nm
X(f��)����! Xnf(1)+���+nf(k) :

� áá¬®âà¨¬ ¯®¤ª â¥£®à¨î K � FSet á® ¢á¥¬¨ â¥¬¨ ¦¥ ®¡ê¥ªâ ¬¨ [n], ¬®àä¨§¬ë ª®â®à®©
¤®«¦­ë ã¤®¢«¥â¢®àïâì ãá«®¢¨ï¬

1) eá«¨ f; g 2 MorK, â® f t g 2 MorK;
2) eá«¨ f : [k] ! [m] ¥áâì ¬®àä¨§¬ ¨§ K, â® ¤«ï «î¡®£® � 2 Par(n;m) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® f � � 2

Par(f�[n]; [n]).
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�à¨¬¥àë â ª¨å ¯®¤ª â¥£®à¨©: âà¨¢¨ «ì­ ï ¯®¤ª â¥£®à¨ï Id, á®áâ®ïé ï â®«ìª® ¨§ ¥¤¨­¨ç-
­ëå ¬®àä¨§¬®¢; ª â¥£®à¨ï �, ¢ ª®â®à®© �(n;m) ¯ãáâ® ¯à¨ n 6= m,   �(n; n) = �n | £àã¯¯ 
¯®¤áâ ­®¢®ª n-© áâ¥¯¥­¨; ª â¥£®à¨ï Simpl, ¬®àä¨§¬ë ª®â®à®© | ­¥ã¡ë¢ îé¨¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï;
ª â¥£®à¨ï Par; ­ ª®­¥æ, ¢áï ª â¥£®à¨ï FSet.

�¥¯¥àì ¬®¦­® § ¢¥àè¨âì ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ ®¯¥à ¤ë ¢ ­¥®¡å®¤¨¬®© §¤¥áì ®¡é­®áâ¨. �ãáâì K |
®¯¨á ­­ ï ¢ëè¥ ª â¥£®à¨ï. K-®¯¥à ¤®© ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ®¯¥à ¤ã R â ªãî, çâ®

1) á®®â¢¥âáâ¢¨¥ [n] 7! R(n) ¥áâì ª®¢ à¨ ­â­ë© äã­ªâ®à ­  K, ¤¥©áâ¢¨¥ ª®â®à®£® ®¡®§­ ç -
¥âáï â ª: ¥á«¨ f : [n]! [m], ! 2 R(n), â® R(f)(!) = f! 2 R(m);

2) ¥á«¨ ¤ ­ë fi 2 K([ni]; [ki]), 1 � i � m, â® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï ¤¨ £à ¬¬ , ¢ ª®â®à®©
£®à¨§®­â «ì­ë¥ áâà¥«ª¨ áãâì ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¢ ®¯¥à ¤¥

R(m)�R(n1)� � � � �R(nm) ���! R(n1 + � � �+ nm)??y1�R(f1)�����R(fm)

??yR(f1t���tfm)

R(m)�R(k1)� � � � �R(km) ���! R(k1 + : : :+ km);

íâ® à ¢­®á¨«ì­® ¢ë¯®«­¥­¨î â®¦¤¥áâ¢  !(f1!1) : : : (fm!m) = (f1 t � � � t fm)(!!1 : : : !m);
3) ¥á«¨ ¤ ­® ®â®¡à ¦¥­¨¥ f : [k] ! [m] ¨ � = (n1; : : : ; nm) 2 Par(n;m), â® ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï ¤¨ £à ¬¬ , ¢ ª®â®à®© £®à¨§®­â «ì­ë¥ áâà¥«ª¨ ¥áâì ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¢ ®¯¥à ¤¥,   �j
¥áâì j-ï ¯à®¥ªæ¨ï ¢ ¤¥ª àâ®¢®¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¨ ¬­®¦¥áâ¢

R(m)�R(n1)� � � � �R(nm) R(n1 + � � �+ nm)

R(k) �R(n1)� � � � �R(nm)

R(k) �R(nf(1))� � � � �R(nf(k)) R(nf(1) + � � � + nf(k));

-

6R(f)�1�����1

?1�h�f(1);:::;�f(k)i

6

R(f��)

-

íâ® à ¢­®á¨«ì­® ¢ë¯®«­¥­¨î â®¦¤¥áâ¢  (f!)!1 : : : !m = (f � �)(!!f(1) : : : !f(k)). �á­®, çâ® ¥á«¨
K0 ¥áâì ¯®¤ª â¥£®à¨ï K, ®¡« ¤ îé ï â¥¬¨ ¦¥ ¤¢ã¬ï á¢®©áâ¢ ¬¨, áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ë¬¨ ¢ëè¥,
â® K-®¯¥à ¤  R ¡ã¤¥â â ª¦¥ ¨ K0-®¯¥à ¤®©.

�à¨¬¥à 2. �ãáâì X | ¬­®¦¥áâ¢®. �¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® ®¯¥à ¤  EX = fEX(n) j n � 1g,
£¤¥ EX(n) = Map(Xn;X) ¥áâì ¬­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ Xn ¢ X (á ®¯¥à æ¨¥© ª®¬¯®§¨æ¨¨
!!1 : : : !m = !(!1�� � ��!m)), ¯à¥¢à é ¥âáï ¢ FSet-®¯¥à ¤ã, ¥á«¨ ¤«ï ! : Xn ! X ¨ f : [n]! [m]
¯®«®¦¨âì f! = !X(f).

�®¬®¬®àä¨§¬®¬K-®¯¥à ¤ f : R! O ­ §ë¢ ¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥­­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ f(n) : R(n)!
O(n) â ª®¥, çâ® f(1)(1) = 1 ¨ f(!!1!2 : : : !m) = f(!)f(!1)f(!2) : : : f(!m) (®¯ãáª îâáï ­®¬¥à 
ª®¬¯®­¥­â ¯à¨ f , ª®â®àë¥ ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¨§ ª®­â¥ªáâ ).

�«£¥¡à®© ­ ¤ ®¯¥à ¤®© R ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢® A ¢¬¥áâ¥ á § ¤ ­­ë¬¨ ¤«ï ª ¦¤®£® n � 1
®¯¥à æ¨ï¬¨ ª®¬¯®§¨æ¨¨ R(n) � An �! A, (!; a1; : : : ; an) 7! !a1 : : : an, ¤«ï ª®â®àëå "a = a ¤«ï
«î¡®£® a 2 A ¨ ¢ë¯®«­¥­ë â®¦¤¥áâ¢   áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨

!(!1a1 1 : : : a1 k1) : : : (!mam 1 : : : amkm) = (!!1 : : : !m)(a1 1 : : : a1 k1 : : : am 1 : : : amkm):

�á«¨ R ¥áâì K-®¯¥à ¤ , â® K- «£¥¡à  ­ ¤ R ¤®«¦­  ¤®¯®«­¨â¥«ì­® ã¤®¢«¥â¢®àïâì ãá«®¢¨î:
¤«ï «î¡ëå f 2 K(n;m), ! 2 R(n), a1; : : : ; am 2 A ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢® (f!)(a1 : : : am) =
!(af(1) : : : af(n)).

�®¬®¬®àä¨§¬  «£¥¡à h : A ! B ­ ¤ ®¯¥à ¤®© R ¥áâì ®â®¡à ¦¥­¨¥ (£®¬®¬®àä¨§¬  ¡¥«¥¢ëå
£àã¯¯ ¢ «¨­¥©­®¬ á«ãç ¥) â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå a1; : : : ; an 2 A, ! 2 R(n) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®
h(!a1a2 : : : an) = !h(a1)h(a2) : : : h(an). � â¥£®à¨ï  «£¥¡à ¨ £®¬®¬®àä¨§¬®¢ Alg-R ï¢«ï¥âáï ¬­®-
£®®¡à §¨¥¬ ¬ã«ìâ¨®¯¥à â®à­ëå  «£¥¡à ¢ á«¥¤ãîé¥¬ á¬ëá«¥. � ¬  ®¯¥à ¤  R à áá¬ âà¨¢ ¥âáï
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¢ ª ç¥áâ¢¥ á¨£­ âãàë, ¯à¨ç¥¬ ¤«ï ¢á¥å n � 1 R(n) ¥áâì ¬­®¦¥áâ¢® á¨¬¢®«®¢ n- à­ëå ®¯¥à æ¨©.
� â¥£®à¨ï Alg-R ¥áâì  ¡áâà ªâ­ë© ª« áá ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à, § ¬ª­ãâë© ®â­®á¨â¥«ì­® ¯®¤-
 «£¥¡à, ¯àï¬ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ¨ ä ªâ®à «£¥¡à. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ([13], á. 328) íâ® ®§­ ç ¥â, çâ®
Alg-R ¥áâì ¬­®£®®¡à §¨¥. �®£¤  ­ ¤® ¯®¤ç¥àª­ãâì, çâ® à¥çì ¨¤¥â ® K- «£¥¡à å, ¡ã¤¥¬ ¯¨á âì
Alg-RK. �­®£®ç¨á«¥­­ë¥ ¯à¨¬¥àë �-®¯¥à ¤ ¨  «£¥¡à ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ ã¯®¬ï­ãâ®© ¢® ¢¢¥¤¥­¨¨
«¨â¥à âãà¥,   â ª¦¥ ¢ ®¡¥¨å ç áâïå ¤ ­­®© à ¡®âë.

� áá¬®âà¨¬ á¥¬¥©áâ¢® � = f�(n) j n � 1 g, �(n) = f(�1; : : : ; �n) j �i 2 [0; 1]; �1+� � �+�n = 1g.
�¯à¥¤¥«¨¬ ª®¬¯®§¨æ¨î: ¥á«¨ � = (�1; : : : ; �m) 2 �(m), �i = (�i 1; : : : ; �i ni) 2 �(ni), 1 � i � m, â®

��1 : : : �m = (�1�1 1; : : : ; �1�1n1 ; : : : ; �m�m 1; : : : ; �m�mnm):

�ãáâì e
(n)
i = (0; : : : ; 0; 1; 0; : : : ; 0) ¥áâì áâ ­¤ àâ­ë© ¡ §¨á­ë© ¢¥ªâ®à ¤«¨­ë n á ¥¤¨­¨æ¥© ­  i-¬

¬¥áâ¥. �®£¤  � 2 �(n) ¥áâì
nP
i=1

�ie
(n)
i , £¤¥ �i � 0 ¨

nP
i=1

�i = 1. �á«¨ ¤ ­® ®â®¡à ¦¥­¨¥ f : [n]! [m],

â® ®¯à¥¤¥«ï¥¬ f� =
nP
i=1

�ie
(m)
f(i) (á ¯®á«¥¤ãîé¨¬ ¯à¨¢¥¤¥­¨¥¬ ¯®¤®¡­ëå ç«¥­®¢). �á­®, çâ® f� 2

�(m), ¨ ­¥âàã¤­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® (fg)� = f(g�).

�¥®à¥¬  1. � á ®¯à¥¤¥«¥­­®© ¢ëè¥ ®¯¥à æ¨¥© ª®¬¯®§¨æ¨¨ ï¢«ï¥âáï FSet-®¯¥à ¤®©. �-
 «£¥¡àë ­ ¤ íâ®© ®¯¥à ¤®© ¬®¦­® ®¯¨á âì ª ª ¬­®¦¥áâ¢  A á á¥¬¥©áâ¢®¬ ¡¨­ à­ëå ®¯¥à æ¨©

� : A�A! A, � 2 [0; 1], ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«­¥­ë â®¦¤¥áâ¢ 

1) �(�(x; y); z) = ��(x; �(1 � �)=(1 � ��)(y; z)), £¤¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® 0
0
= 0;

2) �(x; y) = (1� �)(y; x).
FSet- «£¥¡àë ­ ¤ � | íâ® â¥ ¨§ ­¨å, ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«­ïîâáï ¤®¯®«­¨â¥«ì­® â®¦¤¥-

áâ¢ 

3) �(x; x) = x, 1(x; y) = x.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, FSet- «£¥¡àë ­ ¤ � | íâ® ¢ â®ç­®áâ¨ ª®­¢¥ªá®àë ¢ á¬ëá«¥ [1], [2].

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¢¥àª  á¢®©áâ¢ ®¯¥à ¤ë ­¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á«®¦­®áâ¥©. �ãáâì A ¥áâì

�- «£¥¡à . �â® §­ ç¨â, çâ® ¤«ï «î¡®£® ­ ¡®à  � = (�1; : : : ; �n), £¤¥ 0 � �i � 1 ¨
nP
i=1

�i = 1,

®¯à¥¤¥«¥­  n- à­ ï ®¯¥à æ¨ï � : An ! A. � á«ãç ¥ n = 2 ­ ¡®à (�; 1 � �) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ®¤­¨¬
ç¨á«®¬ �, â ª çâ® ¡¨­ à­ë¥ ®¯¥à æ¨¨ ­  A ¯®¬¥ç¥­ë ç¨á« ¬¨ ¨§ ¥¤¨­¨ç­®£® ®âà¥§ª . P¥§ã«ìâ â
¯à¨¬¥­¥­¨ï â ª®© ®¯¥à æ¨¨ ª (x1; x2) 2 A2 ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ �(x1; x2). �à®¢¥à¨¬ ¯¥à¢®¥ ¨§ âà¥-
¡ã¥¬ëå á¢®©áâ¢, ¨á¯®«ì§ãï  áá®æ¨ â¨¢­®áâì ¤«ï ®¯¥à ¤ ¨  «£¥¡à ­ ¤ ®¯¥à ¤ ¬¨. �ãáâì �� 6= 1.
�®£¤ 

�(�(x; y); z) = (�; 1 � �)((�; 1 � �); 1)(x; y; z) = (�(�; 1 � �); 1� �)(x; y; z) =

= (��; �(1 � �); 1 � �)(x; y; z) = (��; 1 � ��)
�
1;
�
�(1� �)
1� ��

;
1� �

1� ��

��
(x; y; z) =

= ��

�
x;

�(1 � �)
1� ��

(y; z)
�
:

�á«¨ ¦¥ �� = 1, â® � = � = 1, ¨ â®£¤  1(1(x; y); z) = ((1; 0)((1; 0); 1))(x; y; z) = (1; 0; 0)(x; y; z) =
(1; 0)(1; (0; 1))(x; y; z) = 1(x; 0(y; z)). �ãáâì � = (1 2) 2 �2 | âà ­á¯®§¨æ¨ï. �®£¤  �(�; 1 � �) =
(1��; �), ¨ ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î  «£¥¡àë (1��)(x; y) = (�(�; 1��))(x; y) = (�; 1��)((x; y)�) = �(y; x).

�â®¡ë ¯®«ãç¨âì ¤¢  ¯®á«¥¤­¨å â®¦¤¥áâ¢ , ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï FSet-áâàãªâãà®© ­  �. �®§ì¬¥¬
¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ f : [2] ! [1]. �¬ã á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®â®¡à ¦¥­¨ï �(f) : �(2) ! �(1),
(�; 1��) 7! 1 ¨ A(f) : A! A2, x 7! (x; x). �®£« á­® ­ «®¦¥­­®¬ã ­   «£¥¡àã A ãá«®¢¨î ¤®«¦­®
¡ëâì ¢ë¯®«­¥­® â®¦¤¥áâ¢® (�(f)(�; 1 � �))x = (�; 1 � �)(A(f)(x)), â. ¥. 1x = x = �(x; x). �á«¨
¢§ïâì f : [1] ! [2], f(1) = 1, â® A(f)(x; y) = x, �(f)(1) = (1; 0), ¨ (�(f)(1))(x; y) = 1(A(f)(x; y))
á¢®¤¨âáï ª 1(x; y) = (1; 0)(x; y) = 1x = x. �­ «®£¨ç­®, ¥á«¨ f(1) = 2, â® ¯®«ãç¨¬ 0(x; y) =
(0; 1)(x; y) = 1y = y.
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�à¥¢à â¨¬ â¥¯¥àì ¯à®¨§¢®«ì­ë© ª®­¢¥ªá®à A ¢ �- «£¥¡àã. �â®¡à ¦¥­¨ï �(1) � A ! A,
(1; x) 7! 1x = x ¨ �(2) � A2 ! A, ((�; 1 � �); x; y) 7! �(x; y) = (�; 1 � �)(x; y) á®®â¢¥âáâ¢ãîâ
®¯¥à æ¨ï¬ ª®­¢¥ªá®à . � ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ®¯à¥¤¥«ï¥¬

�(n)�An ! A; ((�1; �2; : : : ; �n); x1; x2; : : : ; xn) 7! (�1; �2; : : : ; �n)(x1; x2; : : : ; xn)

ª ª ®¯¥à æ¨î, ¢¢¥¤¥­­ãî ¢ [3] (á¬. â ª¦¥ [1], á. 4; [2], á. 59). �â  ®¯¥à æ¨ï, ®¡®§­ ç ¥¬ ï

(�1; �2; : : : ; �n)(x1; x2; : : : ; xn) =
nP
i=1

�ixi, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® n. �à¨ n = 1; 2 íâ® ã¦¥

á¤¥« ­®, ¯à¨ n > 2 ¯®« £ ¥¬ (1; 0; : : : ; 0)(x1; x2; : : : ; xn) = x1 ¨ ¯à¨ �1 6= 1

(�1; �2; : : : ; �n)(x1; x2; : : : ; xn) = �1

�
x1;

�
�2

1� �1

; : : : ;
�n

1� �1

�
(x2; : : : ; xn)

�
:

�§ ¤®ª § ­­ëå ¢ [2]{[3] â®¦¤¥áâ¢

(�1; : : : ; �n)(x1; : : : ; xn) = (��(1); : : : ; ��(n))(x�(1); : : : ; x�(n)) ¤«ï «î¡®£® � 2 �n;
mX
i=1

�i

� niX
j=1

�i jxi j

�
=

mX
i=1

niX
j=1

(�i�i j)xi j

á«¥¤ã¥â, çâ® ­  A ®¯à¥¤¥«¥­  áâàãªâãà   «£¥¡àë ­ ¤ �-®¯¥à ¤®© �. �â®¡ë ¤®ª § âì ­ -
«¨ç¨¥ FSet-áâàãªâãàë, ¬®¦­® § ¬¥â¨âì, çâ® «î¡®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ f : [n] ! [m] ¯à¥¤áâ ¢¨-
¬® ¢ ¢¨¤¥ ª®¬¯®§¨æ¨¨ f = �g, £¤¥ � 2 �m,   g : [n] ! [m] | ­¥ã¡ë¢ îé¥¥ ®â®¡à ¦¥-
­¨¥, ¨ ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì «î¡®¥ ­¥ã¡ë¢ îé¥¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¥áâì ª®¬¯®§¨æ¨ï ®â®¡à ¦¥­¨© ¢¨¤ 
p : [n] ! [n + 1], p(1) = 1; : : : ; p(i � 1) = i � 1, p(i) = i + 1; : : : ; p(n) = n + 1 ¨ q : [n] ! [n � 1],
q(1) = 1; : : : ; q(i) = i, q(i+1) = i; : : : ; q(n) = n�1 ([16]). � «¥¥, ¨­â¥à¥áãîé¥¥ ­ á à ¢¥­áâ¢® ¢¨¤ 
(�(uv)(�1; : : : ; �n))(x1; : : : ; xm) = (�1; : : : ; �n)(xu(v(1)); : : : ; xu(v(n))) ¥áâì á«¥¤áâ¢¨¥ ¤¢ãå à ¢¥­áâ¢:
(�(u)(�1; : : : ; �k))(x1; : : : ; xm) = (�1; : : : ; �k)(xu(1); : : : ; xu(k)) ¨ (�(v)(�1; : : : ; �n))(y1; : : : ; yk) =
(�1; : : : ; �n)(yv(1); : : : ; yv(n)). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®áâ â®ç­® ¯à®¢¥à¨âì ¢ë¯®«­¥­¨¥ à ¢¥­áâ¢ ¤¢ãå â¨-
¯®¢:

(�1; : : : ; �i + �i+1; �i+2; : : : ; �n+1)(x1; : : : ; xn) =

= (�1; : : : ; �i; �i+1; �i+2; : : : ; �n+1)(x1; : : : ; xi; xi; xi+1; : : : ; xn)

¨

(�1; : : : ; �i�1; 0; �i; �i+1; : : : ; �n�1)(x1; : : : ; xn) =

= (�1; : : : ; �i�1; �i; : : : ; �n�1)(x1; : : : ; xi�1; xi+1; : : : ; xn):

�¥§ ¯®â¥à¨ ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® i = n. �®£¤  ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ §­ ª  áã¬¬ë
¯à®¢¥àï¥¬ë¥ à ¢¥­áâ¢  ¯à¨®¡à¥â îâ ¢¨¤

n�1X
i=1

�ixi + (�n + �n+1)xn =
n�1X
i=1

�ixi + �nxn + �n+1xn;

n�1X
i=1

�ixi + 0xn =
n�1X
i=1

�ixi:

�â¨ à ¢¥­áâ¢  ï¢«ïîâáï ç áâ­ë¬¨ á«ãç ï¬¨ â®¦¤¥áâ¢ ¨§ ([1], á. 4) (¬¥¦¤ã (3) ¨ (4)).

�¯¥à ¤ã � ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ®¯¥à ¤®© á¨¬¯«¥ªá®¢, ¨¡® �(n) ä ªâ¨ç¥áª¨ ¥áâì áâ ­¤ àâ­ë©
á¨¬¯«¥ªá �n�1.
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� ¬¥ç ­¨¥. �«ï ¢á¥å n � 1 à áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢ 

Sph(n) = f(�1; : : : ; �n) j �i 2 [�1;+1]; 1 � i � n; �2
1 + � � �+ �2

n = 1g;
Cub(n) = f(�1; : : : ; �n) j �i 2 [�1;+1]; 1 � i � n; max(j�1j; : : : ; j�nj) = 1g:

�¯à¥¤¥«¥­­ ï ¢ â®ç­®áâ¨ â ª ¦¥, ª ª ¨ ¤«ï �, ®¯¥à æ¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¯à¥¢à é ¥â Sph ¨ Cub
¢ ®¯¥à ¤ë, ª®â®àë¥ ¬®¦­® ­ §¢ âì á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ®¯¥à ¤®© áä¥à ¨ ®¯¥à ¤®© ªã¡®¢. �¥á¬®âàï ­ 
­ «¨ç¨¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­ëå ¡¨¥ªæ¨© (£®¬¥®¬®àä¨§¬®¢) ¬¥¦¤ã �(n), Sph(n) ¨ Cub(n), ¯®ª  ­¥ïá­®,
¡ã¤ãâ «¨ ª ª¨¥-â® ¨§ íâ¨å ®¯¥à ¤ ¨§®¬®àä­ë¬¨. �â¬¥â¨¬ £®¬®¬®àä­®¥ ¢«®¦¥­¨¥ � ¢ Sph,
®áãé¥áâ¢«ï¥¬®¥ ä®à¬ã«®© (�1; : : : ; �n) 7! (

p
�1; : : : ;

p
�n), ¨ ®¡à â­ë© ª ­¥¬ã á«¥¢  £®¬®¬®àä¨§¬

¯à®¥ªæ¨¨ ¨§ Sph ­  �: (�1; : : : ; �n) 7! (�2
1; : : : ; �

2
n).

�â®¡à ¦¥­¨¥ ª®­¢¥ªá®à®¢ f : A! B ­ §®¢¥¬ �-«¨­¥©­ë¬, ¥á«¨ f(�(a1; a2)) = �(f(a1); f(a2))
¤«ï ¢á¥å a1; a2 2 A ¨ «î¡ëå � 2 [0; 1]. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Conv ª â¥£®à¨î Alg-�FSet, ®¡ê¥ªâë
ª®â®à®©, ª ª ¯®ª § ­® ¢ëè¥, ¥áâì ª®­¢¥ªá®àë,   ¬®àä¨§¬ë (£®¬®¬®àä¨§¬ë �- «£¥¡à) áãâì
�-«¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï. �­®¦¥áâ¢® �-«¨­¥©­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ A ¢ B ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§
Conv(A;B). �-¯®«¨«¨­¥©­ë¬ ­ §®¢¥¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¢¨¤  h : A1 � � � � � An �! B, ï¢«ïîé¥-
¥áï �-«¨­¥©­ë¬ ¯® ª ¦¤®¬ã  à£ã¬¥­âã, £¤¥ A1; : : : ; An; B | ª®­¢¥ªá®àë.

�¥¬¬  3. �­®¦¥áâ¢® Conv(A;B) ®¡« ¤ ¥â ¥áâ¥áâ¢¥­­®© áâàãªâãà®© ª®­¢¥ªá®à . � ¨¬¥­-

­®, ¥á«¨ ¤ ­ë �-«¨­¥©­ë¥ f1; f2 : A ! B ¨ � 2 [0; 1], â® �(f1; f2) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨¬

®¡à §®¬: ¤«ï ª ¦¤®£® a 2 A ¯®« £ ¥¬ �(f1; f2)(a) = �(f1(a); f2(a)). �-¡¨«¨­¥©­ë¬¨ ï¢«ïîâ-

áï ®â®¡à ¦¥­¨ï ª®¬¯®§¨æ¨¨ ¬®àä¨§¬®¢ ¢ ª â¥£®à¨¨ Conv, â. e. Conv(B;C) � Conv(A;B) �!
Conv(A;C), (f; g) 7! fg ¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¢¨¤  Conv(A;B)�A �! B, (f; a) 7! f(a).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �à®¢¥à¨¬, çâ® �(f1; f2) 2 Conv(A;B). �â® ¡ã¤¥â á«¥¤®¢ âì ¨§ â®¦¤¥áâ¢ 

�(�(x; y); �(z; t)) = ��

�
x;

�(1 � �)
1� ��

(y; �(z; t))
�
= ��

�
x;

1� �

1� ��
(�(z; t); y)

�
=

= ��

�
x;
(1� �)�
1� ��

(z; (1 � �)(t; y))
�
= �(�(x; z); �(y; t));

á¯à ¢¥¤«¨¢®£® ¢ «î¡®¬ ª®­¢¥ªá®à¥. � ¬¥â¨¬, çâ® ç áâ­ë¬ á«ãç ¥¬ íâ®£® â®¦¤¥áâ¢  ï¢«ï¥âáï
â®¦¤¥áâ¢®, ¯à¨¢¥¤¥­­®¥ ¢ ([1], á. 3; [17], á. 79, ¯à¨¬¥à 1.5). �¥¯¥àì ¯ãáâì g = �(f1; f2). �â¢¥à¦¤¥-
­¨¥, çâ® g(�(a1; a2)) = �(g(a1); g(a2)), ¥áâì ç áâ­ë© á«ãç © ¤®ª § ­­®£® â®«ìª® çâ® â®¦¤¥áâ¢ 
¯à¨ x = f1(a1), y = f1(a2), z = f2(a1), t = f2(a2). �áâ «ì­ë¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï «¥¬¬ë ¯à®¢¥àïîâáï
­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®.

� â¥£®à¨ï Conv ¢® ¬­®£¨å ®â­®è¥­¨ïå ¯®å®¦  ­  ª â¥£®à¨î ¬®¤ã«¥© ­ ¤ ª®¬¬ãâ â¨¢­ë¬
ª®«ìæ®¬. �®áª®«ìªã íâ® | ¬­®£®®¡à §¨¥ ã­¨¢¥àá «ì­ëå  «£¥¡à, â® áãé¥áâ¢ãîâ ¯à®¨§¢®«ì­ë¥
¤¥ª àâ®¢ë ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¨ ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï. �®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ®¯¨á ­ë ¢ ([2], ¯à¥¤«®¦¥­¨¥ 5).
�§¢¥áâ­® â ª¦¥ [1], çâ® á¢®¡®¤­ë© ª®­¢¥ªá®à Fr�(X) á ¡ §¨á®¬ X ¨§®¬®àä¥­ ª®­¢¥ªá®àã D(X)
¢á¥å à á¯à¥¤¥«¥­¨© ­  X, â. ¥. ¬­®¦¥áâ¢ã ¢á¥å ®â®¡à ¦¥­¨© ¢¨¤  
 : X ! [0; 1] â ª¨å, çâ®

(x) = 0 ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å x 2 X ¨

P
x2X


(x) = 1. �à¨ íâ®¬ ¡ §¨á­ë¬ í«¥¬¥­â ¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ

å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¥ äã­ªæ¨¨ â®ç¥ª X. �¢®¡®¤­ë© ª®­¢¥ªá®à á ¡ §¨á®¬ ¨§ n í«¥¬¥­â®¢ | íâ®
ª®­¢¥ªá®à �(n). �-«¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¨§ �(n) ¢ �(n) ­ å®¤ïâáï ¢® ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¬
á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á® áâ®å áâ¨ç¥áª¨¬¨ n� n-¬ âà¨æ ¬¨.

�¥­§®à­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ª®­¢¥ªá®à®¢ V ¨ W ®¯à¥¤¥«ï¥¬ ª ª ª®­¢¥ªá®à V 
W ¢¬¥áâ¥ á �-
¡¨«¨­¥©­ë¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ dV;W : V �W ! V 
W â ª¨¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® B 2 Conv ¨ «î¡®£®
�-¡¨«¨­¥©­®£® h : V �W ! B áãé¥áâ¢ã¥â, ¯à¨â®¬ â®«ìª® ®¤­®, �-«¨­¥©­®¥ f : V 
W ! B
â ª®¥, çâ® fdV;W = h. �¤¨­áâ¢¥­­®áâì á â®ç­®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬  ®ç¥¢¨¤­ .
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�¥®à¥¬  2. �¥­§®à­ë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¢ Conv áãé¥áâ¢ãîâ. � â¥£®à¨ï Conv á ®¯¥à æ¨¥©

â¥­§®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï áâ ­®¢¨âáï á¨¬¬¥âà¨ç¥áª®© ¬®­®¨¤ «ì­®© § ¬ª­ãâ®© ª â¥£®à¨-

¥©. � ç áâ­®áâ¨, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¥áâ¥áâ¢¥­­ë© ¨§®¬®àä¨§¬ á®¯àï¦¥­¨ï: Conv(V 
 W;B) �=
Conv(W;Conv(V;B)). �®«ì ­¥©âà «ì­®£® ®¡ê¥ªâ  ¤«ï â¥­§®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¨£à ¥â ®¤­®â®-

ç¥ç­ë© ª®­¢¥ªá®à �(1).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâà®¥­¨¥ V 
W ¯à®¨§¢®¤¨âáï ¢ Conv â®ç­® â ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ ª â¥£®à¨¨
¬®¤ã«¥©. � ¨¬¥­­®, ¡¥à¥âáï á¢®¡®¤­ë© ª®­¢¥ªá®à Fr�(V � W ) ¨ ä ªâ®à¨§ã¥âáï ¯® ­ ¨¬¥­ì-
è¥© ª®­£àãí­æ¨¨, á®¤¥à¦ é¥© ¢á¥ ¯ àë ¢¨¤  (�(v1; v2); w) � �((v1; w); (v2; w)), (v; �(w1; w2)) �
�((v; w1); (v; w2)). �-¡¨«¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ dV;W : V � W ! V 
 W ¥áâì ª®¬¯®§¨æ¨ï
V � W ! Fr�(V � W ) ! V 
 W . �á¥ ¤ «ì­¥©è¨¥ à ááã¦¤¥­¨ï ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ¤®á«®¢­® ¯¥-
à¥­®áïâáï ¨§ â¥®à¨¨ ¬®¤ã«¥© ­ ¤ ª®«ìæ ¬¨.

�§ ¯®áâà®¥­¨ï ¢¨¤­®, çâ® í«¥¬¥­âë V 
W ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ \«¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨"P
i

�i(vi 
 wi), £¤¥ v 
 w = dV;W (v; w), ¯®çâ¨ ¢á¥ �i 2 [0; 1] à ¢­ë ­ã«î ¨
P
i

�i = 1.

�®ç­® â ª¨¬ ¦¥ ®¡à §®¬, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥ ¬®¤ã«¥©, áâà®ïâáï â¥­§®à­ë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ª®­¬®-
¤ã«¥©. �ã¤¥â ¤®áâ â®ç­® à áá¬®âà¥âì á¨âã æ¨î, ª®£¤  ­  ª®­¢¥ªá®à¥ V ¤¥©áâ¢ã¥â á¯à ¢  £àã¯¯ 
G,   ­  ª®­¢¥ªá®à¥ W â  ¦¥ £àã¯¯  G ¤¥©áâ¢ã¥â á«¥¢ . �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¤«ï ¢á¥å � 2 [0; 1],
v1; v2 2 V , g 2 G ¨¬¥¥â ¬¥áâ® â®¦¤¥áâ¢® (�(v1; v2))g = �(v1g; v2g) ¨  ­ «®£¨ç­® ¤«ï «¥¢®£® ¤¥©-
áâ¢¨ï ­  W . �®£¤  V 
G W ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ã­¨¢¥àá «ì­ë¬ á¢®©áâ¢®¬ ç¥à¥§ �-¡¨«¨­¥©­ë¥
®â®¡à ¦¥­¨ï h : V �W ! B â ª¨¥, çâ® h(vg; w) = h(v; gw) ¤«ï ¢á¥å v 2 V , w 2W , g 2 G. �¥£ª®
¯®ª §ë¢ ¥âáï, çâ® V 
GW áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¨§®¬®àä­® ä ªâ®àã V 
W ¯® ­ ¨¬¥­ìè¥© ª®­£àãí­æ¨¨,
¯®à®¦¤¥­­®© ¢á¥¬¨ ¯ à ¬¨ ((vg 
 w); (v 
 gw)). �¯à¥¤¥«¨¬ ª â¥£®à¨î ConvG á ®¡ê¥ªâ ¬¨ |
ª®­¢¥ªá®à ¬¨, ­  ª®â®àëå á«¥¢  ¤¥©áâ¢ã¥â ãª § ­­ë¬ ¢ëè¥ ®¡à §®¬ £àã¯¯  G,   ¬®àä¨§¬ë |
íª¢¨¢ à¨ ­â­ë¥ �-«¨­¥©­ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï. �á«¨ ­  V £àã¯¯  G ¤¥©áâ¢ã¥â á¯à ¢ , â® ­  ª®­¢¥ª-
á®à¥ Conv(V;B) ®­  ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬ ¤¥©áâ¢ã¥â á«¥¢  ¯® ¯à ¢¨«ã (gf)(v) = f(vg), ¨ ¨¬¥¥â
¬¥áâ® ¥áâ¥áâ¢¥­­ë© ¨§®¬®àä¨§¬ Conv(V 
G W;B) �= ConvG(W;Conv(V;B)). �®«ì ­¥©âà «ì­®£®
®¡ê¥ªâ  ¤«ï íâ®© à §­®¢¨¤­®áâ¨ â¥­§®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¨£à ¥â á¢®¡®¤­ë© ª®­¢¥ªá®à á ¡ §¨á®¬
G ( ­ «®£ £àã¯¯®¢®©  «£¥¡àë). �¢¨¤ã ­ «¨ç¨ï ã äã­ªâ®à  â¥­§®à­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï á®¯àï¦¥­-
­®£® á¯à ¢  äã­ªâ®à  ¢ë¯®«­ïîâáï á¢®©áâ¢  ¯¥à¥áâ ­®¢®ç­®áâ¨ á ¯àï¬ë¬¨ ¯à¥¤¥« ¬¨, ¢ ç áâ-
­®áâ¨, á ª®¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï¬¨ ¨ á ª®ãà ¢­¨â¥«ï¬¨. �â® á¢®©áâ¢® ¡ã¤¥â áãé¥áâ¢¥­­® ¨á¯®«ì§®¢ ­®
¢® ¢â®à®© ç áâ¨ ¤ ­­®© à ¡®âë ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ®á­®¢­®£® à¥§ã«ìâ â .

�¥®à¨î ¬ã«ìâ¨®¯¥à â®à­ëå �-«¨­¥©­ëå  «£¥¡à ¬®¦­® áâà®¨âì á®¢¥àè¥­­®  ­ «®£¨ç­®
â¥®à¨¨ «¨­¥©­ëå ¬ã«ìâ¨®¯¥à â®à­ëå  «£¥¡à. �ãáâì § ¤ ­® ¬­®¦¥áâ¢® á¨¬¢®«®¢ ®¯¥à æ¨©

 =

1[
n=1


n. �-«¨­¥©­ ï 
- «£¥¡à  A ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ª®­¢¥ªá®à, ­  ª®â®à®¬ ¤«ï ª ¦¤®£®

n � 1 ¨ ª ¦¤®£® ! 2 
n ®¯à¥¤¥«¥­® �-¯®«¨«¨­¥©­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ !A : An ! A. �®¬®¬®àä¨§¬ë
â ª¨å  «£¥¡à ¤®«¦­ë ¡ëâì á®®â¢¥âáâ¢¥­­® �-«¨­¥©­ë¬¨. �¡á®«îâ­® á¢®¡®¤­ë¥ �-«¨­¥©­ë¥

- «£¥¡àë áâà®ïâáï ª ª á¢®¡®¤­ë¥ ª®­¢¥ªá®àë, ¡ §¨á ¬¨ ª®â®àëå ï¢«ïîâáï ­¥«¨­¥©­ë¥  ¡-
á®«îâ­® á¢®¡®¤­ë¥ 
- «£¥¡àë. �¯¥à æ¨¨ à á¯à®áâà ­ïîâáï á ¬­®¦¥áâ¢  ¡ §¨á­ëå í«¥¬¥­â®¢
¯® �-«¨­¥©­®áâ¨ â®ç­® â ª ¦¥, ª ª ¨ ¢ «¨­¥©­®¬ á«ãç ¥. �®­£àãí­æ¨¨ �-«¨­¥©­ëå  «£¥¡à |
íâ® ª®­£àãí­æ¨¨ 
- «£¥¡à â ª¨¥, çâ® ¤«ï «î¡®£® ª®­¥ç­®£® á¥¬¥©áâ¢  xi � yi, 1 � i � n, ¨

«î¡ëå i 2 [0; 1] á ãá«®¢¨¥¬
nP
i=1

�i = 1 ¤®«¦­® ¡ëâì
nP
i=1

�ixi �
nP
i=1

�iyi. �®¦¤¥áâ¢  �-«¨­¥©­ëå


- «£¥¡à ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì ¢ ¢¨¤¥ u(x1: : : : ; xi; : : : ; xn) = v(x1; : : : ; xi; : : : ; xn), £¤¥ u, v | í«¥-
¬¥­âë  ¡á®«îâ­® á¢®¡®¤­®© �-«¨­¥©­®© 
- «£¥¡àë á ¡ §¨á®¬ x1; : : : ; xn. � ç áâ­®áâ¨, ¯®­ïâ¨¥
�-¯®«¨«¨­¥©­®£® â®¦¤¥áâ¢  ¨¬¥¥â ¯®çâ¨ â®â ¦¥ ¢¨¤, çâ® ¨ ¢ «¨­¥©­®¬ á«ãç ¥. � ¨¬¥­­®, u ¨ v
¤®«¦­ë ¡ëâì �-«¨­¥©­ë¬¨ äã­ªæ¨ï¬¨ ¯® ª ¦¤®© ¯¥à¥¬¥­­®© xi. �­®£®®¡à §¨ï �-«¨­¥©­ëå

- «£¥¡à, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå ¯®«¨«¨­¥©­ë¬¨ â®¦¤¥áâ¢ ¬¨, ¡ã¤ãâ ®å à ªâ¥à¨§®¢ ­ë ¢® ¢â®à®© ç -
áâ¨ ¤ ­­®© à ¡®âë ª ª ¬­®£®®¡à §¨ï  «£¥¡à ­ ¤ �-«¨­¥©­ë¬¨ ®¯¥à ¤ ¬¨.
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