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�¢¥¤¥¨¥. � íâ®© à ¡®â¥ à áá¬®âà¥ë ¡¥áª®¥ç® ¬ «ë¥ (¡. ¬.) ¨§£¨¡ ¨ï â®à®®¡à §®©
¯®¢¥àå®áâ¨ ¢à é¥¨ï á ¬®£®ã£®«ìë¬ ¬¥à¨¤¨ ®¬ ¨ ¯®«ãç¥® ¥®¡å®¤¨¬®¥ ¨ ¤®áâ â®ç®¥
ãá«®¢¨¥, çâ®¡ë â ª ï ¯®¢¥àå®áâì ¡ë«  ¥¦¥áâª®©. � ª¦¥ ¤   ¯à®æ¥¤ãà  ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯®«ï
¡. ¬. ¨§£¨¡ ¨© ¤«ï â ª®© ¯®¢¥àå®áâ¨. �¥§ã«ìâ â �.�.�¥«®¢  [1] ï¢«ï¥âáï ç áâë¬ á«ãç ¥¬
â¥®à¥¬ë, ¤®ª § ®© ¢ íâ®© à ¡®â¥.

�ãáâì ¯à®áâ®© ¬®£®ã£®«ì¨ª pn á ¢¥àè¨ ¬¨ Ai(ui; �i) (i = 1; : : : ; n) ¢ ¤¥ª àâ®¢®© á¨áâ¥¬¥
ª®®à¤¨ â u0� ¢à é ¥âáï ¢®ªàã£ ®á¨ u, ¥¤¨¨çë© ¢¥ªâ®à ª®â®à®© �e. �®£¤  ãà ¢¥¨¥ áâ®à®
¨¬¥îâ ¢¨¤

AmAm+1 : �(m) = �m +
�m+1 � �m
um+1 � um

(u� um); �0(m) =
�m+1 � �m
um+1 � um

= km (m = 1; : : : ; n; An+1 � A1);
(1)

£¤¥ �(m) | § ç¥¨¥ �   AmAm+1.
�â®¡ë à áá¬®âà¥âì ¡. ¬. ¨§£¨¡ ¨ï â®à®®¡à §®© ¯®¢¥àå®áâ¨ ¢à é¥¨ï á ¯à®áâë¬ § ¬ªã-

âë¬ ¬¥à¨¤¨ ®¬, ¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ ¬¥â®¤ �®-�®áá¥  [2].
� ¤¨ãá-¢¥ªâ®à â®çª¨ ¯®¢¥àå®áâ¨ ¡ã¤¥â

�r(u; v) = u�e+ �(u)�a(v); (2)

£¤¥ � = �(u) | ãà ¢¥¨¥ ¬¥à¨¤¨  , �a(v) | ¥¤¨¨çë© ¢¥ªâ®à ®á¨ �, v | ã£®« ¬¥¦¤ã ¯«®áª®-
áâìî  ç «ì®£® ¯®«®¦¥¨ï ¬¥à¨¤¨   ¨ �a(v), �e | ¥¤¨¨çë© ¢¥ªâ®à ®á¨ ¢à é¥¨ï.

�ã¤ ¬¥â «ì®¥ ¯®«¥ ¡. ¬. ¨§£¨¡ ¨© ¯®¢¥àå®áâ¨ (2) ¡ã¤¥â

�z(u; v) = ['k(u)e
ikv + ~'ke

�ikv ]�e+ [ k(u)e
ikv + ~ k(u)e

�ikv ]�a(v) + [�k(u)e
ikv + �k(u)e

�ikv ]�a0(v); (3)

£¤¥,  ¯à¨¬¥à, ~'k(u) | á®¯àï¦¥®¥ § ç¥¨¥ ¤«ï 'k(u), äãªæ¨¨ 'k(u),  k(u), �k(u) ã¤®¢«¥-
â¢®àïîâ ãà ¢¥¨ï¬

'0

k(u)� �0(u) 0

k(u) = 0;  k(u) + ik�k(u) = 0;

ik'k(u) + �0(u)[ik k(u)� �k(u)] + �(u)�0k(u) = 0:
(4)

�ãªæ¨¨  k(u), �k(u) ã¤®¢«¥â¢®àïîâ â ª¦¥ ¨ ãà ¢¥¨î

�(u)�00(u) + (k2 � 1)�00(u)�(u) = 0; (5)

£¤¥ �(u) | ¥¨§¢¥áâ ï äãªæ¨ï. �¯ãáª ï ¨¤¥ªá k, ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§  (i) § ç¥¨¥    áâ®à® å
AiAi+1, i = 1; : : : ; n, An+1 � A1.

�§ ãà ¢¥¨© (1) ¨ (5) ¢ëâ¥ª ¥â «¨¥©®áâì äãªæ¨©  (i)(u), â. ¥.

 (i)(u) =Miu+Ni (i = 1; : : : ; n): (6)

� â®çª å u = � ¬¥à¨¤¨  , £¤¥ �0(��0) 6= �0(�+0), â. ¥. ¢ ¢¥àè¨ å ¬®£®ã£®«ì¨ª , ¯à¥¤¯®« £ ï
¥¯à¥àë¢®áâì äãªæ¨©  (i)(u), ¯®«ãç ¥¬

 (i)(ui) =  (i�1)(ui); i = 1; : : : ; n;  (1)(u1) =  (n)(u1) (7)
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¨ ®âáî¤ , ãç¨âë¢ ï (6), ¨¬¥¥¬

Miui +Ni =Mi�1ui +Ni�1; i = 1; : : : ; n; M0 �Mn N0 = Nn: (8)

� áá¬ âà¨¢ ï íâã á¨áâ¥¬ã ª ª á¨áâ¥¬ã á ¥¨§¢¥áâë¬¨ Ni, i = 1; : : : ; n, ¯®«ãç ¥¬

N1 �Nn = �M1u1 +Mnu1;

N1 �N2 = �M1u2 +M2u2;

: : :

Nm�1 �Nm = �Mm�1um +Mmum;

: : :

Nn�1 �Nn = �Mn�1un +Mmun:

(9)

� ¢¥àè¨ å ¬®£®ã£®«ì¨ª  ¨¬¥¥¬ ãà ¢¥¨¥ ([2], c. 112, ãà. (15))

�(�)[ 0(� + 0)�  0(� � 0)] + (k2 � 1) (�)[�0(� + 0)� �0(� � 0)] = 0; (10)

®âªã¤  ¯®«ãç ¥âáï á¨áâ¥¬ 

�i(Mi �Mi�1) + (k2 � 1)(Miui +Ni)(ki � ki�1) = 0 (i = 1; : : : ; n; M0 �Mn; k0 � kn);

â. ¥.

[�1 + (k2 � 1)(k1 � kn)u1]M1 � �1Mn + (k2 � 1)(k1 � kn)N1 = 0;

��2M1 + [�2 + (k2 � 1)(k2 � k1)u2]M2 + (k2 � 1)(k2 � k1)N2 = 0;

: : :

��mMm�1 + [�m + (k2 � 1)(km � km�1)um]Mm + (k2 � 1)(km � km�1)Nm = 0;

: : :

��nMn�1 + [�n(k2 � 1)(kn � kn�1)un]Mn + (k2 � 1)(kn � kn�1)Nn = 0:

(11)

�à ¢¥¨ï (9) ¨ (11) á®áâ ¢«ïîâ á¨áâ¥¬ã «¨¥©ëå ãà ¢¥¨© á ¥¨§¢¥áâë¬¨ Mi, Ni

(i = 1; : : : ; n).
� áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã (9) á ¥¨§¢¥áâë¬¨ Ni. �«ï à áè¨à¥®© ¬ âà¨æë íâ®© á¨áâ¥¬ë

P = [pij ] (i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; n+ 1) (12)

¨¬¥¥¬

p11 = 1; p1n = �1; p1n+1 = �M1u1 +Mnu1; p1n = 0; r = 2; : : : ; n� 1;

pmm�1 = 1; pmm = �1; pmn+1 = (Mm �Mm�1)um; pms = 0;

s =2 fm� 1;m; n+ 1g; m = 2; : : : ; n:

�«¥¬¥â àë¬¨ ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï¬¨: 1� (�I)!(II), 2� (k� 1)!(k), ¬ âà¨æã (12) ¯à¨¢®¤¨¬ ª ¢¨¤ã

P �

2
666666666664

N1 N2 Nm�1 Nm Nn�1 Nn

1 0 : : : 0 0 : : : 0 �1 p1
0 �1 : : : 0 0 : : : 0 1 p2
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 : : : 0 �1 : : : 0 1 pm
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 : : : 0 0 : : : �1 1 pn�1
0 0 : : : 0 0 : : : 0 0 pn

3
777777777775

; (13)
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£¤¥

p1 = (Mn �M1)u1;

p2 = (M1 �Mn)u1 + (M2 �M1)u2;

: : :

pm = (M1 �Mn)u1 +
mX
l=1

(Ml �Ml�1)ul; m = 2; : : : ; n;

: : :

pn�1 = (M1 �Mn)u1 +
n�1X
l=2

(Ml �Ml�1)ul;

pn = (M1 �Mn)u1 +
nX
l=2

(Ml �Ml�1)ul:

(130)

�¨áâ¥¬  (9) á®¢¬¥áâ  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  rangM = rangP , £¤¥ M | ¬ âà¨æ 
á¨áâ¥¬ë (9), P | à áè¨à¥ ï ¬ âà¨æ  íâ®© á¨áâ¥¬ë, â. ¥. â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

(M1 �Mn)u1 +
nX
l=2

(Ml �Ml�1)ul = 0;

â. ¥.

Mm =
1

u1 � un

n�1X
i=1

(ui � ui�1)Mi: (14)

�«ï à¥¤ãæ¨à®¢ ®© á¨áâ¥¬ë (á®£« á® (13) ¨ (130)) ¨¬¥¥¬

N1 �Nn = (Mn �M1)u1;

�N2 +Nn = (M1 �Mn)u1 + (M2 �M1)u2;

: : :

�Nm +Nn = (M1 �Mn)u1 +
mX
l=2

(Ml �Ml�1)ul;

: : :

�Nn�1 +Nn = (M1 �Mn)u1 +
n�1X
l=2

(Ml �Ml�2)ul:

(15)

�¢®¤ï ®¡®§ ç¥¨ï
ui � uj = uij ; ki � kj = kij ;

¨§ (15) ¯®«ãç ¥¬

N1 = Nn +
u1
u1n

un 2M1 +
u1
u1n

n�1X
i=2

ui i+1Mi;

: : :

Nm = Nn +
un
u1n

m�1X
i=1

ui i+1Mi +
umun � u1um+1

u1n
Mm +

u1
u1n

n�1X
i=m+1

ui i+1Mi; m = 2; : : : ; n� 2;

: : :

Nn�1 = Nn +
un
u1n

n�2X
i=1

ui i+1Mi +
unun�1 1
u1n

Mn�1:

(16)
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�®£¤  á¨áâ¥¬  (11) á ¥¨§¢¥áâë¬¨ M1; : : : ;Mn�1, Nn á¢®¤¨âáï ª

[�1u2n + (k2 � 1)k1nu1u1 2]M1 +
n�1X
i=2

ui i+1[(k2 � 1)k1nu1 � �1]Mi + (k2 � 1)k1nu1nNn = 0; (17.1)

[(k2 � 1)k2 1unu1 2 � �2u1n]M1 + [�2u1n + (k2 � 1)k2 1u1u2 3]M2 +

+ (k2 � 1)k2 1 + u1

n�1X
i=3

ui i+1Mi + (k2 � 1)k2 1u1nNn = 0; (17.2)

: : :

(k2 � 1)kmm�1un

m�2X
i=1

ui i+1Mi + [(k2 � 1)kmm�1unum�1m + �mun1]Mm�1 +

+ [�mu1n + (k2 � 1)kmm�1u1umm+1]Mm +

+ (k2 � 1)kmm�1u1

n�1X
i=m+1

ui i+1Mi + (k2 � 1)kmm�1u1nNn = 0; m = 3; : : : ; n� 2; (17.m)

: : :

[�n + (k2 � 1)kn n�1un]
n�2X
i=1

ui i+1Mi + [�nun�1 1 + (k2 � 1)knn�1unun�1n]Mn�1 +

+ (k2 � 1)knn�1u1nNn = 0:

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ A ¬ âà¨æã á¨áâ¥¬ë (17). �«ï â®£® çâ®¡ë íâ  á¨áâ¥¬  ®¤®à®¤ëå «¨¥©ëå
ãà ¢¥¨© ¨¬¥«  ¥âà¨¢¨ «ìë¥ à¥è¥¨ï, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë

detA = 0: (18)

�à¨¢¥¤ï A ª âà¥ã£®«ì®© ä®à¬¥, ¯®«ãç¨¬

A �

2
66664

Nn Mn�1 : : : M1

b11 b12 : : : b1n
0 b22 : : : b2n
: : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 bnn

3
77775
: (19)

�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® á¨áâ¥¬  (17) ¨¬¥¥â ¥âà¨¢¨ «ìë¥ à¥è¥¨ï â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

bnn = 0: (20)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤®ª §  

�¥®à¥¬ . �«ï â®£® çâ®¡ë â®à®®¡à § ï ¯®¢¥àå®áâì ¢à é¥¨ï á ¬®£®ã£®«ìë¬ ¬¥à¨¤¨-

 ®¬, ¨¬¥îé¨¬ ¢¥àè¨ë Ai(ui; �i), i = 1; : : : ; n, ¡ë«  ¥¦¥áâª®©, ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®,

çâ®¡ë ¢ë¯®«ï«¨áì ãá«®¢¨ï (18) ¨«¨ íª¢¨¢ «¥âë¥ ¨¬ ãá«®¢¨ï (20), £¤¥ A | ¬ âà¨æ  á¨áâ¥-

¬ë (17) ¨ uij = ui � uj, kij = ki � kj, ki =
�i+1 � �i
ui+1 � ui

, k � 2 | æ¥«®¥ ç¨á«®.

�.�.�¥«®¢ [1] ¨áá«¥¤®¢ « â®à®®¡à §ãî ¯®¢¥àå®áâì ¢à é¥¨ï, ®¡« ¤ îéãî ç¥âëà¥åã£®«ì-
ë¬ ¬¥à¨¤¨ ®¬ á ¢¥àè¨ ¬¨ A1(�1; b), A2(0; b + c1), A3(1; b), A4(0; b � c2) á¯®á®¡®¬, ®â«¨çë¬
®â ¯à¥¤« £ ¥¬®£® ¢ íâ®© áâ âì¥, ¨ ¯®«ãç¨« á®®â®è¥¨¥

1
c2
�

1
c1

=
k2

b
; k 2 f2; 3; : : : g;
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ª ª ¥®¡å®¤¨¬®¥ ¨ ¤®áâ â®ç®¥ ãá«®¢¨¥, çâ®¡ë â ª ï ¯®¢¥àå®áâì ¡ë«  ¥¦¥áâª®©. �® ¦¥ á®®â-
®è¥¨¥ ¬®¦® ¯®«ãç¨âì ¨§ (18) ¨«¨ (20), ¨á¯®«ì§ãï ¤®ª § ãî â¥®à¥¬ã.

�¥â®¤, ¨á¯®«ì§®¢ ë© ¢ ¤ ®© áâ âì¥, ¤ ¥â ¢®§¬®¦®áâì ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¯®«ï ¡. ¬. ¨§£¨¡ ¨©.
�§ (19) ¯à¨ ãá«®¢¨¨ (20) ¯®«ãç ¥âáï à¥¤ãæ¨à®¢  ï á¨áâ¥¬ 

b11Nn + b12Mn�1 + � � �+ b1nM1 = 0;

b22Mn�1 + � � �+ b2nM1 = 0;

: : :

bn�1n�1M2 + bn�1nM1 = 0;

®âªã¤  (¯à¨ ãá«®¢¨¨ bn�1n�1 6= 0)  å®¤¨¬ M2 = �
bn�1n
bn�1n�1

M1 ¨ ¤ «¥¥ ¢ëà ¦ ¥¬ M3; : : : ;Mn�1,

Nn ç¥à¥§M1 (¥®¯à¥¤¥«¥ ï ¯®áâ®ï ï). �§ (14) ¨ (16),  å®¤¨¬ ¢ëà ¦¥¨¥Mn,N1; N2; : : : ; Nn�1,
ç¥à¥§ M1. �®¤áâ ¢«ïï  ©¤¥ë¥ ¢ëà ¦¥¨ï ¢ (6), ®¯à¥¤¥«ï¥¬  i(u) ¨, â¥¬ á ¬ë¬, ¯®«¥ ¡. ¬.
¨§£¨¡ ¨©.
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