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�áî¤ã ¢ íâ®© áâ âì¥ ¯®¤ â¥à¬¨­®¬ \£à ä" ¡ã¤¥¬ ¯®­¨¬ âì ­¥®à¨¥­â¨à®¢ ­­ë© £à ä ¡¥§ ¯¥-
â¥«ì ¨ ªà â­ëå à¥¡¥à. �à®¡«¥¬  ¨§®¬®àä¨§¬  ¤«ï § ¤ ­­®£® ª« áá  £à ä®¢, á®áâ®¨â ¢ ¯®áâà®-
¥­¨¨ ¯®«¨­®¬¨ «ì­®£®  «£®à¨â¬ , ª®â®àë© ¤«ï «î¡ëå ¤¢ãå £à ä®¢ ¨§ íâ®£® ª« áá  ®¯à¥¤¥«ï¥â
ï¢«ïîâáï «¨ ®­¨ ¨§®¬®àä­ë¬¨. � ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ­¥¨§¢¥áâ­®, áãé¥áâ¢ã¥â «¨ ¯®«¨­®¬¨ «ì-
­ë©  «£®à¨â¬ à¥è¥­¨ï ¯à®¡«¥¬ë ¨§®¬®àä¨§¬  ¢ ª« áá¥ ¢á¥å £à ä®¢. �¤­ ª® ¤«ï ®â¤¥«ì­ëå
ª« áá®¢ â ª¨¥  «£®à¨â¬ë ­ ©¤¥­ë. � ¯à¨¬¥à,  «£®à¨â¬ �å®{�®¯ªà®äâ {�«ì¬ ­  ¤«ï ¤¥à¥¢ì¥¢
([1], £«. 3) ¨  «£®à¨â¬ � ¡ ¨{� ªá  ¤«ï á¢ï§­ëå £à ä®¢ á ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ áâ¥¯¥­ï¬¨ ¢¥àè¨­.
�®á«¥¤­¥¬ã  «£®à¨â¬ã ¯®á¢ïé¥­  ¡®«ìè ï ç áâì ¬®­®£à ä¨¨ [2].

� ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¯®áâà®¥­  «£®à¨â¬ ¤«ï ¯à®¢¥àª¨ ¨§®¬®àä¨§¬  á¢ï§­ëå £à ä®¢, ¡«®ª¨ ª®-
â®àëå ï¢«ïîâáï £à ä ¬¨ á ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ áâ¥¯¥­ï¬¨ ¢¥àè¨­. �à¨ ¯®áâà®¥­¨¨  «£®à¨â¬  ¨á-
¯®«ì§®¢ «¨áì ¨¤¥¨  «£®à¨â¬  �å®{�®¯ªà®äâ {�«ì¬ ­ ,   â ª¦¥ ¬¥â®¤ë ¨ ¯à¨¥¬ë � ¡ ¨ ¨
� ªá .

1. �à¥¤¢ à¨â¥«ì­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï

�¯à¥¤¥«¥­¨ï ¨á¯®«ì§ã¥¬ëå ­¨¦¥ â¥®à¥â¨ª®-£àã¯¯®¢ëå ¯®­ïâ¨© ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ [3]. � ª
®¡ëç­® ç¥à¥§ Sn ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì á¨¬¬¥âà¨ç¥áªãî £àã¯¯ã áâ¥¯¥­¨ n. �«ï ª ¦¤®£® ­ âãà «ì­®-
£® ç¨á«  b ®¯à¥¤¥«¨¬ ª« áá £àã¯¯ �b, á®áâ®ïé¨© ¨§ ª®­¥ç­ëå £àã¯¯, ¨¬¥îé¨å ª®¬¯®§¨æ¨®­­ë¥
àï¤ë, ¯®àï¤ª¨ ä ªâ®à®¢ ª®â®àëå ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ b. �ç¥¢¨¤­®, �b � �b+1. �®ª § â¥«ìáâ¢  á«¥-
¤ãîé¨å ¤¢ãå «¥¬¬ ¬®¦­® ­ ©â¨ ¢ [2].

�¥¬¬  1.1. �á«¨ £àã¯¯  ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã �b, â® «î¡ ï ¥¥ ¯®¤£àã¯¯  á®¤¥à¦¨âáï ¢ �b.

�¥¬¬  1.2. (a) S2 ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®© ª« áá  �2.

(b) S3 ¨ S4 ï¢«ïîâáï £àã¯¯ ¬¨ ª« áá  �3.

(c) �á«¨ n > 4, Sn ¯à¨­ ¤«¥¦¨â �b ¯à¨ b = n!
2
.

�á«¨ G | £àã¯¯  ¯®¤áâ ­®¢®ª, ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ X, ¨ Y � X, â® ç¥à¥§ GY ¡ã¤¥¬
®¡®§­ ç âì áâ ¡¨«¨§ â®à ¬­®¦¥áâ¢  Y ¢ £àã¯¯¥ G.

� ¤ «ì­¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì  «£®à¨â¬ë, ¨á¯®«ì§ãîé¨¥ £àã¯¯ë ¯®¤áâ ­®¢®ª. �ã¤¥¬
£®¢®à¨âì, çâ® ¨§¢¥áâ­  £àã¯¯  ¯®¤áâ ­®¢®ª G � Sn, ¥á«¨ ¨§¢¥áâ­® ¯®à®¦¤ îé¥¥ ¬­®¦¥áâ¢®
£àã¯¯ë G, ¬®é­®áâì ª®â®à®£® ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â p(n), £¤¥ p | ­¥ª®â®àë© ¯®«¨­®¬. � ª¨¥ ¬­®-
¦¥áâ¢  ­ §ë¢ îâáï ¯®à®¦¤ îé¨¬¨ ¬­®¦¥áâ¢ ¬¨ ¯®«¨­®¬¨ «ì­®© ¬®é­®áâ¨ [2]. � ¤ ­­®©
áâ âì¥ ®¯¨áë¢ îâáï  «£®à¨â¬ë â®«ìª® â ª¨å ¬­®¦¥áâ¢.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1.1 ([2], á. 220). �ãáâì ¯®¤£àã¯¯  G £àã¯¯ë Sn ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã �b, £¤¥
b { ­ âãà «ì­ ï ª®­áâ ­â . �ãé¥áâ¢ã¥â  «£®à¨â¬, áâà®ïé¨© §  ¯®«¨­®¬¨ «ì­®¥ ¢à¥¬ï ¯®-

à®¦¤ îé¥¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¤«ï £àã¯¯ë GY .

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ®  ¢â®¬®àä¨§¬  £à ä  X ä¨ªá¨àã¥â à¥¡à® e = fu; vg ¨§ X, ¥á«¨ fu; vg =
f (u);  (v)g. �ç¥¢¨¤­®, ¬­®¦¥áâ¢®  ¢â®¬®àä¨§¬®¢, ä¨ªá¨àãîé¨å à¥¡à® e, ï¢«ï¥âáï £àã¯¯®©.
�¡®§­ ç âì íâã £àã¯¯ã ¡ã¤¥¬ ç¥à¥§ Aute(X).
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�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1.2 ([2], á. 184). �ãáâì X | á¢ï§­ë© £à ä, áâ¥¯¥­¨ ¢¥àè¨­ ª®â®à®£® ­¥ ¯à¥-

¢®áå®¤ïâ ­ âãà «ì­®© ª®­áâ ­âë d,   e { à¥¡à® £à ä  X. �ãé¥áâ¢ã¥â ¯®«¨­®¬¨ «ì­ë©  «£®-
à¨â¬, áâà®ïé¨© ¯®à®¦¤ îé¥¥ ¬­®¦¥áâ¢® £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ Aute(X) £à ä  X, ä¨ªá¨-

àãîé¨å à¥¡à® e.

�à¥¤«®¦¥­¨¥ 1.3 ([2], á. 187). �ãáâì X = (V;E) | á¢ï§­ë© £à ä, áâ¥¯¥­¨ ¢¥àè¨­ ª®â®-
à®£® ­¥ ¯à¥¢ëè îâ d > 3, e | à¥¡à® £à ä  X. �®£¤  Aute(X) 2 �b, £¤¥ b = 3, ¥á«¨ d = 4 ¨«¨

d = 5, ¨ b = (d�1)!
2

, ¥á«¨ d > 5.

�à¨ ¯®áâà®¥­¨¨  «£®à¨â¬®¢ ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ® £à äë, ª®â®àë¥ §¤¥áì ¨§ãç îâáï, § -
¤ îâáï á¯¨áª ¬¨ á¬¥¦­®áâ¥©.

2. �§®¬®àä¨§¬ æ¢¥â­ëå £à ä®¢ á ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ áâ¥¯¥­ï¬¨ ¢¥àè¨­

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.1. �ãáâì G = (V;E) | £à ä, l | ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®. �à®¨§¢®«ì­ ï äã­ª-
æ¨ï ¢¨¤  f : V ! f1; : : : ; lg ­ §ë¢ ¥âáï æ¢¥â­®© äã­ªæ¨¥© £à ä  G,   f(v), v 2 V , | æ¢¥â®¬ ¢¥à-
è¨­ë v. �à ä, ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢¥àè¨­ ª®â®à®£® ®¯à¥¤¥«¥­  æ¢¥â­ ï äã­ªæ¨ï, ­ §ë¢ ¥âáï æ¢¥â-

­ë¬ £à ä®¬. �«ï æ¢¥â­ëå £à ä®¢ ¡ã¤¥¬ ¨á¯®«ì§®¢ âì á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§­ ç¥­¨ï: G = (V;E; f),
Gf ¨«¨ (G; f).

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.2. �ãáâì G1 = (V1; E1; f1), G2 = (V2; E2; f2) | æ¢¥â­ë¥ £à äë. �¨¥ªâ¨¢­®¥
®â®¡à ¦¥­¨¥ � : V1 ! V2 ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì 0-¨§®¬®àä¨§¬®¬ æ¢¥â­ëå £à ä®¢ G1 ¨ G2, ¥á«¨ ¤«ï
«î¡®© ¯ àë ¢¥àè¨­ u ¨ v £à ä  G1 ¨å ®¡à §ë �(u) ¨ �(v) á¬¥¦­ë ¢ £à ä¥ G2 â®£¤  ¨ â®«ìª®
â®£¤ , ª®£¤  u ¨ v á¬¥¦­ë ¢ G1.

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® «î¡®© 0-¨§®¬®àä¨§¬ æ¢¥â­ëå £à ä®¢ ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨å £à ä®¢.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.3. �ãáâì G1 = (V1; E1; f1), G2 = (V2; E2; f2) | æ¢¥â­ë¥ £à äë. �¨¥ªâ¨¢-
­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : V1 ! V2 ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ¨§®¬®àä¨§¬®¬ æ¢¥â­ëå £à ä®¢ G1 ¨ G2, ¥á«¨
¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï

1) � ï¢«ï¥âáï 0-¨§®¬®àä¨§¬®¬;
2) f1(v) = f2(�(v)) ¤«ï «î¡®© ¢¥àè¨­ë v £à ä  G1.

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 2.4. �ãáâì G1 = (V1; E1; f1), G2 = (V2; E2; f2) | æ¢¥â­ë¥ £à äë,   i | ­¥-
ª®â®àë© æ¢¥â. �¨¥ªâ¨¢­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � : V1 ! V2 ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì i-¨§®¬®àä¨§¬®¬ æ¢¥â­ëå

£à ä®¢ G1 ¨ G2, ¥á«¨ ¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï
1) � ï¢«ï¥âáï 0-¨§®¬®àä¨§¬®¬;
2) f1(v) = i â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  f2(�(v)) = i ¤«ï «î¡®© ¢¥àè¨­ë v £à ä  G1.

�á«¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï i-¨§®¬®àä¨§¬®¬, â® ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® ®­® á®åà ­ï¥â æ¢¥â i.
�â¥¯¥­ìî ¢¥àè¨­ë ¢ æ¢¥â­®¬ £à ä¥ ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì ç¨á«® ¢¥àè¨­, á¬¥¦­ëå á ­¥©.
� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯à¨¢¥¤¥¬ ®¡®¡é¥­¨¥  «£®à¨â¬  � ¡ ¨{� ªá  ¤«ï æ¢¥â­ëå £à ä®¢.

� ¤ ç  2.1. � ­ë ¤¢  á¢ï§­ëå æ¢¥â­ëå £à ä  G1 = (V1; E1; f1) ¨ G2 = (V2; E2; f2), áâ¥-
¯¥­¨ ¢¥àè¨­ ª®â®àëå ®£à ­¨ç¥­ë ­¥ª®â®à®© ª®­áâ ­â®© d, £¤¥ f1 : V1 ! C, f2 : V2 ! C, ¨
C = f1; : : : ; lg. �§®¬®àä­ë «¨ æ¢¥â­ë¥ £à äë G1 ¨ G2?

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯®áâà®¨¬ ¯®«¨­®¬¨ «ì­ë©  «£®à¨â¬, à¥è îé¨© § ¤ çã 2.1. �â  § ¤ ç 
¯®«¨­®¬¨ «ì­® á¢®¤¨¬  ª § ¤ ç¥ ¯®¨áª  £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ á¢ï§­®£® æ¢¥â­®£® £à ä  á ®£à -
­¨ç¥­­ë¬¨ áâ¥¯¥­ï¬¨ ¢¥àè¨­. � ä¨ªá¨àã¥¬ à¥¡à® e1 = fu1; v1g £à ä  G1. �®§ì¬¥¬ ­¥ª®â®à®¥
à¥¡à® e2 = fu2; v2g £à ä  G2 â ª®¥, çâ® «¨¡® f1(u1) = f2(u2) ¨ f1(v1) = f2(v2), «¨¡® f1(u1) = f2(v2)
¨ f1(v1) = f2(u2). �®¡ ¢¨¬ ¢ £à ä G1 (£à äG2) ¢¥àè¨­ã w1 (¢¥àè¨­ã w2), ã¤ «¨¬ à¥¡à® e1 (à¥¡à®
e2) ¨ ¤®¡ ¢¨¬ à¥¡à  fu1; w1g ¨ fv1; w1g (à¥¡à  fu2; w2g ¨ fv2; w2g). �®áâà®¥­­ë© £à ä ®¡®§­ ç¨¬
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G0

1 (®¡®§­ ç¨¬ G0

2). �¡ê¥¤¨­ïï £à ä G0

1 á G0

2 ¨ ¯à¨¡ ¢«ïï à¥¡à® fw1; w2g, ¯®«ãç¨¬ á¢ï§­ë©
£à ä G. �¯à¥¤¥«¨¬ ­  £à ä¥ G æ¢¥â­ãî äã­ªæ¨î f á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

f(v) =

8><
>:
f1(v); v 2 V1;
f2(v); v 2 V2;
l + 1; v 2 fw1; w2g:

�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ® £à ä (G; f) ï¢«ï¥âáï æ¢¥â­ë¬ £à ä®¬, áâ¥¯¥­ì ª ¦¤®© ¢¥àè¨­ë ª®â®à®£®
®£à ­¨ç¥­  ç¨á«®¬ d, ¯à¨ d � 3. �à¨ d < 3 áâ¥¯¥­ì ª ¦¤®© ¢¥àè¨­ë ¢ G ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â âà¥å.

�á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â  ¢â®¬®àä¨§¬  æ¢¥â­®£® £à ä  G â ª®©, çâ®  (w1) = w2, â® ®£à ­¨ç¥­¨¥
®â®¡à ¦¥­¨ï  ­  ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥àè¨­ £à ä  G1 ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬®¬ æ¢¥â­ëå £à ä®¢ G1 ¨
G2.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¤®«¦­ë à¥è¨âì á«¥¤ãîéãî § ¤ çã.

� ¤ ç  2.2. � ­ á¢ï§­ë© æ¢¥â­®© £à ä G = (V;E; f), áâ¥¯¥­ì ª ¦¤®© ¢¥àè¨­ë ª®â®à®£®
­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â d. �ãáâì e | ­¥ª®â®à®¥ à¥¡à® íâ®£® £à ä ,   C = f1; : : : ; l + 1g { ­ ¡®à æ¢¥â®¢
¢¥àè¨­ £à ä , â. ¥. f : V ! C. �¥®¡å®¤¨¬® ®¯à¥¤¥«¨âì £àã¯¯ã  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ æ¢¥â­®£® £à ä 
G, á®åà ­ïîé¨å à¥¡à® e.

�á«¨ ­ ©¤¥¬ ¯®«¨­®¬¨ «ì­ë©  «£®à¨â¬, à¥è îé¨© § ¤ çã 2.2, â®, ¯à®©¤ï ¢ åã¤è¥¬ á«ãç ¥
¯® ¢á¥¬ à¥¡à ¬ £à ä  G2, ãáâ ­®¢¨¬ ¨§®¬®àä­ë ¨«¨ ­¥â æ¢¥â­ë¥ £à äë G1 ¨ G2 §  ¯®«¨­®¬¨-
 «ì­®¥ ¢à¥¬ï.

�ãáâì Aut0e(G) ®¡®§­ ç ¥â £àã¯¯ã 0- ¢â®¬®àä¨§¬®¢ £à ä  G, ª®â®àë¥ ä¨ªá¨àãîâ à¥¡à® e,
  AutCi

e (G) | £àã¯¯ã  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ £à ä  G, ª®â®àë¥ á®åà ­ïîâ ¢á¥ æ¢¥â  ¨§ ¬­®¦¥áâ¢ 
Ci = f1; : : : ; ig ¨ ä¨ªá¨àãîâ à¥¡à® e. �¥à¥§ Wj ®¡®§­ ç¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥àè¨­ æ¢¥â  j ¢ £à ä¥ G.

�«£®à¨â¬ 2.1. �®¨áª £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ æ¢¥â­®£® £à ä  á ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ áâ¥¯¥­ï¬¨

¢¥àè¨­.

�å®¤: á¢ï§­ë© æ¢¥â­®© £à ä G = (V;E; f), £¤¥ f : V ! f1; : : : ; lg, áâ¥¯¥­¨ ¢¥àè¨­ ª®â®à®£®
­¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ d, ¨ à¥¡à® e = fv1; v2g.

�ëå®¤: ¯®à®¦¤ îé¥¥ ¬­®¦¥áâ¢® £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢ AutCe (G) æ¢¥â­®£® £à ä  G, ä¨ª-
á¨àãîé¨å à¥¡à® e.

1. � å®¤¨¬ ¯®à®¦¤ îé¥¥ ¬­®¦¥áâ¢® L0 £àã¯¯ë Aut0e(G), ¨ ¯®«®¦¨¬ AutC0

e (G) = Aut0e(G).
�¥à¥©â¨ ª ¯. 2.

2. i := 1. �¥à¥©â¨ ª ¯. 3.
3. � å®¤¨¬ ¯®à®¦¤ îé¥¥ ¬­®¦¥áâ¢® Li áâ ¡¨«¨§ â®à  ¬­®¦¥áâ¢  Wi ¢ £àã¯¯¥ Aut

Ci�1

e (G).
�ç¥¢¨¤­®, AutCi�1

e (G)Wi
á®åà ­ï¥â ¢á¥ æ¢¥â  ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  Ci, ¯®íâ®¬ã AutCi

e (G) =
AutCi�1

e (G)Wi
. �¥à¥©â¨ ª ¯. 4.

4. �á«¨ i = l, â®  «£®à¨â¬ § ª ­ç¨¢ ¥â à ¡®âã ¨ ¢®§¢à é ¥â Li, ¨­ ç¥ i := i+ 1 ¨ ¯¥à¥©â¨
ª ¯. 2.

�¥®à¥¬  2.1. �«£®à¨â¬ 2:1 ­ å®¤¨â ¯®à®¦¤ îé¥¥ ¬­®¦¥áâ¢® £àã¯¯ë AutCe (G) §  ¯®«¨-

­®¬¨ «ì­®¥ ¢à¥¬ï.

�®«¨­®¬¨ «ì­®áâì  «£®à¨â¬a á«¥¤ã¥â ¨§ ¯à¥¤«®¦¥­¨© 1.1, 1.2, 1.3 ¨ «¥¬¬ë 1.1. �

�«£®à¨â¬ 2.2. � á¯®§­ ¢ ­¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬  æ¢¥â­ëå £à ä®¢ á ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ áâ¥¯¥­ï¬¨
¢¥àè¨­.

�å®¤: c¢ï§­ë¥ æ¢¥â­ë¥ £à äë G1 = (V1; E1; f1) ¨ G2 = (V2; E2; f2), £¤¥ f1 : V1 ! f1; : : : ; lg ¨
f2 : V2 ! f1; : : : ; lg, áâ¥¯¥­¨ ¢¥àè¨­ ª®â®àëå ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ d.

�ëå®¤: true, ¥á«¨ æ¢¥â­ë¥ £à äë ¨§®¬®àä­ë, false, ¥á«¨ ®­¨ ­¥ ¨§®¬®àä­ë.

1. �®§ì¬¥¬ ¢ £à ä¥ G1 à¥¡à® e1 = fu1; v1g 2 E1. �¥à¥©â¨ ª ¯. 2.
2. E0 := E2. �¥à¥©â¨ ª ¯. 3.
3. �á«¨ E0 6= ;, â® ¡¥à¥¬ e2 = fu2; v2g 2 E0, E0 := E0 n e2 ¨ ¯¥à¥å®¤¨¬ ª ¯. 4, ¢ ¯à®â¨¢­®¬

á«ãç ¥ ¯¥à¥©â¨ ª ¯. 9.
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4. �á«¨ f1(u1) = f2(u2) ¨ f1(v1) = f2(v2), «¨¡® f1(v1) = f2(u2) ¨ f1(u1) = f2(v2), â® ¯¥à¥©â¨ ª
¯. 5. �­ ç¥ ¯¥à¥©â¨ ª ¯. 3.

5. �âà®¨¬ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ë© æ¢¥â­®© £à ä H. �­ ç «  H := (G1 [ G2). � â¥¬ ¤®¡ ¢«ï¥¬
ª H ¢¥àè¨­ë w1 ¨ w2. �®á«¥ íâ®£® ¤®¡ ¢«ï¥¬ ª £à äã H ¤¢  à¥¡à , á®¥¤¨­ïîé¨¥ w1

á ª®­æ ¬¨ à¥¡à  e1, ¨ ¤¢  à¥¡à , á®¥¤¨­ïîé¨¥ w2 á ª®­æ ¬¨ à¥¡à  e2, ¤®¡ ¢«ï¥¬ à¥¡à®
fw1; w2g ¨ ã¤ «ï¥¬ ¨§ H à¥¡à  e1 ¨ e2. �¢¥â  ¢¥àè¨­ £à ä  H, ®â«¨ç­ëå ®â w1 ¨ w2,
®áâ îâáï â¥¬¨ ¦¥, ª ª¨¬¨ ®­¨ ¡ë«¨ ¢ £à ä å G1 ¨ G2. �¥àè¨­ë w1 ¨ w2 ®ªà è¨¢ îâáï
¢ æ¢¥â l + 1. �¥à¥©â¨ ª ¯. 6.

6. e := fw1; w2g. �¥à¥©â¨ ª ¯. 7.
7. � ¯®¬®éìî  «£®à¨â¬  2.1 ­ å®¤¨¬ ¯®à®¦¤ îé¨¥ ¬­®¦¥áâ¢® L £àã¯¯ë  ¢â®¬®àä¨§¬®¢

Aute(H) á¢ï§­®£® æ¢¥â­®£® £à ä  H, ä¨ªá¨àãîé¨å à¥¡à® e. �¥à¥©â¨ ª ¯. 8.
8. �à®¢¥àï¥¬ ¢á¥ í«¥¬¥­âë ¬­®¦¥áâ¢  L, ¥á«¨ áà¥¤¨ ­¨å ¥áâì å®âï ¡ë ®¤¨­, ¯¥à¥áâ ¢«ï-

îé¨© w1 ¨ w2, â®  «£®à¨â¬ § ª ­ç¨¢ ¥â à ¡®âã ¨ ¢®§¢à é ¥â true. � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥
¯¥à¥å®¤¨¬ ª ¯. 3.

9. �«£®à¨â¬ § ª ­ç¨¢ ¥â à ¡®âã ¨ ¢®§¢à é ¥â false.

�¥®à¥¬  2.2. �«£®à¨â¬ 2:2 §  ¯®«¨­®¬¨ «ì­®¥ ¢à¥¬ï ®¯à¥¤¥«ï¥â ¡ã¤ãâ «¨ ¨§®¬®àä­ë ¤¢ 

§ ¤ ­­ëå æ¢¥â­ëå £à ä , áâ¥¯¥­¨ ¢¥àè¨­ ª®â®àëå ®£à ­¨ç¥­ë ª®­áâ ­â®© d.

�®«¨­®¬¨ «ì­®áâì  «£®à¨â¬  ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ¯®«¨­®¬¨ «ì­®áâ¨  «£®à¨â¬  2.1.
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à®¢¥àª  ¨§®¬®àä¨§¬  á¢ï§­ëå æ¢¥â­ëå £à ä®¢, áâ¥¯¥­¨ ¢¥àè¨­ ª®â®àëå

®£à ­¨ç¥­ë, ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à®¨§¢¥¤¥­  §  ¯®«¨­®¬¨ «ì­®¥ ¢à¥¬ï.
�à¨¢¥¤¥¬  «£®à¨â¬ à ¡®âë ¯à®æ¥¤ãàë IsoPartition. �ãáâì § ¤ ­ ­ ¡®à á¢ï§­ëå æ¢¥â­ëå £à -

ä®¢ P = fG1; : : : ; Gsg, áâ¥¯¥­¨ ¢¥àè¨­ ª®â®àëå ®£à ­¨ç¥­ë. IsoPartition à §¡¨¢ ¥â ¬­®¦¥áâ¢®
£à ä®¢ ­  ¨§®¬®àä­ë¥ ª« ááë Pi, i = 1; : : : ; t, â. ¥. £à äë Gj1 ¨ Gj2 ¡ã¤ãâ ¯à¨­ ¤«¥¦ âì ®¤­®¬ã
¨ â®¬ã ¦¥ ª« ááã Pi â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­¨ ¨§®¬®àä­ë.

�«£®à¨â¬ 2.3. IsoPartition.

�å®¤: ¤ ­ ­ ¡®à á¢ï§­ëå æ¢¥â­ëå £à ä®¢ P = fG1; : : : ; Gsg, áâ¥¯¥­¨ ¢¥àè¨­ ª®â®àëå ®£à -
­¨ç¥­ë ª®­áâ ­â®© d.

�ëå®¤: à §¡¨¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢  £à ä®¢ P ­  ¨§®¬®àä­ë¥ ª« ááë fP1; : : : ; Ptg.

1. P1 := fG1g; t := 1; i := 1. �¥à¥©â¨ ª ¯. 2.
2. �á«¨ i = s, â®  «£®à¨â¬ § ª ­ç¨¢ ¥â à ¡®âã, ¨­ ç¥ ¯¥à¥©â¨ ª ¯. 3.
3. i := i+ 1, j := 0. �¥à¥©â¨ ª ¯. 4.
4. j := j + 1. �á«¨ j � t, â® ¯¥à¥©â¨ ª ¯. 5. �­ ç¥ ¯¥à¥©â¨ ª ¯. 6.
5. �ãáâì H | ­¥ª®â®àë© £à ä ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  Pj . � ¯®¬®éìî  «£®à¨â¬  2.2 ¯à®¢¥àï¥¬

¨§®¬®àä­ë ¨«¨ ­¥â £à äë Gi ¨ H. �á«¨ ®­¨ ¨§®¬®àä­ë, â® Pj := Pj [ fGig ¨ ¯¥à¥å®¤¨¬
ª ¯. 2, ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¯¥à¥©â¨ ª ¯. 4.

6. t := t+ 1; Pt := fGjg.

�ç¥¢¨¤­  á«¥¤ãîé ï

�¥®à¥¬  2.3. �à®æ¥¤ãà  IsoPartition à ¡®â ¥â §  ¯®«¨­®¬¨ «ì­®¥ ¢à¥¬ï.

3. �§®¬®àä¨§¬ë £à ä®¢, ¡«®ª¨ ª®â®àëå ï¢«ïîâáï £à ä ¬¨
á ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ áâ¥¯¥­ï¬¨ ¢¥àè¨­

�ãáâì Gd | ª« áá á¢ï§­ëå £à ä®¢, áâ¥¯¥­¨ ¢¥àè¨­ ª®â®àëå ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ïâ ä¨ªá¨à®¢ ­­®-
£® ­ âãà «ì­®£® ç¨á«  d. � ª ¡ë«® ®â¬¥ç¥­® ¢ëè¥, áãé¥áâ¢ã¥â  «£®à¨â¬, à¥è îé¨© ¯à®¡«¥¬ã
¨§®¬®àä¨§¬  ¢ ª« áá¥ Gd. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ BGd ª« áá á¢ï§­ëå £à ä®¢, ¡«®ª¨ ª®â®àëå ¯à¨­ ¤-
«¥¦ â ª« ááã Gd. �­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, BGd á®áâ®¨â ¨§ á¢ï§­ëå £à ä®¢, ¡«®ª¨ ª®â®àëå ï¢«ïîâáï
£à ä ¬¨ á ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ áâ¥¯¥­ï¬¨ ¢¥àè¨­. � íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­  «£®à¨â¬, à¥è -
îé¨© ¯à®¡«¥¬ã ¨§®¬®àä¨§¬  ¤«ï ª« áá  BGd.
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�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 3.1. �ãáâì G | á¢ï§­ë© £à ä á ¬­®¦¥áâ¢®¬ ¡«®ª®¢ fB1; : : : ; Bsg ¨ ¬­®¦¥-
áâ¢®¬ â®ç¥ª á®ç«¥­¥­¨ï fc1; : : : ; clg. �à ä bc(G), ¢¥àè¨­ ¬¨ ª®â®à®£® ï¢«ïîâáï í«¥¬¥­âë ¬­®-
¦¥áâ¢  fB1; : : : ; Bs; c1; : : : ; clg ¨ ¤¢¥ ¢¥àè¨­ë ª®â®à®£® á¬¥¦­ë, ¥á«¨ ®¤­  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¡«®ªã
Bi,   ¤àã£ ï â®çª¥ á®ç«¥­¥­¨ï cj , ¯à¨ç¥¬ cj 2 Bi, ­ §ë¢ ¥âáï £à ä®¬ ¡«®ª®¢ ¨ â®ç¥ª á®ç«¥­¥­¨ï

£à ä  G.

� ª å®à®è® ¨§¢¥áâ­®, £à ä ¡«®ª®¢ ¨ â®ç¥ª á®ç«¥­¥­¨ï «î¡®£® á¢ï§­®£® £à ä  ï¢«ï¥âáï
¤¥à¥¢®¬ [4], ¯à¨ç¥¬ ¢¥àè¨­ ¬¨ áâ¥¯¥­¨ 1 ¬®£ãâ ¡ëâì â®«ìª® ¢¥àè¨­ë, ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ
¡«®ª ¬ £à ä  G. �à ä ¡«®ª®¢ ¨ â®ç¥ª á®ç«¥­¥­¨ï ¡ã¤¥¬ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ ­ §ë¢ âì ¤¥à¥¢®¬ ¡«®ª®¢
¨ â®ç¥ª á®ç«¥­¥­¨ï.

�ãáâì G| á¢ï§­ë© £à ä. �¥à¥§ C ®¡®§­ ç¨¬ æ¥­âà ¤¥à¥¢  bc(G) (®¯à¥¤¥«¥­¨¥ æ¥­âà  ¬®¦­®
­ ©â¨ ¢ [5]). � ª ¨§¢¥áâ­®, æ¥­âà ¤¥à¥¢  á®áâ®¨â «¨¡® ¨§ ®¤­®© ¢¥àè¨­ë, «¨¡® ¨§ ¤¢ãå á¬¥¦­ëå
¢¥àè¨­. �®á¬®âà¨¬, çâ® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨§ á¥¡ï æ¥­âà £à ä  bc(G). �®§¬®¦­ë âà¨ á«ãç ï.

1. �¥­âà á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®© ¢¥àè¨­ë B0, ª®â®à ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ­¥ª®â®à®¬ã ¡«®ªã £à ä  G.
2. �¥­âà á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®© ¢¥àè¨­ë c0, ª®â®à ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ­¥ª®â®à®© â®çª¥ á®ç«¥­¥­¨ï

£à ä  G.
3. �¥­âà á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå ¢¥àè¨­ B0 ¨ c0, ¯¥à¢ ï ¨§ ª®â®àëå á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ­¥ª®â®à®¬ã ¡«®ªã

£à ä  G,   ¢â®à ï { â®çª¥ á®ç«¥­¥­¨ï.
�á«¨ ¤«ï bc(G) ¢ë¯®«­ïîâáï á«ãç ¨ 1 ¨«¨ 2, â® ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¥£® ª ª ª®à­¥¢®¥

¤¥à¥¢®, ª®à­¥¬ ª®â®à®£® ï¢«ï¥âáï ¢¥àè¨­  æ¥­âà . �á«¨ ¦¥ ¤«ï bc(G) ¢ë¯®«­ï¥âáï á«ãç © 3,
â® ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì ¥£® ª ª ª®à­¥¢®¥ ¤¥à¥¢®, ª®à­¥¬ ª®â®à®£® ï¢«ï¥âáï ¢¥àè¨­  æ¥­âà ,
á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï â®çª¥ á®ç«¥­¥­¨ï.

� ¯®¬­¨¬ ­¥ª®â®àë¥ â¥à¬¨­ë, ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¯à¨ à áá¬®âà¥­¨¨ ª®à­¥¢ëå ¤¥à¥¢ì¥¢. �¥àè¨-
­ë áâ¥¯¥­¨ 1 ¢ bc(G), ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦ é¨¥ æ¥­âàã, ­ §ë¢ îâáï «¨áâìï¬¨. �ëá®â  ¤¥à¥¢  | íâ®
¤«¨­  á ¬®£® ¤«¨­­®£® ¯ãâ¨ ¨§ ª®à­ï ¢ ª ª®©-­¨¡ã¤ì «¨áâ. �«ã¡¨­  ¢¥àè¨­ë | íâ® ¤«¨­  ¯ãâ¨
¨§ ¢¥àè¨­ë ¢ ª®à¥­ì.

�ãáâì G1 = (V1; E1), G2 = (V2; E2) | £à äë ¨§ BGd. � ¯à¨¢®¤¨¬®¬ §¤¥áì  «£®à¨â¬¥, ¢ ¦­ãî
à®«ì ¡ã¤ãâ ¨£à âì ¤¥à¥¢ìï ¡«®ª®¢ ¨ â®ç¥ª á®ç«¥­¥­¨ï bc(G1) ¨ bc(G2). �ç¥¢¨¤­®, ­¥®¡å®¤¨¬ë¬
ãá«®¢¨¥¬ ¨§®¬®àä¨§¬  «î¡®© ¯ àë £à ä®¢, ï¢«ï¥âáï ¨§®¬®àä¨§¬ ¨å ¤¥à¥¢ì¥¢ ¡«®ª®¢ ¨ â®ç¥ª
á®ç«¥­¥­¨ï. �à®¬¥ â®£® ïá­®, çâ® ¯à¨ ¨§®¬®àä¨§¬¥ ¤¥à¥¢ì¥¢ æ¥­âà ®¤­®£® ¤¥à¥¢  ¯¥à¥å®¤¨â ¢
æ¥­âà ¢â®à®£®. �®íâ®¬ã ¨¬¥¥â á¬ëá« à áá¬ âà¨¢ âì â®«ìª® á«¥¤ãîé¨¥ âà¨ á«ãç ï.

A. �¥­âà bc(G1) á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®© ¢¥àè¨­ë, ª®â®à ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¡«®ªã £à ä  G1. �¥­âà
bc(G2) á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®© ¢¥àè¨­ë, ª®â®à ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¡«®ªã £à ä  G2.

B. �¥­âà bc(G1) á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®© ¢¥àè¨­ë, ª®â®à ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ­¥ª®â®à®© â®çª¥ á®ç«¥­¥-
­¨ï £à ä  G1. �¥­âà bc(G2) á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®© ¢¥àè¨­ë, ª®â®à ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ­¥ª®â®à®© â®çª¥
á®ç«¥­¥­¨ï £à ä  G2.

C. �¥­âàë bc(G1) ¨ bc(G2) á®áâ®ïâ ¨§ ¤¢ãå ¢¥àè¨­.
�á«¨ ¤«ï æ¥­âà®¢ ¤¥à¥¢ì¥¢ bc(G1) ¨ bc(G2) ­¨ ®¤¨­ ¨§ íâ¨å á«ãç ¥¢ ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï, â® £à äë

G1 ¨ G2 ­¥ ¨§®¬®àä­ë.
�¨¦¥ ¯®¤ ãà®¢­¥¬ ¢¥àè¨­ë ¡ã¤¥¬ ¯®­¨¬ âì à §­®áâì ¬¥¦¤ã ¢ëá®â®© ¤¥à¥¢  ¨ £«ã¡¨­®© íâ®©

¢¥àè¨­ë. �¥®¡å®¤¨¬® ®â¬¥â¨âì, çâ® ¢¥àè¨­ë ¤¥à¥¢  ¡«®ª®¢ ¨ â®ç¥ª á®ç«¥­¥­¨ï, ­ å®¤ïé¨¥áï
­  ®¤­®¬ ãà®¢­¥, «¨¡® ¢á¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ â®çª ¬ á®ç«¥­¥­¨ï, «¨¡® ¢á¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¡«®ª ¬.

�¥à¥©¤¥¬ ª ¨§«®¦¥­¨î  «£®à¨â¬ . � å®¤¥ á¢®¥© à ¡®âë  «£®à¨â¬ ¯à¨¯¨áë¢ ¥â ¬¥âª¨ (­ -
âãà «ì­ë¥ ç¨á« ) ¢¥àè¨­ ¬ ¤¥à¥¢ì¥¢ bc(G1) ¨ bc(G2) â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® ª®à­ï¬ íâ¨å ¤¥à¥¢ì¥¢
¡ã¤ãâ ¯à¨¯¨á ­ë ®¤­¨ ¨ â¥ ¦¥ ¬¥âª¨ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  £à äë G1 ¨ G2 ¨§®¬®àä­ë.
�­ ç «  ¯à¨¯¨áë¢ îâáï ¬¥âª¨ ¢¥àè¨­ ¬, ­ å®¤ïé¨¬áï ­  á ¬®¬ "­¨¦­¥¬" (­ã«¥¢®¬) ãà®¢-
­¥, § â¥¬ ¨á¯®«ì§ãï íâ¨ ¬¥âª¨ ¯à¨¯¨áë¢ ¥¬ ¬¥âª¨ ¢¥àè¨­ ¬, ­ å®¤ïé¨¬áï ­  ãà®¢¥­ì ¢ëè¥
¨ â.¤., ¯®ª  ­¥ ¤®©¤¥¬ ¤® ª®à­¥©. �¥®¡å®¤¨¬® ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã, çâ® á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ ¬¥â®ª ¤«ï ¢¥à-
è¨­, ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ â®çª ¬ á®ç«¥­¥­¨ï, ¨ ¤«ï ¢¥àè¨­, ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¡«®ª ¬,
®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¯®-à §­®¬ã.

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢¥àè¨­ ¬ ¯à¨¯¨á ­ë ¬¥âª¨, ª®â®àë¥ ­ å®¤ïâáï ­  à ááâ®ï­¨¨ k + 1 ®â
ª®à­ï. �«ï ¢¥àè¨­, ­ å®¤ïé¨åáï ­  à ááâ®ï­¨¨ k ®â ª®à­ï, ¯à®¨§¢®¤¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¤¥©áâ¢¨ï.
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� á«ãç ¥, ª®£¤  íâ¨ ¢¥àè¨­ë á®®â¢¥âáâ¢ãîâ â®çª ¬ á®ç«¥­¥­¨ï, ª ¦¤®© ¨§ ­¨å áâ ¢¨¬ ¢ á®-
®â¢¥âáâ¢¨¥ ã¯®àï¤®ç¥­­ë© ¯® ¢®§à áâ ­¨î ª®àâ¥¦ ¬¥â®ª áë­®¢¥©. � â¥¬, ¨á¯®«ì§ãï  «£®à¨â¬
«¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª®© á®àâ¨à®¢ª¨ ([1], £«. 3), ã¯®àï¤®ç¨¢ ¥¬ ¢á¥ íâ¨ ª®àâ¥¦¨. �®«ãç ¥¬ ã¯®àï¤®-
ç¥­­ë© ­ ¡®à ª®àâ¥¦¥©. �¥àè¨­ ¬, ª®â®àë¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë ¯¥à¢ë¬ ª®àâ¥¦¥¬, áâ ¢¨¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥
¬¥âª¨ ç¨á«® 1. �¥àè¨­ ¬, ª®â®àë¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë ¢â®àë¬ ®â«¨ç îé¨¬áï ª®àâ¥¦¥¬, | ç¨á«®
2 ¨ â. ¤. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ®¤¨­ ª®¢ë¥ ¬¥âª¨ ¯®«ãç â â®«ìª® â¥ ¢¥àè¨­ë, ã ª®â®àëå ®¤¨­ ª®¢ë¥
ª®àâ¥¦¨.

�¥¯¥àì à áá¬®âà¨¬ á«ãç ©, ª®£¤  ¢¥àè¨­ë, ­ å®¤ïé¨¥áï ­  à ááâ®ï­¨¨ k, á®®â¢¥âáâ¢ãîâ
¡«®ª ¬. �ãáâì p | ¢¥àè¨­  ¤¥à¥¢  ¡«®ª®¢ ¨ â®ç¥ª á®ç«¥­¥­¨ï, ­ å®¤ïé ïáï ­  à ááâ®ï­¨¨
k ®â ª®à­ï, B | ¡«®ª £à ä , ª®â®à®¬ã ®­  á®®â¢¥âáâ¢ã¥â. �®¯ãáâ¨¬, çâ® ¯à¨ ¯®¬¥ç¨¢ ­¨¨
¢¥àè¨­, ­ å®¤ïé¨åáï ­  à ááâ®ï­¨¨ k + 1 ®â ª®à­ï, ¨á¯®«ì§®¢ «®áì t ¬¥â®ª.

1) �ãáâì p ­¥ ï¢«ï¥âáï «¨áâ®¬. �¡®§­ ç¨¬ â®çª¨ á®ç«¥­¥­¨ï ¡«®ª B, ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ
áë­®¢ìï¬ ¢¥àè¨­ë p, ç¥à¥§ v1; v2; : : : ; vr,   ¬¥âª¨ íâ¨å áë­®¢¥© ç¥à¥§ l1; l2; : : : ; lr. �à¥¤¯®«®¦¨¬,
çâ® v0 | â®çª  á®ç«¥­¥­¨ï ¡«®ª , ª®â®à ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ®âæã ¢¥àè¨­ë p ¢ ¤¥à¥¢¥ ¡«®ª®¢ ¨
â®ç¥ª á®ç«¥­¥­¨ï. �¯à¥¤¥«¨¬ ­  ¢¥àè¨­ å ¡«®ª  B æ¢¥â­ãî äã­ªæ¨î f á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

f(v) =

8><
>:
lj ; ¥á«¨ v = vj ;
t+ 1; ¥á«¨ v = v0;
t+ 2; ¥á«¨ v 6= vj ; j 2 f0; 1; : : : ; rg:

�®«ãç¥­­ë© æ¢¥â­®© £à ä ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì (B; f).
2) �ãáâì p ï¢«ï¥âáï «¨áâ®¬. �¡®§­ ç¨¬ â®çªã á®ç«¥­¥­¨ï ¡«®ª , ª®â®à ï á®®â¢¥âáâ¢ã¥â

®âæã ¢¥àè¨­ë p ¢ ¤¥à¥¢¥ ¡«®ª®¢ ¨ â®ç¥ª á®ç«¥­¥­¨ï ç¥à¥§ vi0 . �¯à¥¤¥«¨¬ ­  ¢¥àè¨­ å ¡«®ª  B
æ¢¥â­ãî äã­ªæ¨î f á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

f(v) =

(
t+ 1; ¥á«¨ v = v0;
t+ 2; ¥á«¨ v = vj :

�®«ãç¥­­ë© æ¢¥â­®© £à ä ¡ã¤¥¬ ®¡®§­ ç âì (B; f).
� ª¨¬ ®¡à §®¬, ª ¦¤®© ¢¥àè¨­¥, ­ å®¤ïé¥©áï ­  à ááâ®ï­¨¨ k ®â ª®à­ï, á®¯®áâ ¢«ï¥âáï

æ¢¥â­®© £à ä.
�®«ãç ¥¬ ­ ¡®à æ¢¥â­ëå £à ä®¢ f(B1; f1); : : : ; (Bs; fs)g á ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ áâ¥¯¥­ï¬¨ ¢¥àè¨­.

� ¯®¬®éìî  «£®à¨â¬  IsoPartition à §¡¨¢ ¥¬ ¨å ­  ª« ááë P1; : : : ; Ps, £¤¥ ¤¢  æ¢¥â­ëå £à ä 
¯à¨­ ¤«¥¦ â ®¤­®¬ã ¨ â®¬ã ¦¥ ª« ááã â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­¨ ¨§®¬®àä­ë. �á«¨ ¡«®ª
B 2 Pi, â® ¢¥àè¨­ã p, ª®â®à®© ®­ á®®â¢¥âáâ¢ã¥â, ¯®¬¥ç ¥¬ ¬¥âª®© i.

�à¥¤áâ ¢¨¬ íâ¨ à ááã¦¤¥­¨ï ¢ ¢¨¤¥  «£®à¨â¬ .

�«£®à¨â¬ 3.1. � á¯®§­ ¢ ­¨¥ ¨§®¬®àä¨§¬  á¢ï§­ëå £à ä®¢, ¡«®ª¨ ª®â®àëå ï¢«ïîâáï £à -

ä ¬¨ á ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ áâ¥¯¥­ï¬¨ ¢¥àè¨­.

�å®¤: G1 ¨ G2 { á¢ï§­ë¥ £à äë, ¡«®ª¨ ª®â®àëå ï¢«ïîâáï £à ä ¬¨ á ®£à ­¨ç¥­­ë¬¨ áâ¥¯¥-
­ï¬¨ ¢¥àè¨­.

�ëå®¤: ¢®§¢à é ¥â true, ¥á«¨ G1 ¨ G2 ¨§®¬®àä­ë, ¢®§¢à é ¥â false, ¥á«¨ G1 ¨ G2 ­¥ ¨§®-
¬®àä­ë.

1. � ¯®¬®éìî ¯®¨áª  ¢ £«ã¡¨­ã ­ å®¤¨¬ ¡«®ª¨ ¨ â®çª¨ á®ç«¥­¥­¨ï £à ä®¢ G1 ¨ G2 (á¬. [4])
¨ áâà®¨¬ ¤«ï ª ¦¤®£® ¨§ íâ¨å £à ä®¢ ¤¥à¥¢ìï ¡«®ª®¢ ¨ â®ç¥ª á®ç«¥­¥­¨ï bc(G1) ¨ bc(G2).

2. � å®¤¨¬ æ¥­âàë ¤¥à¥¢ì¥¢ bc(G1) ¨ bc(G2) (á¬. [5]). �á«¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®¤¨­ ¨§ á«ãç ¥¢
A, B ¨«¨ C, â® ¯¥à¥å®¤¨¬ ª ¯. 3. � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ £à äë ­¥ ¨§®¬®àä­ë, ¨  «£®à¨â¬
§ ª ­ç¨¢ ¥â à ¡®âã, ¢®§¢à é ï false.

3. � å®¤¨¬ h1 | ¢ëá®âã ¤¥à¥¢  bc(G1) ¨ h2 | ¢ëá®âã ¤¥à¥¢  bc(G2).
4. �á«¨ h1 6= h2, â® bc(G1) ¨ bc(G2) ­¥ ¨§®¬®àä­ë, ¯®íâ®¬ã ¨ £à äë G1 ¨ G2 ­¥ ¨§®¬®àä­ë

¨  «£®à¨â¬ § ¢¥àè ¥â á¢®î à ¡®âã, ¢®§¢à é ï false. � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ h1 = h2,
â® h := h1, k := h; (k ¡ã¤¥â ¯à®¡¥£ âì ¢á¥ §­ ç¥­¨ï ®â 0 ¤® h) ¨ ¯¥à¥å®¤¨¬ ª ¯. 5.
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5. �á«¨ h = 0, â® G1 ¨ G2 ï¢«ïîâáï £à ä ¬¨ áâ¥¯¥­¨, ¢¥àè¨­ë ª®â®àëå ®£à ­¨ç¥­ë. �®íâ®-
¬ã ¬®¦¥¬ ¯à¨¬¥­¨âì ª ­¨¬  «£®à¨â¬ � ¡ ¨{� ªá . �á«¨ £à äë ¨§®¬®àä­ë, â®  «£®à¨â¬
¢®§¢à é ¥â true. � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥  «£®à¨â¬ ¢®§¢à é ¥â false. �«£®à¨â¬ § ª ­ç¨¢ ¥â
à ¡®âã.

6. �ãáâì Z1
k = fp11; : : : ; p

1
sg | ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥àè¨­ bc(G1), ­ å®¤ïé¨åáï ­  à ááâ®ï­¨¨ k ®â

ª®à­ï,   Z2
k = fp21; : : : ; p

2
s0g | ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥àè¨­ bc(G2), ­ å®¤ïé¨åáï ­  à ááâ®ï­¨¨ k

®â ª®à­ï. �á«¨ s 6= s0, â® £à äë ­¥ ¨§®¬®àä­ë ¨  «£®à¨â¬ § ª ­ç¨¢ ¥â à ¡®âã, ¢®§¢à -
é ï false. �ãáâì s = s0. �á«¨ ¢¥àè¨­ë ãà®¢­ï k ¤¥à¥¢ì¥¢ bc(G1) ¨ bc(G2) á®®â¢¥âáâ¢ãîâ
¡«®ª ¬, â® ¯¥à¥å®¤¨¬ ª ¯. 7. � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ¯¥à¥å®¤¨¬ ª ¯. 8.

7. �ãáâì B1
1 ; : : : ; B

1
s | ¡«®ª¨ £à ä G1, ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¢¥àè¨­ ¬ ¨§ Z1

k ,   B
2
1 ; : : : ; B

2
s

| ¡«®ª¨ £à ä  G2, ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¢¥àè¨­ ¬ ¨§ Z2
k . � ¦¤®¬ã ¨§ ¡«®ª®¢ á®¯®-

áâ ¢«ï¥¬ æ¢¥â­®© £à ä â ª, ª ª íâ® ®¯¨áë¢ «®áì ¢ à ááã¦¤¥­¨ïå ¯¥à¥¤  «£®à¨â¬®¬.
�®«ãç ¥¬ ­ ¡®à æ¢¥â­ëå £à ä®¢ f(B1

i ; f
1
i ); (B

2
j ; f

2
j ) : i; j = 1; : : : ; sg. � ¯®¬®éìî  «£®à¨â-

¬  2.3 à §¡¨¢ ¥¬ ¨å ­  ¨§®¬®àä­ë¥ ª« ááë P1; : : : ; Pr. �á«¨ ¡«®ª Bj
i ¯®¯ ¤ ¥â ¢ ª« áá

Pi0 , ¢¥àè¨­¥ p
j
i ¤¥à¥¢  bc(Gj), ª®â®à ï ¥¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â, ¯à¨¯¨áë¢¥¬ ¬¥âªã i0. �¥à¥©â¨

ª ¯. 9.
8. � ¦¤®© ¢¥àè¨­¥ pji , i 2 f1; : : : ; sg, j 2 f1; 2g, câ ¢¨¬ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ã¯®àï¤®ç¥­­ë© ¯®

¢®§à áâ ­¨î ª®àâ¥¦ ¬¥â®ª ¥¥ áë­®¢¥©. � ¯®¬®éìî «¥ªá¨ª®£à ä¨ç¥áª®© á®àâ¨à®¢ª¨ ã¯®-
àï¤®ç¨¢ ¥¬ íâ¨ ª®àâ¥¦¨. �ãáâì C = (C1; : : : ; Cr) | ã¯®àï¤®ç¥­­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
íâ¨å ª®àâ¥¦¥©. �¥àè¨­ ¬, ª®â®àë¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë ¯¥à¢ë¬ ª®àâ¥¦¥¬ ¢ C, á®¯®áâ ¢«ï¥¬ 1.
�¥àè¨­ ¬, ª®â®àë¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë ¢â®àë¬ ®â«¨ç îé¨¬áï ª®àâ¥¦¥¬, á®¯®áâ ¢«ï¥¬ 2 ¨
â. ¤. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ª ¦¤ ï ¨§ ¢¥àè¨­ pji , i = 1; : : : ; r, ¯®«ãç ¥â ¬¥âªã. �¥à¥©â¨ ª ¯. 9.

9. �á«¨ k > 0, â® k := k � 1 ¨ ¯¥à¥©â¨ ª ¯. 6. �á«¨ k = 0, â® ¯¥à¥©â¨ ª ¯. 10.
10. �á«¨ ¬¥âª¨, ¯à¨¯¨á ­­ë¥ ª®à­ï¬ bc(G1) ¨ bc(G2), á®¢¯ ¤ îâ, â® £à äë G1 ¨ G2 ¨§®-

¬®àä­ë ¨  «£®à¨â¬ § ª ­ç¨¢ ¥â à ¡®âã, ¢®§¢à é ï true. � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ £à äë ­¥
¨§®¬®àä­ë, ¨  «£®à¨â¬ § ª ­ç¨¢ ¥â à ¡®âã, ¢®§¢à é ï false. �

�¥®à¥¬  3.1. �à äë G1 ¨ G2 ¨§ ª« áá  BGd ¨§®¬®àä­ë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤   «£®-

à¨â¬ 3:1 ¢®§¢à é ¥â true.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì h1(h2) | ¢ëá®â  ¤¥à¥¢  bc(G1)(bc(G2)). �á«¨ h1 6= h2, â® £à äë ­¥
¨§®¬®àä­ë ¨  «£®à¨â¬ ¢®§¢à é ¥â false.

�ãáâì h1 = h2 = h. �®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢¥¤¥¬ ¨­¤ãªæ¨¥© ¯® h. �á«¨ h = 0, â®, ®ç¥¢¨¤­®,
ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë á¯à ¢¥¤«¨¢®. �ãáâì â¥®à¥¬  ¤®ª § ­  ¤«ï ¢á¥å h < k + 1, £¤¥ k | ­¥-
ª®â®à®¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®. �ãáâì r1 ¨ r2 | ª®à­¨ ¤¥à¥¢ì¥¢ bc(G1) ¨ bc(G2) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®,
s11; : : : ; s

1
m | áë­®¢ìï r1,   s21; : : : ; s

2
m0 | áë­®¢ìï r2. �á«¨ m 6= m0, â® £à äë ­¥ ¨§®¬®àä­ë ¨

 «£®à¨â¬ ¢®§¢à é ¥â false (á¬. ¯. 8). �ãáâì m = m0.
�¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨¥. �ãáâì pi | ¢¥àè¨­  ¤¥à¥¢  bc(Gi), i 2 1; 2, ¨ Tpi | ¯®¤¤¥à¥¢® bc(Gi)

á ª®à­¥¬ ¢ pi. �¥à¥§ Vpi ®¡®§­ ç¨¬ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¬­®¦¥áâ¢  ¢¥àè¨­ Gi, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ â®ç¥ª
á®ç«¥­¥­¨ï ¨ ¢¥àè¨­ ¢á¥å ¡«®ª®¢ £à ä  Gi, ª®â®àë¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¢¥àè¨­ ¬ ¨§ Tpi . �ç¥¢¨¤-
­®, Tpi ï¢«ïîâáï ¤¥à¥¢®¬ ¡«®ª®¢ ¨ â®ç¥ª á®ç«¥­¥­¨ï ¯®¤£à ä  G(Vpi) £à ä  G, ¯®à®¦¤¥­­®£®
¬­®¦¥áâ¢®¬ ¢¥àè¨­ Vpi .

�® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ¨­¤ãªæ¨¨ ¢¥àè¨­ë sji ¨ s
j0

i0 , £¤¥ i; i
0 2 f1; : : : ;mg, j; j0 2 f1; 2g, ¯®«ãç â

®¤¨­ ª®¢ë¥ ¬¥âª¨ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¯®¤£à äë G(Vsj
i
) ¨ G(V

s
j0

i0

) ¨§®¬®àä­ë. �âáî¤ 
¢ëâ¥ª ¥â ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë.

�¥®à¥¬  3.2. �«£®à¨â¬ 3:1 à ¡®â ¥â §  ¯®«¨­®¬¨ «ì­®¥ ¢à¥¬ï.

�â¢¥à¦¤¥­¨¥ â¥®à¥¬ë áà §ã á«¥¤ã¥â ¨§ â®£®, çâ®  «£®à¨â¬ 2.3 à ¡®â ¥â §  ¯®«¨­®¬¨ «ì­®¥
¢à¥¬ï.
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4. �§®¬®àä¨§¬ë ¯®çâ¨ ¤¥à¥¢ì¥¢ á ¯ à ¬¥âà®¬ k

�¯à¥¤¥«¥­¨¥ 4.1. �¢ï§­ë© £à ä G ­ §ë¢ ¥âáï ¯®çâ¨ ¤¥à¥¢®¬ á ¯ à ¬¥âà®¬ k, ¥á«¨ ®­
®¡« ¤ ¥â â ª¨¬ ®áâ®¢­ë¬ «¥á®¬ T , çâ® ª ¦¤ë© ¡«®ª £à ä  G á®¤¥à¦¨â ­¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ k ­¥
¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å «¥áã T à¥¡¥à.

� íâ®¬ ¯ à £à ä¥ ¡ã¤¥â ¯®ª § ­®, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ­ âãà «ì­®£® k  «£®à¨â¬ 3.1 à¥è ¥â
¯à®¡«¥¬ã ¨§®¬®àä¨§¬  ¯®çâ¨ ¤¥à¥¢ì¥¢ á ¯ à ¬¥âà®¬ k.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  íâ®£® ä ªâ  ­ ¬ ¯®­ ¤®¡ïâáï á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï. � ¯®¬­¨¬, çâ®
¢¥àè¨­  ¤¥à¥¢  ­ §ë¢ ¥âáï ¢¨áïç¥©, ¥á«¨ ¥¥ áâ¥¯¥­ì à ¢­  1.

�¥¬¬  4.1. �ãáâì H | ¯®¤¤¥à¥¢® ­¥ª®â®à®£® ¤¥à¥¢  T . �®£¤  ¢ ¤¥à¥¢¥ H ¢¨áïç¨å ¢¥àè¨­

á®¤¥à¦¨âáï ­¥ ¡®«ìè¥, ç¥¬ ¢ T .

�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© «¥¬¬ë ­¥ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â âàã¤ . �

�¥¬¬  4.2. �ãáâì G| ¤¢ãá¢ï§­®¥ ¯®çâ¨ ¤¥à¥¢® á ¯ à ¬¥âà®¬ k,   T | ­¥ª®â®à®¥ ®áâ®¢-
­®¥ ¤¥à¥¢® £à ä  G. �®£¤  ¢ ¤¥à¥¢¥ T ç¨á«® ¢¨áïç¨å ¢¥àè¨­ ­¥ ¯à¥¢ëè ¥â 2k.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì fe1; : : : ; epg | ¬­®¦¥áâ¢® à¥¡¥à £à ä  G, ­¥ ¢å®¤ïé¨å ¢ T . �®
®¯à¥¤¥«¥­¨î ¯®çâ¨ ¤¥à¥¢  ¨¬¥¥¬ p � k. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Cei , i = 1; : : : ; p, æ¨ª«, ¯®à®¦¤¥­­ë©
¢ £à ä¥ G à¥¡à®¬ ei ¨ ¯à®áâ®© æ¥¯ìî, á®¥¤¨­ïîé¥© ª®­æë ¤ ­­®£® à¥¡à  ¢ ®áâ®¢­®¬ ¤¥à¥¢¥ T .
�®áª®«ìªã G ¤¢ãá¢ï§­ë© £à ä, «î¡ ï ¢¨áïç ï ¢¥àè¨­  ®áâ®¢  T ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ­¥ª®â®à®¬ã
æ¨ª«ã Cei , i = 1; : : : ; p. �® ¯®áâà®¥­¨î ª ¦¤ë© æ¨ª« Cei ¬®¦¥â á®¤¥à¦ âì ­¥ ¡®«¥¥ ¤¢ãå ¢¨áïç¨å
¢¥àè¨­ ®áâ®¢  T . �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ç¨á«® ¢¨áïç¨å ¢¥àè¨­ ¤¥à¥¢  T ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 2p � 2k.

�¥¬¬  4.3. �ãáâì G | ¤¢ãá¢ï§­®¥ ¯®çâ¨ ¤¥à¥¢® á ¯ à ¬¥âà®¬ k. �®£¤  áâ¥¯¥­ì ª ¦¤®©

¢¥àè¨­ë £à ä  G ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 2k.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì v | ¢¥àè¨­  £à ä  G. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ T ¤¥à¥¢® ¯®¨áª  ¢ è¨à¨­ã
¢ £à ä¥ G ¨§ ¢¥àè¨­ë v. �® «¥¬¬¥ 4.2 ç¨á«® ¢¨áïç¨å ¢¥àè¨­ ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 2k. �ãáâì H

| ¯®¤¤¥à¥¢® ¨§ T , á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢¥àè¨­ë v ¨ ¢á¥å ¢¥àè¨­ ¬­®¦¥áâ¢  NT (v) | ®ªà¥áâ­®áâ¨
¢¥àè¨­ë v ¢ ¤¥à¥¢¥ T . �ç¥¢¨¤­®, NT (v) = NG(v), £¤¥ NG(v) | ®ªà¥áâ­®áâì v ¢ £à ä¥ G. �®
«¥¬¬¥ 4:1 ¨¬¥¥¬ jNT (v)j � 2k. �âªã¤  á«¥¤ã¥â jNG(v)j � 2k.

�¥®à¥¬  4.1. �«ï ª ¦¤®£® k áãé¥áâ¢ã¥â ¯®«¨­®¬¨ «ì­ë©  «£®à¨â¬, à¥è îé¨© ¯à®¡«¥¬ã

¨§®¬®àä¨§¬  ¤«ï ¯®çâ¨ ¤¥à¥¢ì¥¢ á ¯ à ¬¥âà®¬ k.

�â® ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® á«¥¤ã¥â ¨§ «¥¬¬ë 4.3 ¨ â¥®à¥¬ 3.2 ¨ 3.1.
� § ª«îç¥­¨¥  ¢â®à ¢ëà ¦ ¥â ¡« £®¤ à­®áâì á¢®¥¬ã ­ ãç­®¬ã àãª®¢®¤¨â¥«î �.�. � à ­-

áª®¬ã §  ¢­¨¬ ­¨¥ ª à ¡®â¥ ¨ § ¬¥ç ­¨ï, á¯®á®¡áâ¢®¢ ¢è¨¥ ¥¥ ã«ãçè¥­¨î.
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