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НА МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ С МЕРОЙ

Аннотация. В работе доказывается аналог теоремы Лузина об исправлении для пространств
соболевского типа на произвольном метрическом пространстве с мерой, удовлетворяющей
условию удвоения. Исправляющая функция принадлежит классу Гёльдера и приближает
заданную функцию в метрике исходного пространства. Размеры исключительных множеств
оцениваются в терминах емкостей и вместимостей Хаусдорфа.
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Abstract. In this paper we prove an analog of the Luzin theorem on correction for the Sobolev-
type spaces on an arbitrary metric space, whose measure satisfies the doubling condition. The
correcting function belongs to the Hölder class and approximates a given function in the metrics
of the initial space. Dimensions of exceptional sets are evaluated in terms of Hausdorff volumes
and capacities.
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1. Введение

Классическая теорема Н.Н.Лузина утверждает, что любая измеримая на R
n функция

f обладает C-свойством — она является непрерывной, если пренебречь множеством сколь
угодно малой меры. Точнее, для любой измеримой на R

n функции и любого ε > 0 суще-
ствуют такие функция ϕ ∈ C(Rn) и замкнутое множество Eε ⊂ R

n, для которых

f(x) = ϕ(x) при x ∈ Eε, µ(Rn \ Eε) < ε (1)

(µ — мера Лебега на R
n).

Какие дополнительные свойства гладкости может иметь аппроксимирующая функция ϕ,
если функция f является более регулярной в том или ином смысле, например, принадлежит
некоторому функциональному пространству? Можно ли утверждать, что ϕ является также
глобально близкой к f? Эти задачи имеют весьма длинную историю.
Первый результат такого сорта содержится, по-видимому, у Г.Федерера [1]: если f диф-

ференцируема почти всюду, то в (1) можно взять ϕ ∈ C1(Rn). Несколько позже Х.Уитни
[2] показал, что тот же вывод можно сделать, если f имеет почти всюду аппроксимативные
частные производные.

Поступила 21.08.2007
55



56 В.Г.КРОТОВ, М.А.ПРОХОРОВИЧ

Важный шаг сделали А.Кальдерон и А.Зигмунд [3], которые рассмотрели классы Соболе-
ва высших порядков и доказали, что если f принадлежит пространству Соболева W p

m(Rn),
то в (1) можно взять ϕ ∈ Cm(Rn).
Далее Т.Бэгби и В. Зимер [4] дали усиленный вариант теоремы Кальдерона–Зигмунда,

впервые оценив емкость исключительного множества R
n \ E. Ф.Лиу [5], анализируя кон-

струкцию Кальдерона–Зигмунда, обнаружил, что в их теореме можно дополнительно к (1)
утверждать

‖f − ϕ‖W p
m(Rn) < ε.

В статье Дж.Майкла и В. Зимера [6] приведен объединенный вариант теорем из [4], [5].
Определенный итог исследованиям подводил следующий результат Д.Свансона [7]

(α > 0) и Б.Боярского–П.Хайлаша–П.Стржелецкого [8] (α ∈ N).

Теорема 1. Пусть p > 1, m ∈ N, 0 ≤ m ≤ α − 1, 0 ≤ β < 1. Тогда для любой функции
f ∈ Jα(Lp(Rn)) и любого ε > 0 существуют такие функция ϕ ∈ Cm,β(Rn) и замкнутое
множество E ⊂ R

n, что
1) Capα−m−β,p(E) < ε,
2) Dlf(x) = Dlϕ(x) при x ∈ R

n \ E для всех мультииндексов l c |l| ≤ m,
3) ‖f − ϕ‖W p

m+1(Rn) < ε.

Здесь Jα — потенциал Бесселя. Отметим, что при целых α = k классы Jk(Lp(Rn)) совпа-
дают с обычными классами Соболева W p

k (R
n) (см., напр., [9]).

В работе Л.Хедберга и Ю.Нетрусова [10] приводится абстрактная схема построения
пространств гладких функций на R

n, включающая шкалы классов Трибеля–Лизоркина
и Бесова. В частности, в ней рассмотрена аппроксимация Лузина в этих пространствах и
приведенные в [10] результаты улучшают последнюю теорему в том смысле, что аппрокси-
мирующая функция ϕ имеет гладкость исходного пространства и приближает f в метрике
этого пространства.
В работе [11] П.Хайлаш ввел пространство Соболева W p

1 (X) на любом метрическом про-
странстве X с удваивающейся мерой, которое при X = R

n совпадает с классическим про-
странством Соболева первого порядка. Отметим, что работе [11] предшествовала важная
работа А.Кальдерона [12], в которой, в частности, было дано описание пространств W p

1 (R
n)

в терминах так называемых максимальных функций, измеряющих локальную гладкость
(см. (9)), не использущее специфических конструкций на R

n, кроме метрики и меры (см.
(8) ниже).
В последнее десятилетие классы Хайлаша–Соболева W p

1 (X) интенсивно изучаются. В
частности, П.Хайлаш и Ю.Киннунен [13] рассмотрели аппроксимацию Лузина для про-
странства W p

1 (X) и дали оценку исключительного множества в терминах хаусдорфовой
вместимости. Целью нашей работы является распространение этого результата из [13] на
пространстваW p

α(X) [14], [15], содержащие классы Хайлаша–Соболева как частный случай.
Говоря о развитии теоремы Н.Н.Лузина, следует упомянуть также работы К.И.Осколкова

[16] и В.И.Коляды [17], в которых исследовалась задача П.Л.Ульянова о количественных
оценках C-свойства Лузина в терминах Lp-модулей непрерывности, соответственно в одно-
мерном [16] и в многомерном [17] случаях. Отметим, что в идейном отношении эти работы
также связаны с обобщениями максимальных функций (9).

2. Основной результат

Пусть X — метрическое пространство с метрикой d и регулярной борелевской мерой µ.
Всюду ниже предполагаем, что мера µ и метрика d связаны условием удвоения — существует
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постоянная cµ > 0 такая, что

µ (B (x, 2t)) ≤ cµµ (B (x, t)) , x ∈ X, t > 0,

где B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r} — шар с центром в x радиуса r. В таком случае тройку
(X, d, µ) обычно называют пространством однородного типа [18].
Легко видеть, что из условия удвоения вытекает, что при некотором γ > 0 (можно взять

γ = log2 cµ)

µ (B (x,R)) ≤ cµ

(
R

r

)γ

µ (B (x, r)) , x ∈ X, 0 < r ≤ R. (2)

Обозначим через Lp = Lp(X), 1 ≤ p < ∞, обычные лебеговы пространства, порожденные
мерой µ. Для борелевской функции u и внешней меры ν на X положим

‖u‖Lp
ν
=

(
p

∫ ∞

0
λp−1ν{|u| > λ}dλ

)1/p

, 0 < p < ∞.

Конечно, если ν является мерой, то ‖u‖Lp
ν(X) совпадает с обычной нормой

‖u‖Lp
ν
=

[ ∫
X
|u|pdν

]1/p

.

Пусть α > 0 и 1 ≤ p < ∞. Для функции u ∈ Lp рассмотрим класс Dα(u), состоящий из
всех неотрицательных µ-измеримых функций g на X, для каждой из которых существует
такое множество E ⊂ X, µE = 0, что при x, y ∈ X \ E выполнено неравенство

|u(x)− u(y)| ≤ [d(x, y)]α[g(x) + g(y)].

Введем шкалу пространств W p
α(X) (p > 1, α > 0) следующим образом:

W p
α(X) =

{
u ∈ Lp : Dα(u) ∩ Lp �= ∅}, ‖u‖W p

α(X) =
[‖u‖pLp + inf

g
‖g‖pLp

]1/p
,

где точная нижняя граница берется по всем функциям g ∈ Dα(u) ∩ Lp.
Классы W p

1 (X) были введены П.Хайлашем в работе [11], как уже отмечалось, в случае
X = R

n они совпадают с классическим пространством Соболева первого порядка [11]. Поз-
же классы W p

α(X) рассматривались при всех α > 0 (см. [14], [15]). В настоящее время есть
целый ряд эквивалентных описаний этих пространств (см., напр., [15], [19]). Некоторые из
них нам понадобятся (см. (7) и (8) ниже).
Рассмотрим емкости, соответствующие классам W p

α(X):

Capα,p(E) = inf
{‖u‖p

W p
α(X)

: u ∈ W p
α(X), u ≥ 1 в окрестности E

}
.

При α = 1 они были введены и изучены в [20], а в случае 0 < α ≤ 1 — в [21].
Напомним определение s-вместимости Хаусдорфа множества

Hs
∞(E) = inf

{ ∞∑
i=1

rsi : E ⊂
∞⋃
i=1

B(xi, ri)
}
.

Классы Гёльдера вводятся обычным способом — если E ⊂ X, то

Hβ(E) = {φ : ‖φ‖Hβ(E) = sup
x �=y, x,y∈E

[d(x, y)]−β |φ(x)− φ(y)| < +∞}.

Функции из классов W p
α(X) определены лишь µ-почти всюду, а их свойства, с которыми

мы будем иметь дело ниже, зависят от изменения значений функции на множествах µ-меры
нуль, поэтому сделаем разъяснение, как ниже следует понимать значения функции.
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Напомним, что x ∈ X называется точкой Лебега для функции u ∈ L1
loc(X), если

u(x) = lim
r→+0

∫
−
B(x,r)

u dµ. (3)

Классическая теорема Лебега утверждает, что для любой функции f ∈ L1(Rn) почти все
точки являются точками Лебега [9]. Для функций из классов W p

α(X) можно утверждать
большее.

Лемма 1. Пусть 0 < α ≤ 1, 1 < p < γ/α, и функция u ∈ W p
α(X). Тогда

1) существует такое множество E ⊂ X, что для любого x ∈ X \ E

∃ lim
r→+0

∫
−
B(x,r)

u dµ = u∗(x),

2) Capα,p(E) = 0,
3) Hs∞(E) = 0 для всех s > γ − αp.

При α = 1 это утверждение для емкостей доказано в [22], для вместимости Хаусдорфа —
в [13], а для всех 0 < α ≤ 1 — в [21], [23]. Более того, в [21], [23] доказано, что при 1

q = 1
p − α

γ

и x ∈ X \ E
lim
r→+0

∫
−
B(x,r)

|u− u∗(x)|q dµ = 0 (4)

(в [22] равенство (4) получено лишь при α = 1 и 1
q > 1

p − α
γ ).

Следуя [13], мы будем далее считать, что все локально суммируемые функции на X
определяются всюду равенством

u(x) = lim sup
r→+0

∫
−
B(x,r)

u dµ.

Тогда в силу леммы 1 функции из W p
α(X) имеют конечные значения всюду, кроме быть

может точек множества Capα,p-емкости нуль и Hs∞-вместимости нуль при всех s > γ − αp.
Приведем основной результат нашей статьи.

Теорема 2. Пусть 0 < β ≤ α ≤ 1, 1 < p < γ/α и задана функция u ∈ W p
α(X).

Тогда для любого ε > 0 существуют функция w и открытое множество O ⊂ X такие,
что

1) Capα−β,p(O) < ε, Hγ−(α−β)p
∞ (O) < ε,

2) u = w на X \O,
3) w ∈ W p

α(X) и w ∈ Hβ(B) для любого шара B ⊂ X,
4) ‖u− w‖W p

α(X) < ε.

При β = α = 1 подобный результат был ранее получен в [11], где вместо 1) утверждалось,
что µ(O) < ε, а в 3) было w ∈ H1(X). Случай β ≤ α = 1 существенно сложнее, он был
изучен в [13].
В данной работе мы будем следовать схеме рассуждений из [13], видоизменяя и дополняя

ее соответствующим образом.

3. Вспомогательные утверждения

Условимся о некоторых обозначениях, используемых в работе. Всюду ниже через c мы
будем обозначать различные положительные постоянные, зависящие, возможно, только от
γ из (2), а также от p и α из определения W p

α(X). Противное оговаривается особо. Для
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множества E ⊂ X обозначим через χE его характеристическую функцию. Кроме того, мы
используем обозначение

uB =
∫
−
B
u dµ =

1
µ(B)

∫
B
u dµ

для среднего значения u по шару B ⊂ X. Через r(B) будем обозначать радиус шара B ⊂ X,
а λB, λ > 0, означает шар радиуса λr(B) с тем же центром, что и B. Наконец, для точки
x ∈ X и 0 < R ≤ +∞ будем обозначать через B(x,R) множество всех шаров B ⊂ X,
0 < r(B) ≤ R, содержащих точку x. При R = +∞ будем писать просто B(x).
Максимальная функция Харди–Литтлвуда вводится обычным способом

Mu(x) = sup
B∈B(x)

∫
−
B
|u| dµ.

Она удовлетворяет стандартным неравенствам (см., напр., [18])

‖Mu‖Lp ≤ c‖u‖Lp , u ∈ Lp, p > 1, (5)

µ{x : Mu(x) > λ} ≤ cλ−1

∫
X
|u| dµ, u ∈ L1, λ > 0.

Следующие две леммы в случае α = 1 доказаны в [13], для остальных α доказательство
такое же.

Лемма 2. Пусть u ∈ W p
α(X) и g ∈ Dα(u) ∩ Lp. Тогда∫

−
B
|u− uB| dµ ≤ c[r(B)]α

∫
−
B
g dµ

для любого шара B ⊂ X.

Лемма 3. Если u ∈ W p
α(X), φ ∈ Hα(X), то uφ ∈ W p

α(X). Кроме того, если E ⊂ X и
φ(x) = 0 при x ∈ X \ E, то для любой функции g ∈ Dα(u) ∩ Lp

(g‖φ‖∞ + |u|‖φ‖Hα(X))χE ∈ Dα(uφ) ∩ Lp.

Далее нам понадобится следующее семейство максимальных функций. Для α > 0, R > 0
и u ∈ L1

loc положим

Sα,Ru(x) = sup
B∈B(x,R)

[r(B)]−α

∫
−
B
|u− uB| dµ. (6)

Если R = +∞, то пишем Sαu(x). Впервые максимальные функции подобного рода на R
n

появились в работах А.Кальдерона [12] и А.Кальдерона–Р.Скотта [24], систематическому
изучению более общих вариантов (6) посвящена монография [25].
В терминах Sα,R можно следующим образом характеризовать пространства W p

α(X)

‖u‖W p
α(X) � ‖u‖Lp + ‖Sα,Ru‖Lp (7)

(с постоянными эквивалентности, зависящими также от R; запись f � g означает, отноше-
ние f/g заключено между двумя положительными постоянными). При R = +∞ это было
доказано в работах [15], [19], а для остальных R > 0 вытекает из (7) при R = +∞, из (5) и
очевидного неравенства

sup
B∈B(x,R)

[r(B)]−α

∫
−
B
|u− uB| dµ ≤ 2R−αMu(x).

Другая характеризация
‖u‖W p

α(X) � ‖u‖Lp + ‖Nαu‖Lp (8)
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(см. [15], [19]) может быть дана в терминах несколько иных максимальных функций

Nαu(x) = sup
B∈B(x)

[r(B)]−α

∫
−
B
|u(y)− u(x)| dµ(y). (9)

Для X = R
n, α = 1 и классических пространств Соболева (8) — теорема А.Кальдерона

[12], упомянутая во введении.

Лемма 4. Пусть β > 0, u ∈ L1(X). Тогда
1) Если B(x, r) ⊂ B(y,R) и 0 < r ≤ 2R, то |uB(y,R) − uB(x,r)| ≤ c (R/r)γ RβSβu(y).
2) Если x — точка Лебега функции u, то |u(x)− uB(x,R)| ≤ cRβSβu(x).

Доказательство. 1) Так как B(y,R) ⊂ B(x, 2R), то

|uB(y,R) − uB(x,r)| ≤
µ(B(x, 2R))
µ(B(x, r))

∫
−
B(y,R)

|u− uB(y,R)| dµ ≤ c

(
R

r

)γ

RβSβu(y).

2) Пусть Bj = B(x, 2−jR) для j = 1, 2, . . . , тогда

|u(x)− uB(x,R)| ≤
∞∑
j=0

µ(Bj)
µ(Bj+1)

∫
−
Bj

|u− uBj | dµ ≤ c
∞∑
j=0

[2−jR]βSβu(x) ≤ cRβSβu(x). �

Мы будем использовать весовое Lp-неравенство для Sβu ([26], следствие 1).

Лемма 5. Пусть p > 0, 0 < β < α, а мера µ и внешняя мера ν связаны условием

ν(B(x, t)) ≤ ct−(α−β)pµ(B(x, t)), x ∈ X, t ≤ 1. (10)

Тогда для u ∈ L1
loc(X) и R > 0 справедливо неравенство

‖Sβ,Ru‖Lp
ν(X) ≤ c‖Sα,Ru‖Lp

µ(X).

Действительно, в [26] это утверждение было доказано для Sα, но доказательство подходит
для всех R.
Далее сформулируем необходимые в дальнейшем свойства Capα,p-емкостей (см. [20] для

α = 1 и [21] — в общем случае).

Лемма 6. Пусть E ⊂ X, 0 < α ≤ 1 и γ > αp.
1) Емкость Capα,p является внешней мерой и

Capα,p(E) = inf
{
Capα,p(O) : E ⊂ O, O открыто

}
.

2) Capα,p(B(x0, r)) ≤ cr−αpµ(B(x0, r)), x0 ∈ X, 0 < r ≤ 1.
3) При 0 < β ≤ α из Capα,p(E) = 0 следует Capβ,p(E) = 0.

Свойства 1) и 2) см. в [21], а 3) вытекает непосредственно из (7) с R = 1.
Основным техническим средством для построения разбиений единицы и продолжений

функции с сохранением гладкости является следующее утверждение (напр., [27], лемма
2.9, или [18]).

Лемма 7. Пусть O ⊂ X — открытое множество, O �= X и µO < ∞. Для данного C ≥ 2
обозначим r(x) = dist(x,X \ O)/(2C). Тогда существует N ≥ 1 и последовательность
{xi}∞i=1 такие, что выполнены следующие свойства:

1) шары B(xi, ri/4) попарно не пересекаются (здесь и ниже ri = r(xi)),
2)

∞∪
i=1

B(xi, ri) = O,

3) B(xi, Cri) ⊂ O для любого i = 1, 2, . . . ,
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4) для любого i из x ∈ B(xi, Cri) следует Cri ≤ dist(x,X \O) ≤ 3Cri,
5) для любого i существует yi ∈ X \O такой, что d(xi, yi) < 3Cri,

6)
∞∑
i=1

χB(xi,Cri) ≤ N .

4. Доказательство теоремы 2

Предположим сначала, что для некоторого x0 ∈ X

suppu ⊂ B(x0, 1) ≡ B0. (11)

1) Пусть Λ — множество точек, в которых не выполнено условие (3).
Зафиксируем ε > 0. Тогда в силу леммы 1 H

γ−(α−β)p
∞ (Λ) = 0, а в силу лемм 1 и 6

Capα−β,p(Λ) = 0. Следовательно, существует такое открытое множество L ⊃ Λ, что

Capα−β,p(L) < ε/2, Hγ−(α−β)p
∞ (L) < ε/2. (12)

Обозначим также Eλ = {x ∈ X : Sβu(x) > λ}.
Пусть x ∈ X, шар B содержит x и r(B) > 1. Если

[r(B)]−β

∫
−
B
|u− uB| dµ > 0,

то B ∩ B0 �= ∅ и B0 ⊂ 3B. По свойству удвоения (2) µB ≥ cµB0 > 0 и в силу неравенства
Гёльдера

[r(B)]−β

∫
−
B
|u− uB| dµ ≤ 2

∫
−
B
|u| dµ ≤ c(µB0)−1/p‖u‖Lp = λ0.

Следовательно, для любого λ > λ0 неравенство

r−β

∫
−
B(x,r)

|u− uB(x,r)| dµ > λ

может выполняться только при r < 1 и x ∈ 2B0. Поэтому Eλ ⊂ 2B0 и

Eλ = {x ∈ X : Sβu(x) > λ} = {x ∈ 2B0 : Sβ,1u(x) > λ} , λ > λ0.

Легко видеть, что множество O = Eλ ∪ L открыто и O ⊂ 2B0. Покажем, что для доста-
точно больших λ множество O удовлетворяет требованиям нашей теоремы.
В силу части 2) леммы 6 выполнено условие (10) леммы 5. Поэтому, применяя лемму 5

к ν = Capα−β,p, получаем

Capα−β,p(Eλ) → 0 при λ → ∞. (13)

Вместимость H
γ−(α−β)p
∞ (O) также оцениваем с помощью леммы 5, но применяем мы ее

уже к ν = H
γ−(α−β)p
∞ , считая в лемме X = 2B0. Условие (10) сейчас выполнено, так как в

силу условия удвоения (2)

Hγ−(α−β)p
∞ (B(x, r)) ≤ rγ−(α−β)p ≤ c

µB0
r−(α−β)pµ(B(x, r)).

Итак, в силу леммы 5
Hγ−(α−β)p

∞ (Eλ) → 0 при λ → ∞. (14)
Из (12)–(14) следует, что при достаточно большом λ > 0 для множества O утверждение 1)

выполнено. Для дальнейшего нам понадобится также выбрать λ > 0 настолько большим,
чтобы ∫

O
|u|p dµ <

ε

2
. (15)



62 В.Г.КРОТОВ, М.А.ПРОХОРОВИЧ

Это возможно из очевидного неравенства µE ≤ Capα,p(E) и абсолютной непрерывности
интеграла.
2) Пусть B(xi, ri), i = 1, 2, . . . , — покрытие множества O из леммы 7 для C = 5. Тогда

существует (см. лемму 2.16 в [27]) набор функций {φi}∞i=1 таких, что для любого i

suppφi ⊂ B(xi, 2ri), 0 ≤ φi(x) ≤ 1, |φi(x)− φi(y)| ≤ [c/rαi ][d(x, y)]
α

и
∞∑
i=1

φi(x) = χO(x). (16)

Определим функцию w следующим образом:

w(x) =



u(x), x ∈ X \O;
∞∑
i=1

φi(x)uB(xi,2ri), x ∈ O.
(17)

Утверждение 2) следует непосредственно из определения w.
3) Проведем следующее вспомогательное рассуждение. Пусть x ∈ O. В силу утвержде-

ний 4) и 5) леммы 7 существует такая точка x∗ ∈ X \ O, что d(x, x∗) ≤ 2 dist(x,X \ O). Из
(16) и (17) получаем

|w(x∗)− w(x)| =
∣∣∣∣

∞∑
i=1

φi(x)[u(x∗)− uB(xi,2ri)]
∣∣∣∣ ≤

∑
i∈Ix

|u(x∗)− uB(xi,2ri)|,

где
Ix = {i : x ∈ suppφi}. (18)

Заметим, что x∗ ∈ X \O — точка Лебега и B(xi, 2ri) ⊂ B(x∗, 40ri) для любого i ∈ Ix. По
лемме 4

|u(x∗)− uB(xi,2ri)| ≤ |u(x∗)− uB(x∗,40ri)|+ |uB(x∗,40ri) − uB(xi,2ri)| ≤ crβi Sβu(x∗).
Далее, используя то, что в Ix не более N слагаемых, ri сравнимо с d(x, x∗) (см. утвержде-
ния 4) и 5) леммы 7) и на множестве X \O выполнено неравенство Sβu(x∗) ≤ λ, получаем

|w(x∗)− w(x)| ≤ c
∑
i∈Ix

rβi Sβu(x∗) ≤ c[d(x, x∗)]βSβu(x∗) ≤ cλ[d(x, x∗)]β . (19)

Покажем теперь, что w ∈ Hβ(X). Для этого рассмотрим все возможные случаи располо-
жения точек x, y ∈ X.
i) Пусть x, y ∈ X \ O. Так как x, y — точки Лебега и на множестве X \ O выполнено

Sβu(y) ≤ λ, то по лемме 4 в силу включения B(y, d(x, y)) ⊂ B(x, 2d(x, y)) получаем

|w(y)− w(x)| ≤ |u(y)− uB(y,2d(x,y))|+ |uB(y,d(x,y)) − uB(x,2d(x,y))|+ |u(x)− uB(x,2d(x,y))| ≤
≤ c[d(x, y)]βSβu(y) + c[d(x, y)]βSβu(x) ≤ cλ[d(x, y)]β . (20)

ii) Пусть x, y ∈ O. Обозначим

d0 = max
{
dist(x,X \O),dist(y,X \O)

}
. (21)

Если d(x, y) ≥ d0, то подберем x∗, y∗ ∈ X \ O так, чтобы d(x, x∗) ≤ 2 dist(x,X \ O) и
d(y, y∗) ≤ 2 dist(y,X \O). Тогда из (19) и (20)

|w(y)− w(x)| ≤ |w(x)− w(x∗)|+ |w(x∗)− w(y∗)|+ |w(y∗)− w(y)| ≤ cλ[d(x, y)]β .
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Если d(x, y) ≤ d0, то выберем x∗ ∈ X \ O так, чтобы d(x, x∗) ≤ 2 dist(x,X \ O). Тогда (см.
(18))

|w(y)− w(x)| =
∣∣∣∣

∞∑
i=1

[φi(x)− φi(y)][uB(xi,2ri) − u(x∗)]
∣∣∣∣ ≤ cd(x, y)

∑
Ix∪Iy

1
ri
|uB(xi,2ri) − u(x∗)|.

Так как B(xi, 2ri) ⊂ B(x∗, 40ri) для любого i ∈ Ix и x∗ — точка Лебега, то по лемме 4

|uB(xi,2ri) − u(x∗)| ≤ |uB(xi,2ri) − uB(x∗,40ri)|+ |uB(x∗,40ri) − u(x∗)| ≤ crβi Sβu(x∗).
В силу части 4) леммы 7 получаем

|w(y)− w(x)| ≤ cd(x, y)β
∑
Ix∪Iy

d(x, y)1−β

r1−β
i

Sβu(x∗) ≤ cd(x, y)βSβu(x∗) ≤ cλ[d(x, y)]β .

iii) Пусть x ∈ O, а y ∈ X \ O. Выберем x∗ ∈ X \ O так, чтобы d(x, x∗) ≤ 2dist(x,X \ O).
Тогда

|w(y)− w(x)| ≤ |w(y)− w(x∗)|+ |w(x∗)− w(x)|
и необходимое неравенство следует из (19) и (20). Таким образом, w ∈ Hβ(X).
Осталось показать, что w ∈ W p

α. Из условия 6) леммы 7 вытекает∫
O
|w|p dµ ≤ c

∞∑
i=1

∫
B(xi,2ri)

|uB(xi,2ri)|p dµ ≤ c
∞∑
i=1

∫
B(xi,2ri)

|u|p dµ ≤ c

∫
O
|u|p dµ. (22)

Так как w = u на X \O, то w ∈ Lp.
Для доказательства того, что Dα(w) ∩ Lp �= ∅, выберем функцию g ∈ Dα(u) ∩ Lp и

покажем, что для некоторой постоянной c будем иметь cMg ∈ Dα(w) ∩ Lp.
Снова рассмотрим возможные случаи расположения точек x, y ∈ X.
i) Если x, y ∈ X \O, то w = u и в силу того, что g(x) ≤ Mg(x) для µ-почти всех x, µ-почти

всюду на X \O выполнено

|w(x)− w(y)| = |u(x)− u(y)| ≤ [d(x, y)]α[g(x) + g(y)] ≤ [d(x, y)]α[Mg(x) +Mg(y)].

ii) Если x, y ∈ O, то сначала предположим, что d(x, y) ≤ d0 (см. (21)). Поскольку
‖φi‖Hα(X) ≤ cr−α

i , то

|w(y)−w(x)| =
∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

[φi(x)− φi(y)][uB(xi,2ri) − u(x)]

∣∣∣∣∣ ≤ c
∑
Ix∪Iy

[d(x, y)]α

rαi
|uB(xi,2ri)−u(x)|. (23)

Так как B(xi, 2ri) ⊂ B(x, 100ri) при i ∈ Ix ∪ Iy, то в силу неравенства леммы 2 почти всюду

|u(x)− uB(xi,2ri)| ≤ [d(x, y)]α
[
g(x) +

∫
−

(xi,2ri)
g(y) dµ(y)

]
≤ crαi Mg(x). (24)

В силу того, что Ix ∪ Iy не более 2N слагаемых, из (23) и (24) следует неравенство

|w(y)− w(x)| ≤ c[d(x, y)]αMg(x). (25)

Теперь рассмотрим случай d(x, y) ≥ d0. Тогда в силу (24)

|w(y)− w(x)| ≤
∑
i∈Ix

|φi(x)(uB(xi,2ri) − u(x))|+
∑
i∈Iy

|φi(y)(uB(xi,2ri) − u(y))|+ |u(x)− u(y)| ≤

≤ c[dist(x,X \O)]αMg(x) + c[dist(y,X \O)]αMg(y) + [d(x, y)]α[g(x) + g(y)].
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Так как d(x, y) ≥ d0 и g(x) ≤ Mg(x) для µ-почти всех x, то

|w(y)− w(x)| ≤ c[d(x, y)]α[Mg(x) +Mg(y)]. (26)

iii) Пусть x ∈ O и y ∈ X \O. Тогда в силу (16) и (17)

|w(y)− w(x)| ≤
∑
i∈Ix

|u(y)− uB(xi,2ri)| ≤
∑
i∈Ix

∫
−

(xi,2ri)
|u(x)− u(y)| dµ(y) ≤

≤
∑
i∈Ix

[d(x, y)]α
[
g(x) +

∫
−

(xi,2ri)
g(y) dµ(y)

]
≤ c[d(x, y)]α[Mg(x) +Mg(y)].

Таким образом, cMg ∈ Dα(w) ∩ Lp. Значит, w ∈ W p
α.

4) Прежде всего отметим, что в силу (17), (15) и (22) справедливо неравенство
‖u− w‖Lp < cε.
Пусть g ∈ Dα(u) ∩ Lp. Заметим, что c(Mg)χO ∈ Dα(u − w) ∩ Lp (см. неравенства (25) и

(26)). Отсюда ‖c(Mg)χO‖Lp ≤ ε/2 и

‖u− w‖W p
α(X) ≤ ‖u− w‖Lp + ‖c(Mg)χO‖Lp ≤ ε.

Итак, в предположении (11) теорема 2 доказана.
Завершается доказательство так же, как и в [13]. Существует такой конечный или счет-

ный набор {xi}, что
X ⊂

⋃
i

B(xi, 1/2), B(xi, 1/4) ∩B(xj , 1/4) = ∅ (i �= j). (27)

С помощью него строим другое разбиение единицы (см., напр., [13], [22]) — набор функций
{φi} ⊂ Hα(X) со свойствами

0 ≤ φi(x) ≤ 1, suppφi ⊂ B(xi, 1), ‖φi‖Hα(X) = c,
∞∑
i=1

φi(x) ≡ 1.

Пусть функция u ∈ W p
α(X). Тогда

u(x) ≡
∞∑
i=1

uφi(x).

В силу леммы 3 для любого i = 1, 2, . . . функция uφi ∈ W p
α(X). Так как suppuφi ⊂ B(xi, 1),

то по доказанному выше для любого i = 1, 2, . . . существует функция wi такая, что

suppwi ⊂ B(xi, 2), wi ∈ W p
α(X) ∩Hβ(X) ‖wi − uφi‖W p

α(X) < 2−iε,

Hγ−(α−β)p
∞ ({x ∈ X : wi(x) �= uφi(x)}) ≤ 2−iε,

Capα−β,p({x ∈ X : wi(x) �= uφi(x)}) ≤ 2−iε.

Функция w =
∞∑
i=1

wi удовлетворяет необходимым условиям. Свойства 1), 2) и 4) очевидны.

Ясно также, что w ∈ W p
α(X). Покажем, что w принадлежит классу Гёльдера Hβ(B) для

любого шара B ⊂ X.
Можно считать, что r(B) > 2. Пусть IB = {i : B(xi, 2) ∩ B �= ∅}, тогда число элементов

множества IB не превосходит величины c[r(B)]γ , как нетрудно убедиться с помощью (27) и
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(2). Следовательно, при всех x, y ∈ B

|w(x)− w(y)| =
∣∣∣∣
∑
i∈IB

[wi(x)− wi(y)]
∣∣∣∣ ≤ dβ(x, y)

∑
i∈IB

‖wi‖Hβ(X).

Теорема доказана. �
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